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GISEMENTS    DE   TOPAZES 

DE  LA  PROVINCE  DE  MINAS-GfiRAES  (BRfiSIL), 
Par  M.   H.   GORCEIX. 


Les  topazes  et  les  euelases  qui  les  aceompagnent  n*ont  et^  ren- 
contrees  dans  leur  gisement  primitif,  au  moins  jusqu'a  ce  jour,  que 
dans  UD  petit  bassiu  place  a  Touest  de  la  ville  d'Ouro-Preto,  capitale 
de  la  province  de  Minas-Geraes. 

Ce  bassin  forme  un  triangle  dont  Ouro-Preto  occupe  le  sominet. 

Les  deux  cotes  sud-est  et  nord  sont  limites  :  le  premier  par  la  serra 
de  Caxoeira,  le  second  par  Tensemble  des  massifs  de  Tltacoiumy  et  de 
ritatiaia.  Sa  base  serait  parallele  k  une  ligne  joignant  les  deux  villages 
de  Caxoeira  el  d'Ouro-Branco. 

Ce  bassin,  essentiellement  montagneux,  n'est  qu*une  partie  du  massif 
d'Ouro-Preto,  noeud  du  systfeme  orographique  de  la  province,  form^ 
d'un  enchevetrement  de  chainons  des  plus  complexes. 

A  Test  et  au  sud,  il  est  coupe  par  un  lacet  de  ravins  au  fond  desquels . 
coulent  de  petils  ruisseaux,  tributaires  du  rio  Doce  dont  ils  peuvent 
represenler  les  sources. 
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Le  centre  forme  un  plateau,  dont  le  point  culminant  serail  place 
prfes  du  hameau  de  Boa-Visla,  a  une  hauteur  de  laSo™  a  j3oo™  au- 
dessus  dii  niveau  de  la  mer. 

A  Touest,  le  terrain  est  moins  accidente;  la  gorge  qui  separe  la 
serra  de  Caxoeira  de  celle  d'Ouro-Branco  s*^largit  et  s*ouvre  dans  la 
vallee  du  village  de  Caxoeira-do-Campo,  oil  debouchent  quelques  ruis- 
seaux  affluents  du  rio  das  Yelhas  et  par  suite  du  Sao-Francisco,  dont 
les  eaux  ne  sont  ainsi  en  ce  point  separees  de  cellcs  du  rio  Doce  que 
par  die  faibles  accidents  de  terrain  de  quelques  metres  de  largeur. 

Les  terrains  de  cette  region  formcnt  un  ensemble  oil,  pour  etablir 
les  divisions,  on  vient  se  heurter  contre  Tabsence  de  fossiles,  difficulte 
qui  rend  si  p^nibles  el  si  incertaines  les  recherches  geologiques  dans 
une  contr^e  oil,  pendant  des  centaines  de  lieues,  les  roches  semblent 
conserver  les  memes  caracteres  petrographiques. 

Les  schistes  y  dominent;  les  quartzites  a  matifere  verte,  consideree 
en  general  jusqu'ici  comme  talc,  apparaissent  quelquefois  au  milieu 
de  ceux-ci,  mais  ne  prennent  de  Timportance  que  sur  les  limites  du 
bassin ,  oil  ils  vont  augmentant  de  puissance,  dans  les  serras  de 
Caxoeira,  d'Ouro-Branco  et  d'ltatiaia. 

Unamas  considerable  de  calcaire  cristallise  forme  dyke  dans  la  partie 
ouestdecebassin(*),etronen  retrouve  un  second,  tresricbe  en  carbo- 
nate de  magn^sie  {Zg  pour  too),  aux  portesd*Ouro-Preto,  pres  du  point 
indique  sur  la  Carte  sous  le  nom  de  Seramenha. 

Les  couches  de  toutes  ces  roches  sont  relcvees  vers  Touest,  iS"" 
k  ao^sud,  la  declinaison  etant  de  6^  vers  Touest.  Elles  courent  k  peu 
prfes  N.-0,-N.,  direction  frequente  dans  la  serra  d*Espinhago,  qui  con- 
atitue  la  ligne  straligraphiq^ue  la  plus  importante  de  la  province  de 
Minas-Geraes;  leur  inclinaison  varie  entre  3o^  et  5o^  et,  en  general,  va 
en  augmentant  a  mesure  qu*on  s*approche  de  la  serra  de  Caxoeira. 

Les  schistes  sont  ou  argileux,  passant  meme  k  de  veritables  argiles, 
ou  onctueux,  doux  au  toucher,  ecailleux  et  paraissant,  a  premiere  vue, 
constituer  des  roches  talqueuses  ou  chloriteuses.  Leurs  couleurs,  va- 
riables, sont :  bleuatre,  rougeatre,  grise,  lie-de-vin,  etc« 


( > )  Ces  calcairet  ooosiituent  de  T^ritables  couches  interoalto  dans  lee  auires  rocbes 
m^tamorphtques. 
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En  general,  leurschistosite  augmente  avec  la  profondeur,  en  se  rap* 
prochant  de  vrais  phyllades;  d*aulres  fois  ils  se  transforment  en  roches 
fibreuses,  ou  (out  indique  un  metamorphisme  plus  prononc^. 

La  pyrophyllite  en  cristaux  aciculaires  y  forme  alors  des  croutes 
entre  Ics  feuillets;  ils  sont  penetres  de  cristaux  octa^driques  de  fer 
oligiste,  tantot  durs,  brillants,  tantot  ternes,  tr^s  fragiles;  quelquefois 
meme  le  moule  seul  du  cristal  existe.  Ces  faits  et  d'autres  plus  con- 
vaincants  encore  m'ont  fait  adopter  Topinion  que  tous  pouvaient  pro- 
venir  de  Talt^ration  des  pyrites.  J'ai  reuni  une  collection  complete  de 
ces  cristaux,  depuis  la  pyrite  de  fer  en  cubes,  en  octaedres,  en  dode- 
caedres  pentagonaux  a  peine  alteree  h  la  superficie,  jusqu'aux  cristaux 
a  facettes  des  plus  brillantes,  des  plus  nettes,  de  fer  oligiste  ayant  les 
m^mes  formes  cristallines.  II  parait  y  avoir  un  passage  si  graduel  et  si 
net  entre  ces  divers  ^tats  exterieurs  de  Toxyde  de  fer,  que  la  martite 
doit  etre  consideree  comme  une  alteration  de  la  substance  primitive 
(pyrite)  avec  conservation  de  la  forme  exterieure  (*).  Je  dois  ajouter 
que  Taccroissement  des  caracteres  cristallins,  des  elements  mineralo- 
giquesde  ces  roches,  correspond  au  developpement  des  memes  carac- 
teres dans  les  mineraux  resultant  de  Talteration  des  pyrites. 

L'etude  de  ces  roches  el  de  celles  de  la  meme  famille  que  Ton  ren- 
contre en  divers  points  de  la  province  de  Minas-G6raes  fera  Tobjet 
d'un  autre  travail.  Je  me  contente  d*indiquer  les  analyses  suivantes  : 

I.  —  Matikre  verte  intercaUe  au  milieu  des  quartzites  des  environs  d'Ouro- 
Preto,  onctueuse  au  toucher,  se  laissant  rayer  par  Vongle,  fondant  super- 
ficiellement  au  rouge  blanc, 

Silice 63,4 

Alumine 21,7 

Sesquioxyde  de  fer 3,6       ^ 

»         de  chrome 0,4 

Magn^sie i  ,3 

Manganese traces 

Polasse 4>5 

Soude 0,7 

Perte  au  feu 3,$ 

99>5 


( < )  Comples  rendus  des  stances  de  I'Jcad^mie  des  Sciewes,  i"  semestre  i8to,  o*  7. 
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II.  —  Roche  schisteuse  verddtre  de  Boa- Vista,  prks   Ouro-Preto,  douce  au 

toucher  /fondant  Ugkrement  au  bon  rouge  (density  r=  2,7). 

Silice 54,1 

Alumine 27,8 

Sesquioxyde  de  fer 7,7 

Magn^sie 0,8 

Manganese traces 

Potasse 3 

Soude 3,6 

Perle  au  feu 3,8 

100,3 

III.  —  Roche  fihreuse  de  Boa-Vista,  contenant  souvent  des  cristaua-  de pyro- 
phyllite  et  de  pyrite  alt6res,  fondant  super ficiellement  au  rouge  blanc. 

Silice 47/1 

Alumine • 3i,2 

Sesquioxyde  de  fer 6,7 

Magn^sie 2 

Soude 2,7 

Potasse 4,5 

Perte  au  feu 5,6 

100,1 

La  rocbe  ne  perd  ses  derniers  Elements  volatils  qu'au  rouge  blanc» 
obtenu  avec  I'appareil  k  air  comprime  et  le  chalumeau  Deville. 

IV.  —  Roche  icailleuse  de  Boa-Vista,  tr^s  onctueuse  au  toucher,  blanchdtre 

(density  =  2,7). 

Silice 62,4 

Alumine 22,7 

Sesquioxyde  de  fer 3,8 

Magn6sie i  ,3 

Soude 1,4 

Potasse 4>2 

Perte  au  feu 3,4 

Comme  pour  la  roche  prec^deote>  il  m'a  semble  qu'une  faible  parlie 
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des  elements*  volatils  ne  se  degage  qu'au  rouge  blanc,  temperature  a 
laquelle  la  roche  se  fritte  et  fond  superficiellement  au  fond  du  creuset. 

Ces  analyses  sufTisent  pour  montrer  combien  ces  roches  s'eloignent 
de  la  famille  dcs  talcs,  etqu*il  en  estde  memede  la  substance  verte  si 
frequente  au  milieu  des  quartzites  de  la  province  de  Minas-Geraes,  oil 
je  signale  la  presence  du  chrome  en  quantite  tres  notable  et  qui  est  un 
veritable  mica  chromifere.  D'aprfes  leur  composition  et  les  alterations 
qu'elles  subissent,  il  me  semble  qu'elles  doiveni  elre  considerees 
comme  des  micaschistes,  et  c'est  Topinion  k  laquelle  je  m'arrete  pour 
le  moment,  sauf  a  la  controler  plus  tard  d'une  faQon  definitive.  II  n'est 
pas  rare  non  plus  de  voir  des  sables  qnartzeux  se  meler  aux  schistes 
et  meme  former  de  petites  couches  au  milieu  de  ces  roches. 

Quant  au  fer  oligiste  micace,  qui,  se  substituanl  a  la  matiere  verte  des 
quartziles,  constitue  ces  terrains  si  interessants  du  Bresil  connus  sous 
le  nom  A'itabirites,  il  ne  joue  qu'un  role  pen  important  dans  le  bassin  a 
gisement  de  topazes,  tandis  qu'il  devient  un  element  preponderant 
a  Test  et  au  nord  de  la  serra  de  Cara^a. 

Les  ilabirites  n'y  sont  representees  que  par  quelques  affleurements 
prfes  de  Capao,  Boa-Vista  et  Seramenha,  Autour  de  cetie  derniere  lo- 
calite,  ces  roches  ont  subi  des  actions  erosives  considerables,  et  en  de 
nombreuses  autres  de  la  province  de  Minas-Geraes  des  depots  enormes 
ontdisparu,  en  laissant  comme  representants  les  faibles  lambeaux  qui 
existent  encore.  Ces  phenomenes  de  denudation  ont  du  se  produire  a 
la  fin  de  Tepoque  tertiaire;  c'est  a  eux  que  je  rattache  les  depdts  des 
cascalhos  diamantif^res.  lis  necessitenl  une  etude  speciale,  sur  laquelle 
je  reviendrai  a  propos  des  bassins  tertiaires  aHignites,  avec  schistes  a 
empreintes  de plantes  du  plateau  superieur  de  Minas-Geraes. 

Les  fragments  de  ces  roches,  cimentes  ensuite  par  une  argile  ferrugi- 
neuse,  ferment  des  couches  horizontales  d'un  conglomerat  brechiforme, 
connu  dans  le  pays  sous  le  nom  de  canga.  A  Boa-Vista,  ces  depdts  sont 
represent^s  par  une  mince  couche  d*un  conglomerat  grossier,  dont  les 
parties  constituantes  ont  ete  empruntees  aux  schistes  sous-jacents.  La 
valine  tres  etroite  qui  s^pare  le  plateau  de  la  serra  de  Caxoeira  est 
couverte  sur  des  points  nombreux  d'un  d^pot  meuble  de  fragments 
DOD  roules  de  quartzites,  de  schistes,  dont  Torigine  est  la  meme  que 
celle  des  conglom^rats  ferrugineux,  mais  ou  Tabsence  de  ciment  doit 
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6tre  attribuee  k  sa  situation  au  pied  des  montagnes  quartzeuses.  Cest 
aussi  k  cette  formation  que  doivent  etre  rapport^s  des  amas  conside- 
rables d*argiles  rouges,  avec  petils  fragments  anguleux  de  quartz,  dis- 
semines  irregulierement  dans  la  masse,  qui  ont  ete  particulierement 
signales  a  Morro-de-Caxambu,  giseroent  le  plus  occidental  des  topazes. 
Ces  argiles  remplissent  les  anfracluosiles  du  terrain  et  reposent  sur 
desschistes,  avec  lesquels  elles  n'ont  aucun  rapport.  Aussi  Claussen 
avait-il  admis  autrefois  que  ce  bol  ferrugineux  provenait  d*eruptions 
boueuses  quis'etaient  fait  jour,  par  des  canaux  remplis  encore  de  la 
mSme  matiere,  au  milieu  des  schisteset  quarlzites  sous-jacents.  Cesd^- 
p6ts,  qu'on  observe  encore  pres  de  Capao,  sont  pr6cis6ment  places 
au  debouche  des  ravins  dans  la  plaine  de  Caxoeira,  oil  les  eauxt  qui 
avaient  laisse  deposer  bien  plus  haut  les  fragments  volumineux  des 
roches,  apportaient  les  argiles  et  les  graviers.  Tels  sont  les  principaux 
terrains  qui  constituent  le  bassin  dont  jem*occupe;  on  pent  les  grouper 
dans  Tordre  suivant,  de  haut  en  bas  : 

i*^  Conglomerats  et  argiles ; 

2°  Schistes  argileux  avec  sables^  fer  oligiste  et  quartzite; 

3^  Schistes  micaces  plus  cristallins. 

L'aspect  de  ces  couches  est  tres  variable  et,  souvent,  des  accidents 
locaux  de  pen  d*etenduc  vieunent  encore  en  modifier  la  nature.  Ainsi, 
Ji  Boa-Vista,  Ton  note  au-dessous  des  conglomerats  Texistence  de  sables 
jaunatres,  avec  lits  minces  de  schistes  tibreux,  oil  Ton  rencontre  en 
abondance  d'enormes  cristaux  pyritoedriques  d'hematite,  puis  a  quel- 
que  distance  une  argile  noire  avec  cristaux  octaedriques  non  moins 
volumineux  de  fer  oligiste.  Ces  depots  disparaissent  rapidement,  et  je 
n*ai  retrouve,  au  meme  horizon,  des  depots  analogues  que  sur  la  route 
d*Ouro-Prelo  a  Marianna. 

Gisement  de  topazes.  —  Les  points  oil  ont  ete  exploitees  a  ciel  ou- 
vert  les  topazes  et  oil  j*ai  moi-m^me  poursuivi  quelques  recherches 
jalonnent  deux  lignes  dirigeesO.  :io^  S.  ou  mieux  O.-S.-O.,  direction 
d'une  dislocation  que  Toti  retrouve  frequemment  dans  la  province. 

La  premiere  deces  lignes  occupe  a  pen  prfes  la  mediane  du  triangle 
qui  a  servi  a  limiter  le  bassin ;  elle  est  determinee  par  les  cinq  exploi- 
tations de  Seramenha,  Boa-Vista*   Jose-Carreia ,  Capao  et  Vira-Saia, 
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La  deuxifeme,  plus  cxterieure,  suit  a  peu  prcs  la  base  de  la  serra  de 
Caxoeira,  et  jusqu'a  present  on  n'y  a  trouve  de  topazes  que  dans  les 
carrieres  abandonnees  de  Fundao  et  Morro-de-Caxambu. 

Tous  ces  glsemenls  se  presentent  dans  les  memes  conditions  g6n6- 
rales,  et  les  quelques  differences  qu'on  peut  y  rencontrer,  dans  Taspect 
exterieur  des  roches,  proviennent  d'aecidenls  locaux  sans  imporlance. 

Je  decrirai  avee  details  celui  de  Boa-Vista,  oil  j'ai  travaille  k  cicl 
ouvert  pendant  quelques  mois  et  dont  le  plan  {PL  II,  Jig.  i)  a  6t€ 
dresse  avec  soin,  avee  I'aide  de  M.  I'ingenieur  Joao-Viclor  Magalhaes, 
sacretaire  de  TEcole  des  Mines  d'Ouro-Preto. 

Gisementde  Boa-Vista.  —  Cprnme  je  Tai  deja  indique,  le  hameau  de 
Boa-Vista  est  place  pres  du  point  culnninant  du  bassin  a  topazes.  Les 
petits  ravins  qui  en  partaient  ont  ete,  avec  le  temps,  profondement 
creuses  par  les  eaux  agissant  sur  des  scbistes  argileux.  Dans  leurs 
fonds,  au  milieu  du  gravier,  on  a  renconlre  en  premier  lieu  les  to- 
pazes; plus  tard,  il  y  a  une  quarantaine  d'annees,  des  travaux  k  ciel 
ouvert,  joints  a  Taction  des  eaux,  ont  determine  la  formation  d'une 
carriere  a  bords  irreguliers  oil  Ton  peut  reperer  les  couches  suivantes : 

I®  Couche  mince^  superficielle^  horizontale  d'un  congtomerat  grossier^ 
jaundtre  [PL  Ihfig-  2,  coupe  suivant  AB),  que  Ton  retrouve  en  d*aulres 
points  du  bassin. 

2*^  Couche  peu  important e  de  sables  quartzeux  d'epaisseur  variable, 
ne  depassant  pas  o"*,3.  Ce  depot  est  aussi  tres  irregulier  el  n'a  jamais 
grande  extension;  il  disparait  a  petite  distance  de  la  carriere,  mais  on 
le  retrouve  en  d'autres  points.  Dans  la  parlie  inferieurc,  les  sables  sont 
melanges  de  petits  lits  de  rocbe  fibreuse  verdatre  dont  Timpartance 
augmente  avec  la  profondeur.  Les  deux  couches  a^,  ^7  de  la  coupe  oni 
2'",5o  d'epaisseur;  de  a  k^  les  sables  dominent,  de  ^  a  7  ils  ont 
presque  enlierement  disparu. 

3®  A  ces  couches  succedent  des  roches  fibreuses,  dont  la  schistosit^ 
devient  de  plus  en  plus  prononcee;  elles  correspondent  aux  scbistes 
Ue  de  vin  qui  peuvent  servir  de  repere,  pour  reconnaitre  ce  niveau 
dans  les  roches  melamorphiques  des  environs  d'Ouro-Preto.  On  peut 
verifier,  a  propos  de  ces  dernieres  couches,  combien  leur  aspect  ex- 
terieur est  variable.  Dans  la  meme  carriere,  les  roches  qui  les  com- 
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poseni  soot  ici  friables,  onclueuses  au  toucher  et  melaDg^es  a  de 
Targile;  la,  elles  sont  plus  compactes  et  fraDcbement  scbisteuses;  plus 
loin,  fibreuses  et  bourrees-de  petits  cristaux  octaedriques  de  fer  oli- 
giste,  ou  couvertes  de  croulcs  de  pyropbyllite  en  cristaux  aciculaires. 
Malgre  cette  difference  d*aspect  et  probablement  de  constitution  mine- 
ralogique,  leur  composition  chimique  elementaire  est  peu  variable, 
comme  Tindiquent  les  analyses  citees  plus  haut.  Les  agents  roetamor- 
phiquessembleat  n'avoir  apporte  avec  eux  qu'un  nombre  tres  limite 
d'elements  fixes,  ou  peut-elre  meme  n'en  avoir  fourni  aucun.  C/est  au 
groupement  different  des  elements  de  ia  roche  primitive  que  doit 
etre  attribue  Taspect  variable  des  roches  metamorphiques  qui  en  ont 
derive. 

La  puissance  de  ces  couebes  atteint  iS"  a  20". 

4^  Au-dessous  viennent  les  scbistes  bleualres  plus  durs  et  resistant 
mieux  aux  agents  almospberiques  que  les  precedents;  ils  conservent 
leur  facies  sur  une  plus  grande  etendue  de  terrain.  Leur  puissance 
est  variable  :  la  oil  la  coupe  suivant  AB  les  rencontre,  ils  ont  a  peine 
une  epaisseur  de  2"";  en  d*autres  points  de  la  carrifere  elle  atteint 
10". 

5*  A  ces  rocbes  succede  une  serie  de  couches  argileuses,  ou  abon- 
dent  des  ecailles  d*une  substance  chloriteuse  ou  micaeee.  La  matiere 
de  ces  couches  est  molle,  grasse,  onctueuse,  et  parait  provenir  de 
Talt^ration  des  roches  superieures.  On  relrouve  au  milieu  d*elles  des 
nodules  de  schiste  bleuatre,  de  meme  nature  que  les  scbistes  de  la 
division  precedente  (4**)-  Ces  nodules  representent  Telat  primitifde  la 
roche  non  alteree.  La  matiere  chloriteuse  ou  micaeee  disparait  meme 
completement,  et  la  roche  passe  ii  une  argile  brune,  indice  certain  de 
la  rencontre  prochaine  des  topazes. 

6''  La  partie  inferieure  du  terrain  de  cette  carriere  est  occupee  par 
des  roches  fibreuses  rougeatres,  analogues  a  celles  de  3*".  Toutes  les 
couches  sont  relevees  de  4o°  a  5o*^  vers  Touest  i5**  sud. 

A  premiere  vue,  les  topazes  paraissaient  intercaleesentre  les  scbistes 
bleus  el  les  roches  fibreuses  rougeatres  n*^  6;  mais,  sur  le  plan,  on  vuit 
facilement  qu'il  n'en  est  rien.  EnT,,  T,  [Pi.  ILfig^  0  Targile  brune 
et  la  lithomarge  a  topazes  affleurent  a  des  niveaux  superieurs  a  ceux 
de  ces  roches.  Elles  occupent  done,  dans  la  carriere  de  Boa-Vista,  une 
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fracture,  dirigee  0.  iS^'S.,  E.  i5**N.,  perpendiculalre  a  la  direction  des 
couches. 

Le  filon  est  loin  d'eire  r6gulier.  Du  tronc  principal  partent  souvent 
des  ramifications  qui,  penetrant  entre  les  couches,  en  suivent  pen- 
dant quelque  temps  les  strates;  le  gisement  de  Fundao  fournlt  un  bon 
exemple  de  ce  fait.  Le  premier  indice  de  Texistcnce  des  topazes  est, 
comme  je  Tai  deja  dit,  Tapparition  de  Targile  chloriteuse  ou  micacee, 
connue  par  les  ouvriers  de  celte  localite  sous  le  nom  de  pi^arra,  nom 
d'ailleurs  donne,  par  les  mineurs  de  la  province  de  xMinas-Geraes,  a  toule 
roche  slerile,  et  jouant  dans  leur  vocabulairc  le  meme  role  que  celui 
de  killas  dans  celui  des  mineurs  du  Cornwall. 

C'est  au  milieu  de  cette  roche  qu'apparait  I'argile  bruneoii  Ton  ren- 
contre de  minces  filets  blancs  de  lilhomarge,  accompagnes  de  topazes 
et  quelquefois  d*euclases.  Ces  petits  filets  se  ramifient,  s*attenuent, 
disparaissent  meme  pour  apparaitre  de  nouveau  plus  loin;  se  renflent 
et  forment  des  amas,  ou  les  cristaux  de  topazes  atteignent  des  dimen- 
sions considerables.  11  est  rare  de  rencontrer  ces  cristaux  isoles,  sans 
lithomarge,  au  milieu  de  I'argile  brune. 

Qnand  la  lithomarge  est  dure,  compacte,  les  topazes  sonten  petits 
cristaux  friables;  si  elle  est  molle,  leurs  dimensions  augmentent,  ain  si 
que  leur  nettete. 

Sa  composition  est  la  suivante  : 

Silice. 46,6 

Alumine 38 

Magn^sie 1,2 

Perte  au  feu i4» ' 

99»9 

Le  quartz  est,  avec  la  lithomarge,  la  substance  qui  accompagne  le 
plus  frequemment  les  topazes.  S'il  est  areneux,  fragmente  en  couches 
regulieres  au  milieu  de  I'argile  noire,  il  ne  contient  pas  de  topazes;  si, 
au  contraire,  il  forme  des  amas  irreguliers  de  cristaux  bien  nets, 
bipyramides,  celles-ci  deviennent  abondantes.  II  existe,  comme  mode 
de  formation,  une  relation  intime  entre  ces  deux  substances;  tres  fre- 
quemment j'ai  rencontre  des  topazes  penetrant  des  crislaux  de  quartz 
ou  implant^es  sur  leur  surface.  Dans  quelques  6chantillons  meme,  les 
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deux  substances  sont  separees  par  une  mince  couche  de  lithomarge. 
Les  euclases  sonl  beaucoup  plus  rares;  c'est  a  peine  si  j'en  ai  rencontre 
sept  ou  huit  contre  plusieurs  kilogrammes  de  topazes  que  j*ai  pu 
extraire, 

Tel  est  Taspect  general  du  giseraent  de  Boa-Visia,  Celui  de  Jose- 
Correia,  a  une  lieue  ouest  de  Boa- Vista,  se  presente  dans  des  condi- 
tions identiques. 

La  carriere  de  Capao,  exploitee  des  le  commencement  du  sifecle,  est 
situee  a  une  lieue  et  demie  de  la  precedente.  Les  topazes  y  sont  ac- 
compagnees  de  quartz  et  de  lithomarge  au  milieu  des  memes  roches 
schisteuses, 

A  la  partie  superieure,  ou  relrouve  encore  lesschistes /i^cfevm/au- 
dessous,  les  schistes  bleus,  et  au  milieu  les  roches  argilo-chlorileuses 
ou  micacees  et  les  argiles  brunes  avec  nids  de  lithomarge  et  topazes. 
La  seule  difference  a  noter  est  Texistence  d'une  couche  d'uabiHte, 
placee  au-dessous  des  roches  schisteuses.  Celte  couche  va  affleurer 
du  cote  ouest  de  la  carriere  et  continue  le  long  de  la  route  de 
Caxoeira;  la,  elle  a  ete  en  paitie  delruile  par  des  erosions,  el  ses  debris 
ont  forme  une  mince  couche  de  conglomerat  grossier.  A  Tepoque  oil 
d'Eschwege  parcourut  celle  region,  la  carriere  de  Capao  etait  exploitee, 
et  ses  observations  concordent  avec  les  miennes,  sauf  qu'il  considfere 
comme  talc  les  roches  schisteuses,  qui  ont,  comme  le  montrent  les 
analyses,  une  composition  toule  differente  de  celte  substance. 

A  Serarpenha,  point  extreme  de  la  premiere  bande  topazifere,  les 
travaux  ont  ete  simplemeni  superficiels,  et  les  topazes  etaient  rencon* 
trees  melees  au  gravier  qui  couvrait  le  sol. 

Autour  du  gisement  de  Fundao,  le  sol  est  forme  a  la  superficie  par 
un  depot  torrentiel,  representant  la  petite  couche  de  conglomerat  de 
Boa-Vista.  Les  topazes  se  rencontrent  encore  -au-  milieu  de  memes 
roches  schisteuses  avec  lithomarge  et  quartz.  On  remarque  seulement 
une  plus  grande  abondance  de  filons  de  quartz  et  d'oligiste  speculaire, 
qui  existe  aussi  a  Boa-Vista,  mais  en  petite  quantite. 

Au  Morro-de-Caxambu,  les  roches  schisteuses  sont  plus  compactes 
et  s'approchent  souvent  des  phyllades;  au  milieu  d-elles  se  montrent, 
a  une  petite  distance,  les  quarlzites  qui  ferment  la  serra  de  Caxoeira. 
Les  topazes  se  rencontrent  encore  dans  les  memes  conditions;  roais,  a  la 
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litliomarge  et  au  quartz  qui  les  accompagnent  se  joignent  des  cristaux 
de  rutile,  soil  prismatiques,  soil  macles  en  forme  de  eoeur. 

Aspect  des  topazes^  des  encloses  et  des  crislaiix  de  quartz  qui  les  ac- 
compagnent.  —  Les  topazes  du  Bresil  sont  bien  connues  de  lous  les 
mineralogistes;  je  n'ai  done  pas  a  les  decrire.  En  general,  les  cristaux 
presenlent  les  faces  [m)  bien  developpees,  mais  profondeinent  ran- 
nelees,  avec  des  modifications  sur  les  aretes  aigues.  Les  faces  (6*)  for- 
ment  un  pointement  k  une  des  extremites,  tandis  que  Tautre  est  ter- 
minee  par  la  base  [p).  Parmi  les  milliers  d'echanlillons  que  j'ai 
examines,  trois  ou  quatre  k  peine  presenlaient  ce  pointement  aux 
deux  extremites.  La  face  [p)  est  rugueuse,  et  on  ne  doit  pas  Tattribuer 
a  un  clivage  produit  apres  Textraction  des  topazes,  car  tons  les  cris- 
taux que  j*ai  recueillis  dans  leur  gangue  presentaient  cette  b6mi- 
morphie.  II  est  a  noler,  de  plus,  que  frequemment  les  gros  echanlil- 
lons  sont  divises  en  plusieurs  prismes  par  des  couches  minces  de 
llthomarge  que  le  clivage  facile,  suivant  la  base,  met  en  Evidence  (*). 
La  couleur  des  topazes  est  ordinairement  le  jaune  porlant  le  nom  de  ce 
mineral.  II  n*est  pas  rare  non  plus  d'en  rencontrer  avec  la  couleur  du 
rubis  balai  que,  d*aprfes  certains  auteurs,  on  pent  donner  par  calci- 
nation aux  topazes  jaunes,  mais  qui  exisle  aussi  naturellement.  J*en  ai 
rencontre  une  de  couleur  vert  clair  et  quelques-unes  completement 
incolores.  Cesont  ces  dernieres  qui,  roulees,  seraient  connues  sous  le 
nom  de  goutte  d'eau,  pingas  d'agua;  mais  jusqu'a  present  les  echan- 
tillons  de  pingas  d'agua  qui  m'ont  ele  remis  de  divers  points  de  la 
province  de  Minas-Geraes  etaient  simplement  du  quartz  brillant  et  tres 
limpide.  Le  rares  euclases  que  j'ai  renconlrees  en  cristaux  nets  pre- 
senlaient les  formes  connues  (m,  h\h^,d\b^)\  quelques  fragments 
paraissent  offrir  quelques  facettes  non  encore  d^crites. 

Les  cristaux  de  quartz,  souvent  nettement  termines  aux  deux  extre- 
mites, sont  caracterises  par  une  serie  de  modifications  plagifedres,  oil 
Ton  pent  reconnaitre  facilement  la  face  rbombe  s.  Des autres  plagiedres, 
les  unes  sont  brillautes,  les  autres  ternes.  Frequemment,  les  echantil- 


(M  II  semblerait  que  les  cristaux  ont  6l^  brisks  naturellement,  puis  resoud^s  sur  place; 
lalithomarge  repr^senterait  alors  une  csp^ce  de  cal. 
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Ions  sonl  traverses  par  des  cristaux  de  lopaze.  Le  fer  oUgisle,  les  oxydes 
dc  manganese  et  le  mica  sont  les  trois  substances  qui,  apres  la  lilho- 
marge  et  le  quariz,  sont  les  plus  constanles  dansces  gisemenls.  Lefer 
oligiste  se  presente  soit  sous  la  Forme  speculaire,  soit  en  paillettes^ 
soiten  cristaux  bexagonaux,  mais  jamais  je,n*ai  rencontre  avecles  to- 
pazes les  varietes  oclaedriques  ou  cubiques  si  frequentes  dans  les 
rocbes  voisines.  II  n'y  a  done,  il  me  semble,  aucune  relation  cnlrc  le 
mode  de  formation  de  ces  deux  especes  de  crislaux. 

En  resume,  les  gisemenls  d'euclases  et  de  topazes  des  environs 
d'Onro-Prelo  occupent  une  fenle  au  milieu  des  rocbes  scbisto-micacees 
de  la  region,  fente  en  relation  intime  avec  une  des  principales  disloca- 
tions des  terrains  de  la  province  de  Minas-Geraes,  La  disposition  de 
leurs  gisemenls  est  analogue  a  celle  des  aulressubslancesmineralesen 
filon:  leur  origine,  comme  leur  mode  de  formation,  doit  done  elre 
attribuee  a  des  pbenomenes  de  meme  nature.  Si  la  composition  des 
terrains  differe  de  cetie  des  gisemenls  coonus  en  Europe,  les  sub- 
stances qui  les  composent  sont  les  memes. 

Mineraux  communs  aux  gisemenls  de  topazes  du  Bresil  et  d'^Europe. 
—  En  Saxe,  elles  sont  associees  au  quartz,  a  Toxydc  d'etain,  a  la 
Utbomarge,  a  la  fluorine  et  au  mica;  en  Bobeme,  a  Toxyde  d'etain; 
en  Siberie,  au  quartz,  a  la  fluorine,  a  la  tourmaline  et  a  la  litbo- 
marge. 

Jenote,  en  premier  lieu,  celte  Constance  de  la  lilbomarge,  indiquee 
pour  lesgisements  d'Europe  comme  matiere  accidenlelle,  mais  qui,  au 
Bresil,  est  le  meilleur  guide  pour  la  rechercbedes  topazes.  Deplus,  elle 
se  retrouve  au  meme  borizon  geologique  de  la  memo  region,  dans  des 
flions  de  quartz  aurifere  sans  pyrites,  mais  a  fer  oligiste  et  a  oxyde  de 
manganese.  Je  I'ai  observee  dans  un  protongement  de  laserra  (i'ltaco- 
lumy,  pres  de  la  ville  de  Marianna,  et  dans  loutes  les  exploitations  au- 
riferes  des  itabirites  friables,  a  Morro  de  Sant'Anna,  Itabira,  etr.  Sa 
relation  avec  les  topazes  est  si  intime,  que  de  nombreux  cristaux  sont 
formes  d*une  croute  brillante,  ayant  la  durete  H  la  composition  de  la 
lopaze  et  enveloppant  un  noyau  de  lilbomarge.  Un  grand  nombre  d'e- 
cbantillons  en  contiennent  entre  les  plans  du  clivage  basique.  Souvent 
elle  se  presente  en  masse  dure,  analogue  a  la  substance  qu'on  oblleak 
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eo  chassant  le  fluonire  de  silicium  des  lopazcs.  A  ces  cristaux,  mi- 
partie  lopaze,  mi-parlic  lilliomarge  sVn  joignenl  d'aulres,  gris, 
opaques  ou  terr>e6,  ou  couverls  d*un  leger  vernis  jaunalre.  Leiir  den- 
site  est  de  3,6,  Un  premier  essai  a  donne  pour  leur  composition,  en 
eniployant  la  methode  de  MM.  Henri  Sainle-Claire  Deville  el  Fouque, 
pour  le  dosage  du  fluorure  de  silicium  : 

Silico 2.3 , 2 

Aluminc  el  oxyde  de  fer 5G,4 

Fluorure  de  silicium i6,4 

Malieres  volatiles  non  arroleos  par  la  chaux...  2,2 

Ilsne  presentent  aucune  (race  de  fusion  au  blanc  eclatant.  Dans  le 
gisemenl  de  topazes,  ils  se  lient  a  des  masses  dures,  compacles,  sans 
clivages  nets,  passant  aux  schisles  bleus  n**  6  du  plan  dela  carrierede 
topazes  de  Boa-Visla  et  dissemines  en  blocs  dans  les  argiles  micacecs, 
n**  7  du  meme  plan. 

Le  quartz,  le  mica  sonl  abondanls  comme  en  Saxe;  Toxyde  d'elain 
n'a  pas  ele  decouvert  en  crislaux;  mais  il  enlre  dans  la  composition 
deseuclases,  et  on  le  voil  remplace  par  Toxyde  de  titane,  son  conge- 
nere,  a  Morro-dc-Caxambu. 

Jc  n'ai  pas  vu  la  fluorine  en  place,  mais  on  m'en  a  remis  des  ecban- 
tillons  bien  cristallises  provenant  d'un  ravin  voisin  de  la  meme  re- 
gion. 

Quant  aux  tourmalines,  si  eltes  n*existent  pas  a  Boa-Visla  memo, 
elles  sonl  Ires  abondantes  dans  leslocaliles  voisines.  A  Antonio-Pe- 
reira,  a  2  lieues  Est  d'Ouro-Prelo,  on  trouve  un  filou  de  quarlzauri- 
fere  oil  les  tourmalines,  en  pelits  crislaux  noirs  ou  roses,  forment  des 
amas  considerables;  encore  plus  pres,  a  Passagem,  el  dans  les  fau- 
bourgs memes  d'Ouro-Preto,  elles  constituent  avec  les  pyriles  arseni- 
cales  la  gangue  de  Tor. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  ce  fait,  lorsque  je  comparerai  les  gise- 
ments  de  topazes  a  ceux  des  autres  pierres  precieuses  de  la  province  de 
Minas. 

Les  memes  agents  mineralisateurs,  fluor,  bore,  vapeur  d^eau  qui, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  ont  preside  a  la  formation  des  depots* 
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melallifercs,  out  du  encore  intervenir  dans  la  produdion  des  topazes 
el  (les  euclases.  Les  experiences  syntlietiques  de  M.  Daubree  onl  d6ja 
montre  que  Taction  du  fluorure  desilicinm  sur  I'aiurnine  pouvait  don- 
ner  naissance  a  une  substance  fluoruree  analogue  a  la  topaze,  maisily 
a  eu,  je  erois,  dans  ces  phenomenes,  deux  epoques  ou  deux  actions 
distinctes.  Si  les  terrains  suhordonnes  aux  topazes  portent  les  traces 
d*un  metamorphisme  considerable,  Targile  au  milieu  de  laquelle  sunt 
places  les  filons  de  cette  substance,  la  lithomarge  qui  Taccompagne 
ne  sonl-elles  pas  les  indices  d'actions  differcntes  de  celles  qui  Tont 
produite? 

Apres  Touverture  des  fentes  oil  se  sont  foi 
cu  alteration  des  schistes,  formation  d'argil 
de  la  vapeur  d*eau  aurait  ele  predominan 
c'est  a  elle  que  serail  due  la  desulfuration  i 
mation  en  hematite,  ainsi  quecelle  du  fero 
d'autres  points  de  la  province,  son  action 
la  vapeur  d'eau  auraient  succede  des  dega 

rure  de  silicium,  de  titane,  d'etain,qui,  agissant  sur  les  hydrosilicates 
d*alumine,  auraient  produitles  (opazes,  les  oxydes  de  tilane  avec  d^pot 
de  silice  cristallisee.  Dans  les  filons  el  leurs  ramifications.  Taction  etait 
complete;  a  une  petite  distance  des  parois,  cette  action,  ayant  moins 
d'energie,  formait  ces  cristaux  impurs  qui  sont  aux  topazes  ce  que  la 
cbiastolithe  est  a  Tandalousite. 

Telles  sont  les  conditions  geologiques  et  mineralogiques  des  gise- 
ments  de  topazes,  qui  ont  bie.n  des  points  communs  avec  ceux  connus 
en  Europe. 

Ont-ils  des  liaisons  avec  les  autres  depots  de  pierres  precieuses  de 
la  province  deMinas-Geraes? 

C'est  ce  que  je  vais  examiner. 

Gisements  de  pierres  precieuses  de  la  province  de  Minas,  autres  que  ceux 
de  topazes.  —  Le  diamant,  les  beryls,  cymophanes,  triphanes,  grenals, 
andalousites  dichroiques,  etc.,  occupent  deux  niveaux  geologiques  dif- 
ferents  et  se  rencontrent  dans  deux  zones  contigues,  mais  distinctes. 
Dans  Tun  comme  dans  Tautre  abondent  les  tourmalines  et,  tandis 
que  dans  les  districts  diamantiferes  et  auriferes  elles  sont  en  general 
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noires  etde  petiles  dimensions,  dans  la  region  des  beryls  el  des  cymo- 
phanes,  on  les  Irouve  en  individiis  volumineux  et  en  general  de  con- 
leur  verte,  rose  ou  bicolore,  avec  noyau  rose  ou  blanc  et  enveloppe 
verdatre. 

Gisemenis  dediamants  —  Lesgisements  de  diamants  apparliennent 
aux  quartzites  micaces,  itacolumiies,  de  certains  auteurs('),  que  j'aisi- 
gnales  autour  de  Boa-Vista,  et  par  suite  au  meme  horizon  geologique 
que  ccux  de  topazes.  Les  beryls  et  aulres  mineraux  sont  localises  dans 
les  micaschisles,  schistes  cristallins,  gneiss  inferieurs  aux  quartzites, 
schistes  micaces  etphyllades,  elc.,  qui  constituent  la  plus  grande  parte 
du  plateau  superieur  de  iMinas.  Les  quartzites  micaces  de  Tetage  supe- 
rieur  commencent  des  Ouro-Preto,  accompagncnt  la  chaine  de  separa- 
tion des  eaux  du  Sao-Francisco,  du  rio  Doce,  du  Jequitinhonha.  II  y  a 
certainement  des  sous-divisions  a  faire  dans  lour  ensemble,  et  leurs 
*caracleres  mineralogiques  sont  assez  variables,  mais  ils  conservent 
toujours  un  aspect  caracteristique.  Leur  etude  fera  I'objet  d'un  travail 
special. 

IKs  presentent  quelque  developpement  dans  la  partie  du  bassin  du 
Jequitinhonha,  oil  les  terrains  diamantife'res  onl  le  plus  d'impor- 
lance. 

A  partir  de  la  ville  de  Conceicao-do-Serro,  sur  les  versants  oriental 
et  occidental  de  la  chaine  de  separation  des  eaux,  mais  surtout  dans  le 
premier,  il  n'est  pas  de  ruisseau  ou  de  riviere  dont  le  lit  n'ail  ete  occupe 
par  des  graviers  diamantiferes.  Prcs  d'Ouro-PretoJ'exislence  de  cesde- 
pots  est  plus  que  douteuse;  mais  a  60*^™  ou  70''''*  au  nord  un  premier 
«  placer  »  a  ete  signale,  a  quelque  distance  du  bourg  de  Cocaes,  et  a 
fourni  des  diamants  de  tres  petites  dimensions.  N*ayant  pas  Tintention 
de  faire  ici  Telude  des  terrains  diamantiferes  du  Bresil,  je  ne  parlerai 


(>)  Je  donne  le  nom  de  qunrtzite  aux  roches  fornixes  de  grains  de  quartz  sans  cimcnl 
n;^lang^s  en  proportions  notables  de  substances  6lrang^res,  Idles  que  mica  chlorite,  fer 
oligiste,  pyrites,  etc.,  r^ervantcelui  de  gr^s  aux  roches  quartzeuses  avec  ciment  calcaire, 
siliceux,  fernigineuX)  etc.  Bien  souveut  les  quartzites  de  la  province  deMinas  sont  forro^s 
presquc  enti^rement  de  quartz  (serra  do  Cara^,  etc.),  mais,  ou  je  n'ai  pas  rencontr^  de 
ciment,  ils  sont  ar^neux  ou  compactes  et  se  rapprochrnt  de  v^ri tables  gr^s.  Ceux-ci  existent 
bien  caract^ris^  dans  le  bassin  du  Sao-Francisco,  et  probablement  en  d*autres  points  non 
visits  par  moi. 
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que  des  regions  eludiees  par  nioi-meme,  iaissant  de  e6t6  les  provinces 
(le  Bahia,  Parana,  Goyaz  et  la  partie  ouest  de  Minas-Geraes;  je  ne  de- 
crirai  pas  non  plus  Taspect  des  alluvions  qui  les  constiluent.  L'axe  de 
celle  zone  est  a  peu  pres  N.-S.  La  position  de  ces  depots  avail  deja  fail 
nailre  cliez  la  pluparl  des  exploralcurs  Tidee  que  le  gisement  primilir 
(lu  diamant  se  trouvait  dans  les  itacolwnites ;  mais  ni  eetle  substance 
precieusc  ni  les  mineraux  qui  Taccompagnenl  n'avaienc  etc  vus  en 
place  par  eux.Ces.mineraux,  qui  constituent  dans  les  alluvions  le  guide 
des  mineurs,  ont  un  aspect  parlicuiier  sur  lequel  j*ai  d'abord  fixe  nion 
attention.  Lorsque  le  cascallio  diamanlifere  est  debarrasse  de  Targile, 
(lu  sable  etdes  graviers  aecidenlels,  on  est  iinmediatement  frappe  par 
rabondance  des  mineraux  suivanls  :  rulile,  anatase,  rulilc  pseudo- 
niorphe  de  Tanatase,  fer  titane,  cristaux  roules  de  tourmalines  noires, 
purs  ou  traverses  par  des  zones  de  quartz  blanc,  fer  oligiste  en  lamelles 
ou  en  cristaux  oclaedriques;  fer  magnetique  en  grains,  pbospbates 
complexes,  el,  dans  le  Jequitinhonha  el  quelques-uns  de  scs  affluents, 
fragments  roules  de  klaprotbine,  auxquels  se  joignent,  presde  la  ville  du 
Serro,despepiles  de  platine.  Quelques-unes  de  ces  pepites,  du  poids  de 
piusieurs  grammes,  m'ont  ele  rapportees  par  un  de  mes  eleves.  Ce  sont  la, 
pour  moi,  les  satellites  les  plus  importanls  du  diamant,  qui,  a  la  verile, 
sont  accompagnes  par  d'autrcs  mineraux,  dont  la  liste  complete  a  ele 
donnee  par  M.  Damour  pour  les  giles  diamanliferes  de  la  province  de 
Bahia.  Je  les  ai  constamment  rencontres  en  proportions  relativement 
variables  dans  les  echantillons  de  provenances  certaines  que  je  possede. 
Comme  le  diamant,  ils  sont  le  plus  SQuvent  en  fragments  roules  el  plus  ou 
moins  uses;  quelquefois,  pourlant,  surtout  quand  on  s*approche  de  la 
partie  superieure  du  bassin  desaffluentsduJequitinbonha.ilsse  prescn- 
lenl  en  cristaux  bien  conserves.  A  Tappui  de  cette  liaison  intime  du 
diamant  et  des  oxydes  de  lilane,  je  citerai  encore  ce  fait  de  la  rencontre 
d'un  cristal  d'analase  ou  se  irouve  implanle  un  petit  diamant.  Ni  Tun 
ni  Pautre  ne  paraissent  roules,  et  je  ne  crois  pas  que  le  diamant  ait  pu 
penelrer  dans  le  cristal  d'analase  apres  coup,  ou  se  reunir  a  lui  acci- 
dentellement. 

Le  gisement  primitif  de  ces  mineraux  est  facile  a  decouvrir.  Aupres 
de  la  ville  de  Diamanlina,  les  tilons  de  quartz  sont  abondants,  et  le 
rutile  les   penetre  frequemment  a  quelques  lieues  a  Touest;  on  le 


Digitized  by 


Google 


ETUDE   GEOLOGIQUE    DES   GISEMENTS    DE   TOPAZES,    ETC.  25 

retrouve  dans  la  meme  roebc,  soit  en  grosses  et  tongues  aiguilles,  soit 
affectant  la  forme  de  Tanatase. 

Le  fer  oligisle,  la  marlitet  Toxyde  de  fer  magnelique,  le  fer  titane 
se  rencontrent  dans  les  memes  conditions. 

La  klaprotbine  non  seulement  est  associee  au  quartz  dans  les  roches 
sur  lesquelles  coule  an  petit  ruisseau  des  environs  de  Diamantina, 
maismeme  impregne  les  quartzites  en  se  substituant  au  mica. 

Je  ne  doute  pas  que  des  recherches  plus  completes,  que  je  poursuis 
maintenant,  ne  me  fassent  relrouver  en  place  tous  les  mineraux  si 
int^ressants  qui  composent  le  cascalho  diamantifere  :  fibrolite,  phos- 
phates complexes,  jaspe,  silex,  grenats,  etc. 

Le  diamant  lui-meme  devait  se  rencontrer  dans  les  memes  conditions, 
et  il  me  parait  tres  rationnel  de  le  recbercher  dans  les  roches  ayant 
fourni  les  elements  mineralogiques  des  depots  d*alluvions  ou  il  se 
irouve. 

J*6tudierai  completement  celte  question  dans  un  travail  consacre  a 
rhistoire  des  gisements  et  de  Texploitation  des  diamants  dans  la 
province  de  Minas-Geraes. 

Je  me  contenterai  ici  de  signaler  les  conclusions  que  je  crois  pouvoir 
dejk  tirer  de  mes  observations. 

Le  diamant  existe  en  place  dans  deux  series  de  roches  dont,  malheu- 
reusement,  je  ne  peux  pas  fixer  Thorizon  geologique. 

La  premiere  se  montre  aux  environs  de  la  ville  de  Grao-Mogol,  a 
Soo*""*  environ  au  nord  de  Diamantina. 

Des  1840,  je  crois,  un  echantillon  contenant  du  diamant  a  6te 
rapporte  en  France  par  M.  Lamanoff,  et  doit  exister  encore  dans  les 
collections  de  TEcole  des  Mines  de  Saint-Pelersbourg. 

Un  autre  fragment,  avec  diamant  Ires  visible,  a  ete  retrouv6  dans  la 
collection  du  Musee  de  Rio-Janeiro  par  Tun  des  directeurs,  M.  Derby, 
quile  soumita  mon  examen.  Les  recherches  entreprises  sur  ma  demande 
a  Grao-Mogol  m'ont  permis  d'obtenir  de  nombreux  echantillons  de  la 
roche,  dont  deux  contiennent  des  diamants  faisant  saillie  sur  la 
superticie  et  permettant  certainement  de  penser  qu'il  en  existe 
d*aatres  dans  la  masse  de  la  roche. 

Celle-ci  est  formee  de  grains  de  quartz  et  de  mica  vert  appartenant 
a  Pespece  chromifere  (fucbsite).  Cette  roche  est  loin  d*etre  homog^ne, 

Ann,  de  VEc.  NormaU,  2*  Serie.  Tome  XI.—  Janvier  1882.  4 
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et,  d^apres  les  echantillons  que  je  possede,  il  me  semble  que,  a  peu  de 
distance  du  point  oii  les  diaroants  ont  ete  rencontres,  sa  nature  varie. 

Quelques-uns  d'entre  eux  ont  le  ineme  aspect  que  les  quartzites  a 
fucbsite  des  environs  d'Ouro-Prelo,  qui  appartiennent  a  Tetage  infe- 
rieur  des  roches  metamorphiques  de  la  province,  dont  Tage  g^olo- 
gique,  certainement  paieozoique,  n'a  pu  encore  etre  fixe.  II  est  im- 
possible, mineralogiquement,  de  les  en  separer  :  leur  composition, 
leur  cristallinite,  leur  metamorpbisme  sont  egaux,  aussi  prononc^s. 
Des  veines  de  quartz  en  cristaux  bien  formes  les  traversent.  Aussi 
n'avaisr-je  pas  besite,  an  debut,  a. placer  au  meme  niveau  les  quartzites 
a  diamant  de  Grao-Mogol  et  les  terrains  auriferes  de  pyrites  du  centre 
de  la  province. 

Des  fails  nouveaux  sont  venus  d*un  c&te  infirmer  mon  opinion,  de 
Tautre  Tappuyer.  Dans  un  des  fragments  de  ma  collection  conlenant 
un  diamant,  on  voit  nettement  un  galet  roule  de  quartz  emp4te  dans 
la  masse.  I/origine  conglomeratique  de  la  rocbe  semblerait  done  etre 
prouvee,  et  son  borizon  g^ologique  devrait  etre  rapporte  a  celui  des 
poudingues  k  coucbes  presque  borizontales  qui,  tout  autour  de  Dia- 
mantina,  recouvrent  comme  d'un  manteau  les  assises  plus  anciennes, 
beaucoup  plus  disloquees,  des  rocbes  metamorpbiques  inferieures. 

Cette  conclusion  n*est  pluspermise,  avant  de  nouvelles  eludes,  par 
suite  de  la  decouverte  prfes  de  Sabara,  a  Coral-del-Rey,  de  coucbes  de 
conglomerats  analogues  subordonn^s  aux  rocbes  si  curieuses  form^es 
de  fer  oligiste,  les  ilabirites,  qui  appartiennent  aux  terrains  les  plus 
profondement  metamorpbises  de  la  province  et  que  Ton  ne  peut  sepa- 
rer des  quartzites  de  fucbsite  inferieurs.  Mais,  quelle  que  soit  Topinion 
a  laquelle  on  s*arrele  sur  la  place  a  attribuer  aux  quartzites  de  Grao- 
iMogol,  nous  nous  trouvons  toujours  en  pr6sence  des  deux  bypotbeses 
suivantes : 

Ou  le  diamant,  corome  les  autres  elements  de  la  rocbe  metamor- 
pbique,  a  ^te  emprunte  a  des  depdts  plus  anciens  au  milieu  desquels 
il  s'etait  depose,  ou  il  a  ete  form^  de  toutes  pieces  sous  Taction  des 
mimes  forces  que  celles  qui  ont  produit,  par  des  reactions  analogues, 
le  quartz,  les  oxydes  de  titane,  de  fer,  etc.,  qui  se  rencontrent  avec  lui. 

Personne,  en  voyant  les  cristaux  de  ces  substances,  brillants,  a  aretes 
vives,  sans  alterations,  ne  pourra  penserqueces  cristaux  ont  ete  roules. 
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arrach^s  k  des  roches  plus  anciennesentraindes  par  les  eaux.  Pourquoi 
admettre  que  le  diamant  qui  se  trouve  dans  les  memes  conditions  de 
gisement  avec  le  meme  aspect  constitue  urre  exception  que  rien  ne 
confirme? 

Mais  le  gisement  de  Grao-Mogoi  n'est  pas  le  seul  point  od  le  diamant 
se  trouverait  en  place,  quelle  que  soit  Thypothese  admtse.  A  3o^  a 
Touest  de  Diamantina,  a  Sao-Joao-da-Chapada,  depuis  plus  de  quarante 
ans  il  est  exploit^  dans  une  couche  ou  plutot  une  serie  de  couches  d'ar- 
giles  provenant  de  la  decomposition  deschistes  micacesintercales  dans 
lesquarizites  de  fuchsite  inferieurs.  Heuzer  et  Claraz,  qui  ont  visite  le 
gisement  alors  que  Texploitation  etait  en  pleine  activit^t  Tont  cousi- 
dere  comme  representant  une  couche  de  schiste  amphiboliffere  decom- 
pose. 

J'en  ai  repris  Tetude  et  j'ai  moi-meme  extrait  plusieurs  metres  cubes 
d*argile  qui  ont  donne  au  lavage  dix  petits  diamants  bien  cristallisesen 
octa^dres  et  dodecafedres  rhomboidaux,  a  surface  rugueuse,  a  aretes 
bien  vivos  et  sans  indices  d'usure. 

lis  elaient  accompagnes  de  crislaux  bien  nets  de  fer  oligiste,  de  ru- 
tile,  d'anatase,  de  martite,de quartz,  de  tourmaline,  etc.,  maisn'ayant 
aucunement  I'aspect  roule  de  ces  mineraux  tels  qu*on  les  trouve  avec  le 
diamant  dans  les  gisements  d'alluvions.  Les  couches  d'argiles,  relevees 
vers  Touest  de  So**  a  55**,  courent  N.-S.,  ensuivant  les  allures  des 
quarlzites  micaces,  fortement  alteres,  qui  les  recouvrent. 

La  stratification  des  couches  est  encore  visible  et»  comme  dans  Ics 
gisements  de  topazes,  des  fragments  incomplHement  decomposes 
peuvent  servir  de  temoins  de  leur  origine  schisteuse. 

Souventleur  aspect  rappelle  celui  de  la  lithomarge  avec  quartz  qui 
sort  de  gangue  aux  topazes. 

II  y  a  done  entre  les  deux  gisements  une  similitude  telle,  tant  au 
point  de  vue  de  la  matiere  des  substances  qui  accompagnent  les  mine- 
raux caracteristiques  de  ces  gites  que  de  leur  situation  geologique, 
qu'il  me  semble  que  des  a  present  on  peut  faire  logiquement  un 
rapprochement  entre  leur  mode  de  formation.  Cost  d'ailleurs  cette 
consideration  que  je  me  propose  de  discuter  dans  le  travail  auquel  j'ai 
deja  fait  allusion. 

Certains  des  qunrtzitesdeGrao-Mogol  ont,  comme  je  Taidit  plushaut. 
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le  meme  fticies  que  ceux  des  environs  d'Ouro-Prelo,  et  parliculieremenl 
que  ceux  de  ritaeoIumy,qui  sont  relevesa  peu  pres  vers  Touesl,  comme 
les  terrains  du  bassin  du  Jequitinhonha.  L*assimilation  que  je  fais  des 
terrains  diamantiferes  de  Grao.-Mogol  aux  quartzites  metamorphiques 
des  environs  d'Ouro-Preto  serail  done  basee  sur  le  mdme  aspect  cristallin 
de  ces  roches,  sur  la  presence  des  memes  matieres  micacees  ou  chlo- 
ri  tenses  disposees  en  couches  minces  comme  dans  celles-ci,  et  sur  la  con- 
linuitede  semblables  formations  observees  d*Ouro-Preto  ^  Diomantina. 

Jc  dois  pourtant  noter  qu*il  exisle  dans  celte  meme  region  des  dep&ts 
plus  modernes  indiques  par  M.  Derby,  qui  les  designe  sous  le  nom  de 
gres  et  Ae  poudingues.  Je  les  ai  observes,  comme  lui,  aulour  de 
Diamantina,  €t  il  ne  serait  pas  impossible  qu*eux  aussi  continssent 
di's  diamants;  mais  ils  seraient  probablement  alors  dans  des  conditions 
aniilogues  a  celles  oil  ils  se  trouvent  dans  les  depots  d*alluvions. 
L'borizon  g^ologique  de  ces  gres  ou  quartzites,  ainsi  que  celui  des 
rocbes  culminantes  des  serras  d*ltacolumy,  de  Cara(;a,  a  ete  rapporte 
quelquefois  au  tertiaire.  Je  ne  traite  pas  ici  cette  question,  reservant 
completement  mon  opinion  sur  ce  sujet  et  ne  voulant  Texprimer 
qu*apres  Tetude  complete  des  bassins  fossiliferes  tertiaires  de  Gandarela 
et  Fonseca,  ou  j'espfere  trouver  un  point  de  repere. 

En  outre,  Page  des  divers  terrains  de  Minas  est  des  plus  difficiles  a 
determiner.  Dans  les  schistes  et  les  quartzites  je  n'ai  jamais  vu  trace 
de  fossiles. 

Dans  les  calcaires  du  Sao-Francisco,  que  je  leur  crois  superieurs, 
quoiqu*ils  se  trouvent  dans  la  meme  serie,  M.  d'Orville  Derby  a 
rencontre  des  fragments  de  coraux  des  genres  Favosites  et  Chmteies,  qui 
montrent  qu'ils  appartiennent  k  Tepoque  paleozoique  et  non  m^o- 
zoique,  comme  on  I  admettait  g^neralement  jusqu'a  present. 

Restent  pour  guides  les  directions  des  soulevements. 

La  dislocation  a  laquelle  appartiendrait  le  gisement  des  topazes  est 
dirigeeO.  i3°S.-E.  i5°a2o**Nou  E.-N.-E;  c'est  cesoulfevementauquel  a 
ete  donne  le  nom  de  systeme  de  la  Mantiqueira;  il  est  place  entre  les 
depots  secondaires  et  tertiaires,  et  c*est  a  lui  que  se  rattacheraient  des 
filons  et  des  dykes  de  diorites. 

Les  roches  comprises  sous  le  nom  de  diorites  sonU  d'ailleurs,  d*une 
frequence  extreme  dans  les  provinces  de  Minas,  de  Sao -Paulo,  dc 
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Rio-Grande-do-Sui,  et,  dans  cette  derniere,  elles  sont  en  relation  avec 
des  gisements  de  cuivre.  Leur  aspect  est  tres  variable  et  elles  meritent 
des  etudes  speciales.  On  les  retrouve  formanl  des  dykes  dans  les 
quartzites  de  la  region  diamantifere,  oil  leur  texture  est  plus  serree, 
plus  compacle,  et  sans  ces  cristaux  volumineux  de  feldspalh  qui  carac- 
lerisent  certaines  varietes  des  environs  d'Ouro-Prelo  et  du  bassin  de 
TAbaete.  Je  dois  ajouter  que,  pres  de  la  ville  du  Serro,  dans  la  zone 
meme  oil  le  cascalho  diamantifere  contient  des  pepites  de  platine, 
j'ai  retrouve  des  rocbes  magnesiennes  crislallines  avec  fer  magnetique 
et  crislaux  octaedriques  d'oligiste.  Une  des  varietes  est  de  couleur  vert 
fonce,  formee  de  petiles  ecailles  melangees  a  des  aiguilles  tres  fines 
d'une  substance  fondant  en  verre  noir.  Elle  passe  a  une  roche  compacle 
contenant  lo  a  ii  pour  loo  d'eau,  fondant  beaucoup  plus  difficilement 
et  ayanl  I'aspect  exterieur  de  la  serpentine  avec  proportions  notables 
d'oxyde  de  chrome. 

J'ai  deja  signale  Texistence  de  cette  derniere  substance  dans  les 
matieres  vertes,  prises  pour  talc^  qui  accompagnent  les  quartzites  des 
environs  d'Ouro-Preto,  etqui  n'est  autre  chose  que  de  la  fuchsite. 

Les  travaux  de  M.  Daubree  onl  montre  d'une  maniere  certaine  la 
relation  qui  existe  entre  les  gisements  de  platine  de  I'Oural,  les  roches 
serpentineuses  et  le  fer  chrome.  II  a  signale  des  associations  analogues 
a  File  de  Borneo,  oil  les  itacolumites  sont  traverses  par  des  roches 
eruptives  :  gabbro  et  serpentine.  Au  Cap,  le  diamant  est  associe  a  des 
roches  peridotiques,  avec  bronzite.  Au  Bresil,  ce  mineral  n'echappe  pas 
^  la  regie  commune. 

Gisement  de  pierres  colorees  autres  que  la  iopaze.  —  C'est  a  tort  que 
les  pierres  colorees  ont  ete  quelquefois  indiquees  comme  provenant 
des  memes  depots  que  les  diamanls.  L'erreur  provient  de  ce  que  les 
deux  exploitations  se  faisaient  dans  des  alluvions  de  meme  nature  et 
dans  les  bassins  des  memes  cours  d'eau,  mais  a  des  niveaux  bien 
difierenis.  La  region  la  plus  riche  en  pierres  colorees  forme  un  ilot 
dans  la  partie  est  de  la  province  de  Minas-Geraes,  a  peu  de  distance  de 
ses  limites  avec  celle  de  Bahia.  Elle  comprend  les  bassins  d'une  serie 
de  petits  cours  d'eau,  affluents  de  TArassuahy  et  du  Jequitinhonha, 
pres  du  point  de  confluence  de  ces  deux  rivieres.  C'est  sur  la  rive 
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droite  de  cette  zone  que  rabondance  des  mineraux  est  la  plus  grande, 
parlieulierement  dans  les  ravins  ou  coulent  les  rios  Gravata,  Selubal, 
Lufa,  Calhao.  Piauhy,  Urubu,  prenant  leurs  sources  dans  les  monlagnes 
qui,  a  Test  de  la  ville  de  S3o-Joao-Baptista»  separent  le  bassin  dn 
rio  Doce  de  celui  du  Jequitinbonha  et  font  parlie  de  la  serra  dite  des 
Esmera/ikUj  par  suite  de  Terreur  des  premiers  explorateurs  qui  avaient 
confondu  les  ^meraudes  avec  les  tourmalines  vertes.  Deja  pr^s  de  la 
ville  de  Sao-Joao-Baptista  la  cristallinite  des  roches  augmente,  et  les 
schistes  micaces  inferieurs  se  developpent.  Ces  scbistes  sont  souvent 
grapbiteux»  avec  nodules  de  graphite  eeailleux;  le  distbfene  forme 
frequemment  une  partie  importante  de  la  roche,  et  la  staurotide  lui 
est  frequemment  associee  en  pelits  cristaux  translucides,  rougeatres, 
rarement  macles  en  croix  et  presentant  constamment,  lorsqu*ils  sont 
eoliers,  les  faces  a*  et  g*.  Des  (ilons  de  quartz,  avec  cristaux  volu- 
mineux  de  tourmalines,  traversent  ces  scbistes.  Ce  mineral  est  d*une 
abondance  extreme  autour  d*Ouro-Preto;  entre  cette  ville  et  celle 
de  Sabari,  on  le  trouve  dans  une  espece  de  greisen;  un  pen  plus  loin, 
pres  du  village  Je  Rio-das-Pedras,  le  mica  disparaissant,  la  rocbe  passe 
a  VhycUolourmalite, 

Dans  les  cascalbos  diamantiferes,  le  quartz  forme  souvent,  a  Tetat 
de  fragmenis  roules,  une  partie  notable  des  dep6ts.  A  pen  pres  a 
60^  k  Test  de  Sao-Joao  Baptista,  on  quitle  le  plateau  scbisteux,  dont 
I'altitude  est  de  900"^  a  looo"'  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  et  Ton 
descend  dans  les  bassins  du  Setubal  et  Gravata.  Aux  schistes  et 
phyllades  succfedent  des  roches  a  elements  cristallins  distincts  : 
quartzites  micaces  compactes,  mtcaschistes  passant  au  gneiss,  et  une 
serie  de  roches  formees  de  paillettes  de  mica,  chlorite,  grains  de  quartz 
avec  aiguilles  de  tourmalines,  d'amphibole  et  cristaux  de  staurotide 
irfes  nets,  dont  les  angles  mm=  lag^ao',  mg*  =  i  i5®3o'  sont  faciles 
a  mesurer. 

Les  gneiss  et  micaschistes  prennent  de  Timportance  au-dessous  de  hi 
ville  d*Arassuahy.  Les  cymophanes,  triphanes,  grenats,  beryls,  etc., 
ont  d*abord  ete  trouves  dans  les  lils  des  petits  eours  d*eau  dejk  cites. 
On  les  a  ensuite  rencontres  en  abondance  a  une  certaine  distance  des 
hords,  k  un  niveau  que  les  eaux  n*atteignent  plus  aujourd*hui,  etdans 
des  alluvions  recouvertes  par  la  terre  vegetale. 
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Ces  depdtsr riverains,  connus  sous  le  nom  de  gopiaras,  sont  analogues  a 
ceux  des  diamants,  oil  abondent  surtout  ies  fragments  roules  de  quarU 
blanc,  Oifos  depomba  des  chercheurs  de  diamanis  [garimpeiros). 

Je  n'hesite  pas  a  allribuer  a  des  phenomenes  d'erosion  de  Tepoque 
quaternaire  la  formation  de  ces  divers  depots. 

Les  pierres  qu'on  peut  separer  facilement  par  des  lavages  a  la-^o/ea 
sont  les  suivantes : 

Cymophanes; 

Triphanes; 

Andalousiles  dichroiques; 

Grenats;  .        • 

Beryls; 

Staurolides; 

Quartz  colore  en  jaune,  amethystes,  etc.; 

Tourmalines. 

Dans  les  parties  les  plus  lourdes  qui  restent  au  fond  de  la  batea, 
on  retrouve  les  divers  oxydes  de  fer  et  le  rutile  des  depdts  diaman- 
tiferes;  mais  je  n'ai  jamais  vu  ni  Tanatase,  ni  la  klaprothine  ni,  ces 
silex,  jaspes  et  phospbaljes, yiit^oj  des  mineurs. 

Les  beryls  sont,  soit  en  fragments  brises,  soit  en  cristaux  bien  con- 
servesy  jaunatres  ou  bleuatres. 

Les  cristaux  hexagonaux  de  dimensions  considerables,  avec  les  mo- 
difications a\  sont  frequents. 

Les  cymophanes  jaunes,  jaune  verdatre,  transparentes  ou  opaques 
et  impures,  sont  presque  toujours  brisees;  la  made  en  coeur  se  ren- 
contre quelquefois.  Les  petits  cristaux  sont  parfaitement  conserves  et 
peuvent  se  preter  facilement  aux.etydes  cristallographiques. 

Les  triphanes  jsont  encore  en  moins  bon  6tat,  et  le  clivage  de  87^  est 
seul  net. 

Les  andalousites  sont  moins  roul6es,  et  sur  quelques-unes  la  forme 
primitive  se  prete  facilement  aux  mesures  goniometriques.  Leur  di- 
chroisme  est  tres  prononce  :  on  en  rencontre  mSme  d'une  couleur  rose, 
peu  commune,  je  crois,  ailleurs  qu'au  Bresil. 

Les  grenats  appartiennent,  en  general,  a  I'espece  almandine;  quel- 
ques-uns  donnent  la  reaction  du  manganese  et  doivent  etre  ranges 
parmi  les  spessartines.  Les  quartz  colores,  specialement  les  amethystos. 
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tres  abondants  en  bien  d'autres  points  de  la  province,  ont  ete  extraits 
en  grande  quantite  dans  cette  zone. 

L'aspect  de  la  region  gemmifere,  la  nature  des  roches  en  fragments 
qui  accompagnent  les  mineraux,  suffisaient  pour.pouvoir  affirmer  que 
leur  gisement  primitif  existait  autour  des  points  ou  on  les  rencontre. 
Cette  hypothese  a  ete  pleinemenl  verifiee  par  la  d6couverte  de  filons 
de  quartz,  pur  ou  accompagn6  de  feldspath  et  de  mica,  avec  beryls, 
cymophanes,  triphanes,  tourmalines  et  grenats. 

Les  gisements  de  topazes  et  de  diamants  de  Minas-Geraes  sont  done 
places  dans  les  quartzites  et  schistes  melamorpbiques;  les  beryls,  cy- 
mopbanes  et  autres  pierres  colorees,  dans  les  micaschistes  et  gneiss 
inferieurs  aux  precedents.  Dans  les  uns  comme  dans  les  autres,  on 
relrouve  les  mineraux  et  les  roches  qui  les  accompagnent  dans  les 
diverses  contrees  du  monde.  Aiosi,  au  milieu  de  la  complexite  et  de 
la  variation  de  la  nature  des  roches  encaissanles,  on  rencontre,  a  des 
distances  immenses,  des  indices  certains  de  Taction  de  memes  agents 
mineralisateurs  ayant  produit  les  memes  mineraux,  et  une  confirma- 
tion du  principe  de  Tuniformite  des  lois  qui  ont  preside  aux  forces 
mises  en  jeu  par  la  nature  dans  le  regne  mineral. 

Ouro-Prelo,  i5d6cembre  1880. 
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PROPRlfiTfiS   DES   FONCTIONS 

nEPI!IIB8 

% 

PAR  UN  SYSTfeME  d'^QUATIONS  DIFFER ENTIELLES  LINEAIRES  ET  H0M0G*;NES 
A  UNE  OU  PLUSIEURS  VARIADLES  IND^PEiNDANTES , 

Par  M.  L.  SAUVAGE, 

ANGIEN    iiLkYE    DE    l'eCOLE    NORMALE    SITP^RIEURE. 


INTRODUCTION. 


1.  Le  Memoire  que  iM.  Fuciis  a  publie  en  1866  sur  ies  equalions 
difTerentielles  lineaires  ct  homogenes  d'ordre  quelconque  renferme  Ies 
principes  fondameDtaux  de  la  theorie  de  ces  equations.  Je  me  suis 
propose  d'etendre  cette  theorie  h  des  systemes  d'equalions  difTcren- 
tielies  a  une  ou  plusieurs  variables  independantes. 

Deux  Cliapitres  sont  consacrcs  aux  proprietes  fondamentales  des 
solutions  d'un  systeme  d*equations  aux  differentielles  lotales  de  la 
forme 

oil  /  =  I,  2,  . ..  , /I,   dans    Ies  regions  du   plan    oil   Ies  coefficients 
a,  6,  . . .  ,  /  sont  des  fouctions  analytiques  des  p  variables  indepen- 
dantes a?|,  a?a,  ... ,  Xp. 
Dans  la  troisieme  Partie,  on  s*occupe  des  equations  differentielles 

yinn.  deVie,  Normale,  a*  Serie.  Tome  XI.  —  FftvRiER  i8«a.  5 
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lineaires  et  homogenes  a  une  scule  variable  independante.  Apres 
Tapplication  a  ces  systemes  des  proprietes  generales  deja  connues  par 
ce  qui  precede,  on  donne  les  formes  que  peuvent  prendre  les  elements 
d'un  sysleme  fondamental  de  solutions  dans  le  domaine  d'un  point 
singulier  isole  (*). 

2.  Je  ferai  usage  des  definitions  suivantes,  tirees  d'un  Memoire  de 
M.  Weierslrass  (*). 

Un/?om/(So?2>   --I  §71)  estrensembIedesvaleursa7,  =  ^i,iC2=52*  •-•» 

La  valeur  d'une  fonclion  an  point  (?,,  §2, .. . ,  l^p)  est  la  valeur  que 
prend  cette  fonction  pour  J?,  =  I,,  . . . ,  0?^=  £^. 

Le  domaine  d  d*un  point  (£,,?2.  -  --  •tip)  est  Tensemble  de  tous  les 
points  (a?,,  a?2,  . . .  ♦  Xp)  lels  que  les  modules  des  differences  a?/—  2/ 
soient  moindres  que  le  nombre  positif  d. 

Une  fonclion  uniforme  est  dite  reguliere  au  point  (S,,  S2»  •  •  • »  ?/i)?  si 
elle  est  developpable  en  une  serie,  convergente  dans  un  domaine  de  ce 
point,  de  la  forme 

les  nombres  r,,  Tj,  ...,  r^  variant  de  zero  a  Tinfini  par  des  valours 
entieres,  et  A;.^;.,...r  represenlant  un  coefficient  constant. 

Dans  les  definitions  precedentes,  on  remplace,  par  convention,  une 

difference  a?,—  £,•  par  —  quand  £,  devient  infini. 

Si  une  fonction  uniforme  n'est  pas  reguliere  au  point  (S|,  §2>  •  • .  ?/i)i 
on  dit  que  ce  point  esi  singuJier. 

M.  Weierstrass  a  indique,  dans  le  Memoire  precedemment  cite,  la 
classification  diis points singuliers  des  fonctions  analytiques  uniformes. 


(I)  Fbir  la  Th^  de  M.  Tannery,  et  le  M6moire  do  M.  Fuchs  au  Journal  de  Crrlie,  t.  66, 

p.    VAl. 

(*)  Journal  de  Cnllr,  t.  89,  p.  i. 


Digitized  by 


Google 


PROPRIETfeS  DES  FONCTIONS  DEFINIES  PAR  UN  SYST^ME  d' EQUATIONS,  ETC.       35 


CHAPITRE  I. 


3.  La  definilion  des  fonclions  qui  salisfont  a  uii  systeaie  d'equalions 
aux  differenlielles  totales  a/?  variables  independanles  repose  sur  le  theo- 
reme  suivant,  donne  par  M.  Bouquet  (*). 

Soil  un  sysleme  de  n  equations  aux  difTerentielles  tolales  a  p  varia- 
bles independantes 

dans  lesqueiles  les  coefficients  differentiels  X/^  sont  des  fonctions 
analytiques  des/?  -f-  n  quantiles  x^.x^, . . .  •  Xp^y^, ..  .,j,i,  salisfaisant 
identiquement,  en  vertu  des  equations  ppoposees,  aux  conditions 
d'integralile 

n  n 

DjT/.  X/A-  -h  \    Xffh  n  V> ^M-  —  l>^ A  X/A  H-  \   X^Ar  1>7^  X//,, 

les  indices  h  el  k  variant  de  i  a  /?,  et  Tindice  /  de  i  a  n;  si  les  coeffi- 
cients difTereniiels  X/^  sont  holomorphes  pour  toutes  les  valeurs  des 
differences  a?,  —  ^,-  dont  les  modules  sont  inferieurs  ou  egaux  a  pi,  et 
pour  toutes  les  valeurs  des  differences  j/—  ra  dont  les  modules  sont 
inferieurs  ou  egaux  a  r„  on  pent  tirer  des  equations  proposees,  par  un 
calcnl  de  proche  en  proche,  des  series  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  des  quantites  a?,  —  §,  dont  les  modules  sont  plus  petits  qu'un 
nombre  p'  qu'on  pent  fixer;  et  les  fonctions  holomorphes  representees 
par  ces  series  satisferont  aux  equations  proposees,  et  prendront  les 
valeurs  >3i,  >32»  •  •  ^  >3/i  lorsque  les  variables  Xi,X2,  . . . ,  o'^  prendront 
les  valeurs  S,,  ^j,  .. . ,  Ip. 

(*)  Bulletui  des  Sciences  mnth^mafiques,  t.  HI,  p.  265. 
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4.  Appliqiions  ce  iheoreme  aux  systeines  d'equations  de  la  forme 

(i)       dji—(anf^-{-  ...  -\-ai„yn)djri-\-  ...  -\-(liiyi-T-  ...  -^  li.,X„)dxp, 

(i  =  I,  2, . . . ,  n),  oil  les  coefficients  a,  6,  . . ..  /  sont  des  fonclioris 
analyliques  des  variables  independanles  x^,x^,  ...  ,Xp  satisfaisant 
ideniiquement,  en  vertu  des  equations  proposees,  aux  conditions 
d'integrabilile. 

Si  les  coefficients  a^b, .. .  ,1  restent  holomorphes  pour  toutes  les 
valeurs  des  differences  a?,—  S,  dont  les  modules  sont  inferieurs  k p,  les 
coefficients  differentiels  X/;^  seront  holomorphes  dans  les  memes  condi- 
tioiis,  et  quels  que  soient  les  modules  des  differences  Vj  —  rjit  les 
valeurs  rii  etant  prises  arbilrairement. 

En  employant  les  definitions  de  M.  Weierstrass,  nous  enoncerons  le 
theoreme  suivant  : 

Si  les  coefficients  a/^  des  equations  (i)  sont  des  fonctions  regulieres 
au  point  (^i,  ^2>  •  •  • »  ^p)^  i'  existe  n  fonctions  /«,  jj.  •  •  •  •  J«  satis- 
faisant aux  Equations  proposees,  regulieres  en  ce  point  (^i,  ^a*  •  •  •  t  5/>)> 
etprenanten  ce  point  des  valeurs  arbitrairementchoisiesYjf,  >7a, ...  ,ri„. 

5.  Definissons  maintenant  une  solution  du  systeme  (i).  Imaginons 
que  les  variables  independantes  suivent,  avec  des  marches  delerminees, 
(les  chemins  determines,  de  sorte  que,  en  tous  les  points  (5,f  ^2»  •  •  • » ^/,) 
successivement,  les  fonctions  a,b,  . . . ,  /soient  regulieres.  II  existe  un 
domaine  du  point  de  dipart  [x^^^x^^, . .,  ^Xp^)  oil  les  fonctions 
a,6, ... ,  /  sont  representees  par  des  series  convergentes,  procedant 
suivant  les  puissances  entieres,  positives  et  croissantes  des  differences 
ip,  —  a?,,,  a?2  — ^2i»  ••  • »  ^/>— ^/>i-  Faisons  suivre  aux  variables  inde- 
pendantes leurs  chemins  avec  les  marches  assignees  sans  les  faire 
sortir  des  cercles  qui  composent  le  domaine  du  point  de  depart.  Soit 
(a?i 2*^229*  ••  <^/>2)  \e  point  auquel  on  s*arrete.  II  existe,  dans  le 
domaine  considere,  n  fonctions ^i,  js,  ...  ,y„,  satisfaisant  aux  equa- 
tions proposees.  Elles  ont  ^\x  point  [x^^^x^i^  ...>a?^i)  des  valeurs 
arbitraires  >),,,  >j2i»  •••  »^«i»  ^^  arrivent  au  point  {x^^.x^^y ...  .Xp^) 
avec  des  valeurs  bien  delerminees  vj,2»  'fiit^  ...,  >3/,2-  he  point 
(iF,„  . . . ,  Xp^)  n'est  pas  un  point  singulier  des  coefficients  a,  6,  . . . ,  /. 
II  existe,  pour  ce  point,  un  domaine  compost  de  cercles,  a  Tinterieur 
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clesquelslesvaridblesindepeDdantes,partaQt(lu/?om/(a?,2«^22i-**»^/»7)* 
peuvent  suivre  de  nouveau  une  porlion  de  leurs  chemins  d'apres  les 
marches  assignees.  Soil  (j?i3,a?23,  ...,^7^3)  le  point  auquel  on  s'arrfile 
dans  ce  domaine.  Les  fonctions  ji,  y2>  ••••  Yn*  partant  du  point 
(a?,2,a?j2, ...,  07^2)  avec  les  valeurs  >7,2,  v?22j  •»••  >3/i2»  arriveroot  an 
point  (iP,|,^23>  •  "f^pz)  s^vec  des  valeurs  bien  determinees>3,3,  vjas^  •••» 
ri„3.  On  Iraitera  le  point  (0:13,0:23,  ....ar^s)  comme  les  deux  points 
precedents,  et,  en  avauQanl  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrivera, 
avec  des  valeurs  toujours  delerminees,  et  variant  d'une  maniere 
continue,  a  un  point  (X, ,  X2,  . . . ,  X^). 

Celn  pose,  remarquons  que  les  domaines  successifs  sont  formes  de 
cercles  qui  empielent  les  uns  sur  les  autres.  Prenons  arbitrairement 
un  point {x\^,  ••  »^),i)  ^'^^s  la  region  commune  aux  domaines  des 
dcu\  points  {x^^,  ...,a?^,),  (o?,2,  •  •  • .  ^^2);  puis  prenons  un  point 
(a?j,,  ....  0?^^)  dan&  la  region  commune  aux  domaines  des  deux  points 
(o?,2»  . . . ,  ^p2)f  \*^iz*  •  •  •  ♦  *^p3)9  eic. 

Fig.  I. 


Joignonsle/?om/  (o?^,,  . . . ,  Xp^)  au  point  {x\^,  . . . ,  x'^^)  par  un  che- 
min  arbitraire  pris  dans  le  domaine  du/w)m^(o?,,,  ...,Xpi);  joignons 
\e  point  {x\^,  ...,  x^^)  au  point  {x\^,  -'-^pa)  P^^  un  chemin  arbi- 
traire pris  dans  le  domaine  du  point  {x^^,  ...,  Xp^)^  etc.  Continuous 
ainsi  jusqu'a  un  point  (X|,  X,,  ....  X^).  Je  dis  qu*on  pent  substituer 
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aux  chemins  primitifs  les  nouveaux    chemins  qui  relieot  le  point 

(a^H.  .  •.»  ^/,i)  au^oi/i/(X,,  Xa,  ...,  X^). 

En  effet,  on  peut  evidemment  substituer  aux  chemins  nouveaux 
les  chemins   oblenus    en  allant   du  point  (a?,,*  •••»  ^p\)   au  point 

{x\^,  ....  ajpj,  du  point  [x\^ a?), J  au  point  {x^^,    . . ,  Xp^),  du 

point  (.r,2,  . . . ,  0:^2)  au  point  {x\^ a;^J,  du  point  {x\^,  . . . ,  a:),,) 

au  point  [x\^^  . . .,  a?^,),  de  ce  point  au/?o/>i/(a7,|,  .. . ,  ot^s),  decelui-ei 
au  point  {x\^,  ...,  x^),  ....  Or  le  chemin  primitif  qui  va  du  point 
(a:,,,  .. . ,  Xp^)  diU point  {x^^*  • .  •  •  Xp^)  et  le  nouveau  chemin  qui  relic 
ces  deux  memes  points  en  passant  par  le  point  {x\^,  ....  x^^)  con- 
duisent   aux  memes   valeurs  des  fonctions  7,,  ja*  •••»  J/i  au  point 

(a?,a,  ....iCpa),    car  les    trois  /?o(^/f  (a?^, Xp^),    (a:,a,  . .  • »  ^;,2)^ 

(ip'i,,  .-j^p,)  sont  dans  le  meme  domaine.  Partant  mainlenant  du 
point  [x^^,  ...,  Xp<^)  commun  a  deux  domaines,  on  arrivera  au  point 
(a:,,,  ...,Xp^)  commun  a  deux  autres  domaines  avec  les  memes  valeurs 
des  fonctions  J,,  ja^  •••y/i-  On  peul  done,  en  avan^ant  de  proche  en 
proche,  atteindre  le  point  commun  (X,,  Xj,  . . . ,  X^)  aux  deux  chemins 
ct,  en  ce  point,  les  fonctions  j,,j^a>  •  •  ••T«  auront  les  memes  valeurs 
pour  ces  deux  chemins. 

II  resulte  de  la  que,  connaissant  les  valeurs  initiales  des  fonctions 
Ji»  Ja»  •  •  • » 7/1  au  point  (a?,,  x,^,  . . . ,  Xp),  on  peut  obtenir  des  valeurs 
de  ces  fonctions  qui  soient  les  memes  en  un  autre/?om/(X|,  Xa,  ....  X^), 
en  faisant  varier,  d'une  maniere  continue^  les  variables  independantes 
d'une  infinite  de  manieres  differentes  enlre  le  point  (a?,,  x^^  :. . ,  Xp) 
et  \e point  (X,,  Xa,    ..,  X^). 

Etant  donnes  des  chemins  ct  des  marches  determines,  on  pourra 
done  deformer  les  chemins  d'une  maniere  continue,  et,  sur  des  che- 
mins donnes,  alterer  les  marches  d*une  maniere  continue  pour  arri- 
ver  aux  memes  valeurs  des  fonctions  j,, /a,  •••»J'«  en  un  point 
(X,,  . ..,  X^),  pourvu  que  les  deformations  de  chemins  et  les  altera- 
tions de  marches  restent  comprises  entre  certaines  limites. 

II  est  evident  d'abord  qu'on  ne  peut  deformer  les  chemins  qu'entre 
certaines  limites;  nous  allons  montrcr  qu'il  en  est  de  meme  pour  les 
marches  sur  des  chemins  donnes,  en  formant  un  exemple,  tel  que 
deux  combinaisons  differentes  de  marches  sur  les  memes  chemins  con- 
duisent  a  des  valeurs  diflerentes  d'une  fonclion. 
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CoDsiderons  la  fonction  tres  simple  zz=  \jx  —  y  -^r  i ,  oil  a?  et  y  sont 
deux  variables  indopendantes.  EUe  esl  une  integrale  de  Tequation  a 
differenlielie  lolale 

dz  =  -" z  d.r ; z  dy, 

2(^— JH-l)  2(0:— JH-I)       - 


Posons  X  —y  =  t,de  sorte  qu'on  aura  z  =^  sjt  -^- 1,  Prenons  pour  va- 
leurs  initiales  a?  ^  o,  j  =  o,  z  ==  i ,  et  faisons  varier  x  el  j  sur  des  clie- 
mins  definisde  la  maniere  suivanle. 

Pour  le  chemin  dej,  nous  prenons,  dans  le  plan  des  v,  la  partie  de 
I'axe  desvaleurs  reelles  comprise  enire  o  et  i. 

Pour  le  chemin  de  x,  nous  prenons,  dans  le  plan  des  x,  trois  demi- 
circonferences  reliant  le  point  a?  =  o  au  point  a?  =  i.  La  variable  a?, 
parlant  de  I'origine,  decrit  la  demi-circonference  OA  {fig.  i),  dont  le 

Fig.  2. 


diamelre  a  une  longueur  i  —  e,  comprise  enlre  -  et  i.  Puis  x  decrit  la 

demi-circonference  AB  dont  le  diametre  est  plus  grand  que  g;  enfin  la 
troisieme  demi-circonference  sert  a  ramener  x  du  point  B  au  point  C, 
oil  Ton  a  a?  =  i.  La  demi-circonference  AB  n'est  pas  dans  la  meme  re- 
gion du  plan  que  les  deux  autrcs  demi-circonfercnces,  de  sorte  que  le 
chemin  OABC  entoure  le  point x=  —  i. 

Cela  pose,  choisissons  les  marches  suivantes  : 

I®  J  resle  nul,  et  x  decrit  tout  le  chemin  OABC; 

2^07  resteegal  a  i,  et  j  decrit  tout  son  chemin. 

Cherchons,  dans  ccs  conditions,  la  variation  de  /.  D'abord  on  a  ^  =  ^, 
et  t  decrit,  dans  le  plan  des  t,  le  meme  chemin  que  x  dans  le  plan  des  x. 
On  arrive  a  la  valeur  /  ==  i.  Ensuite  on  a  /  =  i  —  y,  et,  quandy  varie 
de  o  a  I ,  t  varie  de  i  a  o.  11  resulte  de  la  que  tinalement  t  a  decrit  un 
chemin  ferme  allant  de  o  k  o  et  entourant  le  point  t  =^  -  i.  Le  radical 
qui  avait  pour  valeur  primitive  z  =  i  aura  done  pour  valeur  finale 
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Choisissons,  an  coiilraire,  les  marches  suivanles  : 

i**y  varie  de  o  a  i  —  e,  et  a?  reste  nul ; 

2**/  reste  egal  a  i  —  f,  el  a?  ^ecrit  tout  le  chemin  OABC; 

y  X  reste  egal  a  i ,  ety  varie  de  i  —  £  a  i . 

Dans  le  premier  cas,  on  a  /=  — y,  et  /  varie  de  o  a  —  (i  —  i). 
Dans  le  second  cas,  on  a  /  =  ^r  —  (i  —  e),  el  /  varie  de  —  (i—  e)  Si  esur 
un  chemin  superposable  a  celui  que  decril  x.  Soil  O'A'B'C  le  chemin 


Fip.  3. 


que  d^crit  i\  0  6tant  I*origine  dans  le  plan  des/,  on  a  en  valeur  abso- 
lue  [fig.  3) 

00'=i--e,  0A'=:2(i-e),  OC'  =  e. 

Le  point  t=  —  i  est  entre  0'  et  A',  car  on  a 

00'<i<OA', 

d'apres  le  choix  qu'on  a  fail  de  e  entre  o  et  \. 

Dans  le  troisieme  cas,  on  a  ^  =  i  —  y,  el  ^  varie  de  £  \  o.  II  resulte 
de  la  que  finalement  /  a  decril  un  chemin  ferme,  allant  de  o  en  o,  et 
n*enlourant  pas  le  point  f  =  —  i.  Le  radical,  parti  avec  la  valeur  z  -  i, 
revient  done  a  cette  valeur  sans  avoir  change  de  signe. 

Ainsi,  sans  avoir  change  autre  chose  que  les  marches  des  variables, 
on  a  change  la  valeur  de  la  fonction  z  au  point  ^=  i,y  =  i. 

6.  Nous  appellerons  solution  du  systeme  d'equalions  (i)  un  groupe 
de  n  fojiclionsji.ya,  •   .,  J«>  definies  d*apres  les  regies  precedentes. 

Si  nous  considerons  ensemble  plusieurs  solutions,  nous  admettrons 
toujours que  les  variables  independantes x^,  x^,  .»-,  x^ ont  les  memes 
marches  sur  les  memes  chemins  pour  toutes  les  solutions.  Les  solu- 
tions considerees  ensemble  ne  differeront  done  que  par  les  valeurs  ini- 
tiales  de  leurs  elements. 

Nous  appellerons  systimede  solutions  Tensemble  de  n  solutions  des 
equations  proposees. 
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SoitD  le  determinant 


7ii    Jii 


yn\ 

J'nt 
ynn 


d'un  systbmede  solutions  representees  parlesn  groupes  de  fonctions 
yM^y^h  •  •  '^ym^  («  =  '?  2,  . . .,  n);  nous  dirons  que  le  systfeme  est^n- 
damenial  si  le  determinant  D  n'est  pas  nul. 

La  consideration  des  syslemes  fondamentaux  de  solutions  6tant  la 
base  de  la  theorie,  nous  demontrerons  d'abord  qu'il  existe  des  systemes 
fondamentaux,  en  nous  appuyant  sur  le  theoreme  suivant : 

7.  Le  determinantD  d'un  $y slime  quekonque  de  solutions  satisjait  a  la 
relation 

ou  la  lettre g doit  Stre remplacie  successivement par les lettres  a^b,  ,..,1^ 
hrsque  I'indice  k  prend  Us  valeurs  successis^es  i ,  2, . . . , />. 


On  a 


*  =  p 


rflogDz 

=1^^' 

Or, 

d  logP  _  I    dP 

dxif         D  dJCk 

Calculons  -r—  >  nous  aurons 

OXii 

7i« 

dv,i 
dxk 

dyta 

Mais  on  a,  eD  general. 

yn\ 


ynn 


dyt  _ 
dxk 


S^nyi' 


ginyn 


Ann.de  VEc.  Normale,  a"  Sarie.  Tome  XI.  —  F£vniEE  i88a. 


Digitized  by 


Google 


42  L.    SAUVAGE. 

^  representant  successivementles  lettres  a,  6, ...,/»  lorsque  Tindice 
k  varie  de  i  kp.  On  a  done 


giil>. 


y          ...       ^'^il 
dVin 

On  a,  par  suite, 

ynn 

— 

Jll 

•  ••  guyn-^" 

.-hginym    . 

.,  ym 

Jl/t 

...  gityin-^* 

''-^ginynn    . 

' .    J'/I/l 

01) 

dxk 


==  (^'u  -H  ^„  H- .  .  .  4-  ^««  )  D, 


d'oii 


e'est-a-dire  enfin 


\^  dXk  =  \{gn-^''^^gnn)dXk, 


*  =  t 


C^  lOgD  =  S(^„  H- .  .  . -H  ^n«  )  ^it. 


Dans  cette  relation,  le  premier  membre  est  une  differentielle  exacte; 
le  second  doitetre  de  mSme  une  diOerentielle  exacte.  En  integrant,  on 
pourra  mettre  le  determinant  D  sous  la  forme 


Dz^zCeS-  «^««-»-    ■^^•"»'  '''*, 


C  etant  une  constante. 


8.  II  est  maintenant  aise  de  demontrer  qu'il  existe  une  infinite  de 
systemcs  fondamentaux  de  solutions  des  equations  (i).  En  efTet,  si  Ton 
se  donne  des  valeurs  initiates  des  n^  fonctions  j^,  telles  que  le  deter- 
minant D  ne  soit  pas  nuU  la  constante  G  ne  sera  pas  nulle,  et  le  deter- 
minant Drestera  different  de  zero,  tant  que  les  variables  n'atteindront 
pas  un  systfeme  de  valeurs  constituant  un  point  singulier  des  fonctions 
a,bj  ,,.^L  Or,  nous  avons  ecarXe  les  points  singuUers  dans  la  definition 
des  fonctions  J. 

9.  Toute  solution  du  systime  d' equations  (i)  peut  s'obtenir par  des 
combinaisons  lineaires  et  homogenes  a  coefficients  constants  des  dlements 
d'un  systeme  fondamental  quelconque  de  solutions. 
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En  effet,  soit  un  systeme  quelconque  de  solutions 

yu  yth  "'.ym   (1=^1,2,  ...,«); 
posons 

C|t  C2, . . .,  Cn  etant  des  constantes  arbitraires;  il  est  facile  de  verifier 
que  les  fonctions  Y  constituent  une  solution  du  systeme  d'equa- 
tions(i). 

Toute  solution  du  systeme  d'equations  (i)  peut  reciproquement  se 
mettre  sous  la  forme  precedente,  pourvu  que  le  systeme  de  solutions 
d'oii  Ton  part  soit  fondamental. 

En  effet,  soit 

une  solution  quelconque  du  systeme  d'equations(i).  Cherchons  a  de- 
terminer des  fonctions  C,,  Ca, . . . ,  C„,  X,  telles  que  Ton  ait 

On  prendra  X  arbitrairement,  et  on  aura  k  resoudre  un  systeme  d'equa- 

tions  k  n  inconnues  C4,  Ca, . . .*  C„.  Ce  systeme  est  du  premier  degre;  le 

determinant  des  coefficients  des  inconnues  est  different  de  zero,  puisque 

c'est  le  determinant  d'un  systeme  de  solutions  suppose  fondamental. 

Les  inconnues  €«,  G,,  • . .»  G;,  prendront  done  des  valours  d^terminees. 

r 
Je  disque  les  rapports  —  se  r^duiront  tons  a  des  constantes.  En  effet, 

en  differentiant  totalement,  on  a 
ya  cKli-h. .  .-+-7/1. dCn-hyi,^i  ^  4-  C,  rfj^  -»-•  •  .-h  C„ dytn-hl dyt^^^^  =  o. 
Or>  le  systeme  propose  permettant  d'eliminer  dyik,  on  a 

Ci  dyty  +...4-  C„  dj'in  -^  X  dyt^n^^ 
=  Ci  [(a,-,rit  -+-...-+-  amym)  dx^  -}-...-h  (//,  J,i  -h...+  linynx)dxp^  -h... 

+  C„[(a/i/,„4-...-f-  amynn)  dx^  -h...-}-  (/,-,7i»-l-...H-  linynn)dXp] 

=  «/i  (Ci7„  -h...H-  C„7,„  +  X7,,„^| )  dxi  -h...  =  o. 


Digitized  by 


Google 


44  1-    SAUVAGE. 

Nous  nvons  done  simultanement 

r,i  G^C,  -I- . . .  4- r/„  ^C„  -h  r/,«-4-i  rfX  =  o    (1=1,2, n). 

Ces  deux  systemes  d'equations  detcrminent  les  memes  valeurs  propor- 
tionnelies  des  inconnues,  en  prenant  pour  ineonnues  d'une  part  G^,  Gst 
...»  C„  et  Xf  et,  d'autre  part,  dC^^  dC^^  ...»  dX;  \\  faut  done  que  Ton 
ait 

dCi dCf dCn dk 

C|  Cj  C;l  A 

ou  encore 

ou  enfin 

y  —  const. 

Si  done  on  prend  X  egal  a  —  i ,  on  aura  les  relations 

V/,«+i  rz:  C,  r„  H-.  .  .  4-  CnXtn      («'=  1 ,  2, .  .  . ,  /l), 

lineaires  et  homogenes  a  coefficients  constants,  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

10.  Supposons  que  Ton  ait  un  systenoe  de  solutions  non  fondanoen- 
taU  il  existera  entre  ses  elements  des  relations  lineaires  et  homogenes 
a  coefficients  constants  de  la  forme 

On  le  demontrera  par  une  methode  analogue  a  celle  employee  dans  le 
paragraphe  precedent. 

1 1 .  Entre  les  elements  de  n  -+- 1  solutions  du  syst^me  d'equations  (i), 
il  existe  toujours  un  systeme  de  relations  lineaires  et  homogenes  ^ 
coefficients  constants  de  la  forme 

G'est  un  autre  enonc^  du  theoreme  du  §  9. 
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12.  Entre  les  elements  d'un  systeme  fondamental  de  solutions,  il 
ne  pent  exister  aucun  systeme  de  relations  de  la  forme 

Ci  7/1  -h . . .  -H  C« 7/„  —  o     ( I  =  1 ,  2, . . . ,  n ), 

ou  de  la  forme 

Ciji/-h...-f-Crt7ni  =  o    (/•— i,2,...,n). 

En  efiety  le  determinant  de  ces  Equations  homog^nes  du  premier  degre 
en  Cf,  Qy  . . . »  C;,  ne  pent  etre  nul,  et  on  ne  pent  satisfaire  a  cob  equa- 
tions qu'en  prenant  C<  =  Cj  =  . . .  =  C;i  =  o. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'une  de  ces  relations  peut  avoir  lieu 
isol^ment.  Parexemple,  le  systeme  d'equations 

dy^ 2  IX 

admet  le  systeme  fondamental  de  solutions 

y\\  —  ^y     7tl— 1» 

Or,  la  relation  jn  +  j,^  =  o  a  lieu  identiquement,  quoique  le  systeme 
de  solutions  soit  fondamental. 

13.  Si  Ton  substitue  aux  Elements  d'un  systeme  fondamental  de  so- 
lutions d'aulres  elements  determines  par  les  relations  lin^aires  k  coeffi- 
cients constants 

Ya*  =  Cjti  jAi  4- . . .  H-  Cjt„  r An    ( A  =:  1 ,  2 , . . . ,  /I ;  Ar  =  I ,  a, . . . ,  n ), 

on  obtient  un  nouveau  systeme  fondamental,  k  condition  que  le  deter- 
minant des  constantes  de  la  Substitution  soit  different  de  zero. 

En  efiet,  soit  P  le  determinant  des  fonctions  Y,  soit  Q  celui  des  fonc- 
tions^y  soit  R  celui  des  constantes,  on  a  identiquement 

P  =  Q.R. 
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Or,  Q  et  R  sont,  par  hypotbese,  diffi^rents  de  zero,  et  par  suite  P  est 
different  de  zero,  et  les  fonctions  Y  forment  un  systeme  fondamenlal. 

14.  Substituoos  k  des  elements  d'un  systeme  fondamental  d'autres 
Elements  determines  par  les  relations  a  coefficients  constants 


Ya^=C*i/ai 


'  ^k^yh^9 


pour  toutes  les  valeurs  de  it  de  i  k  ^9  et  pour  toutes  les  valeurs  de  h  de 
I  k  n,  nous  aurons  le  tableau 


Yii.  . . .,  Yi^,  ji,^-f.i,  . . 


ytn 


' »     ■«^*'»  yn,fr-hty    •  •  •  >  yna' 


Les  elements  de  ce  tableau  forment  encore  un  systeme  fondamental 
de  solutions,  si  le  determinant  des  constantes  de  la  substitution  est 
different  de  z^ro.  En  effet,  le  determinant  des  constantes  pent  s'ecrire 


Ct. 


o 


-1^ 


C^if    « 


et  la  question  est  ramenee  k  la  pr^cedente. 

15.  Si  Ton  connaitune  solution  du  systeme  d*equatioos  (i),  on  pent 
ramener  rintegration  de  ce  systeme  k  celle  d'un  autre  systeme  de  mSme 
forme  ayant  une  inconnue  de  moins. 

Soient  u^,  u^,  .. .,  u„  les  elements  de  la  solution  connue.  II  pent 
en  exister  qui  soient  nuls.  Admettons  que  les  Elements  u^^^^  u^^^*  ..., 
Un  soient  identiquement  nuls,  sans  qu'il  en  soit  de  meme  pour  les  ele- 
ments U|,  U2f  . ..,  Us. 

Substituons  aux  fonctionsy,,  j^a,  -My*  d'autres  fonctions  9«,  y^,  ..., 
q,  determinees  par  les  relations 

yh^^hgh    (A  =  i,a,  ...,5). 
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Les5  premieres  equations  du  systeme  (i)  devieudront 

"A  dqh  -+-  qh  duf,  —  (a/u  Wj  ^i  -h . . .  -h  «/,,  w,  qt  -+-  «a,*4-i  7«-hi  4- . . .  -h  a/,„ /„ )  rfa:, 
4-...-f- (//„  Wi^i  4-...-+- /a, w,^, -H //,.,-Hi7*4.i  4-...H- //i«/»)e/j:p 

(^=i:l,2,    ...,5). 

RemplaQons  rfwy^  par  ~  ctr,  4- . . .  4-  ^  dxp.  Ces  Equations  pren- 
dront  la  forme 

^A  =  (aAi  7i  -^-  •  •  •  -^-  *A*^*  H-  a/i,,-Hi7*4-i  4- . .  .  -h  a^^ //»)  ^-^Jj  4- . .  . 

Nous  avons,  en  outre,  les  n--  s  equations 

dyt^k  =  («*4-A.l  "i  ^1  4-  .  .  .  -h  a#4.A:.<  "#^i  4-  «*H-A.<^-i/#-».i  -H  .  .  .  -h  ag^k.njn)  djCy 

(A::=:  I,  2,  .  .  .,  /I  —  5). 

Si  nous  remplaQonsj^^.;^  par  9,^;^,  nous  aurons  un  systfeme  d'equa- 
tions  de  meme  forme  que  le  systeme  (1).  Nous  Tecrirons 

(/==!,  2,    .  ..,«). 

Les  conditions  d'int^grabilit^  doivent  etre  satisfaites. 

y^rifions-Ie,  par  exemple,  pour  Tequation  qui  donne^^f.  Les  coef- 
ficients differentiels  de  dx^  et  dxp  sont  deux  coefficients  quelconques. 
Prouvons  que  Ton  a 

En  developpant  le  calcul,  nous  aurons 

d    ,  K  d    f     dui  \       ,,  ,        .  dui 
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Or,  on  a 

•  if^hgh—yh    {h  =1,2,  ...,*), 

et»  a  cause  de  rintegrabilite  des  Equations  du  systeme  (i),  on  a 
11  vient  done 

*  dxp  dx^         '^'  dJCy  dJCp         *  do;,  cJxp 

c'est-a-dire  une  identite. 
Remarquons  maintenant  que  le  systeme  (2)  admet  la  solution 

qn  —  i      (Ar=i,  2,  ...,5), 
qs^k—o     (A:  =  1,2,  ..  .,n  —  s). 

Nous  devroDs  done  avoir  entre  les  coeiBeients  Tensemble  des  relations 


(1  =  1,2,  ...,/l). 


En  tenant  compte  de  ces  eonditions,  le  systeme  (2)  devienl 

'^\}<it{qt  —  q\)-^'^'-^>^i${qi  —  qi)-^h,i-^\qM  -^'"-^hnqn^dxp 

(l  =  l,2,...,/l). 

Posons  maintenant 

^h  —  qh  —  q\    (^  =  2,3,  ...,5), 
-s<4-*  =  </*+*  {^==if  2, . . .,  w  — 5), 

et  retranchons  la  premiere  equation  des  5^1  suivantes.  Nous  obtien- 
drons  un  systeme  de  la  forme 

(3)         dZi=^  (A,-,  5,-+-.  .  .-t-  S^in^n)dXx  -h.  .  .-|-(L/i5, -+-.  .  .-h  LinZn)dXp 

(1  =  2,3,  ...,/Of 


Digitized  by 


Google 


PROPRrtTES  DES  FONCTIONS  DtFINIES  PAR  UN  SYSTtME  dV.QUATIONS,  ETC.      49 

aiiquel  il  faudra  joindre  TequatioD 

Supposons  que  nous  ayons  obtenu  une  solution  queiconque  ^2, 
^8.  ...»  Kn  du  systeme  (3).  Nous  pourrons  tirer  y,  de  Tequalion  (4)  en 
effectuant  des  quadpalures,  puisque  les  conditions  d'integrabilile  sont 
satisfaites. 

Soit  Qune  solution  de  cette  equation,  nous  aurons 

qh  —  ^h-^Q    (/i--2,3,  ...,.0, 

7*+it=C*^A  (Ami, 2,    .  ..,/!  — .9). 

Nous  en  deduirons  la  solution  du  systeme  (r) 

Vi  =  Ui  Q, 

r*  — w/,(C/,-+-Q)    {h  —  2,3,  ...,5), 
Xs-i-k  —  sf-K*.    ( A-  ■=  I,  2,  . . . ,  w  —  .?). 

Nous  sommes  done  ramenes  a  la  resolution  du  systeme  (3),  de  meme 
forme  que  le  systeme  (i),  mais  oil  le  nombre  des  fonctions  inconnues 
est  diminue  d'nne  unite. 

16.  Etant  donne  un  systeme  fondamenlai  de  solutions  du  systeme  (3), 
le  systeme  de  solutions  correspondant  des  equations  (1)  estaussi  fonda- 
mental. 

En  cdet,  soit  A  le  determinant  des  solutions 

du  systeme  d'equations  (5).   Supposons  A  different  de  zero,  el  par 
suite  ce  systeme  de  solutions  fundamental. 

L'equation  (4)  donne,  pour  chaque  solution  ?2/,  ^,/,  ...  ,  ?,„  des 
equations  (3),  une  function  Q/,  et  Ton  peut  former  un  systeme  de 
solutions  des  equations  (1).  Les  elements  de  ce  systeme  ferment  le 
tableau 

£/„         i/j,  ...,w*,  o,        ...,o, 

> 

^\^n-u  «f(Csi»-+-  Q/i-^l)!  •  .  .»"*(?*«-+-  Qit-l)»  ?*-Hl,«i  •  •  •>  ?«n. 
Ann,  df  VAc,  NormaU.  2«  Seiie.  Tome  XI.  —  Fi^viiier  1882.  7 
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Je  dis  que  ce  systeme  de  solutions  est  fondamental.  En  effet,  s'il  ne 
Tetait  pas,  on  pourrait  etablir  entre  ses  elements  des  relations  a  coeffi- 
cients conslants  de  la  forme 

C,7/i  -h  C,jrt  +  ...  4-  C„/i„=  o     (e  =  1,2,...  n). 

On  aurait  d'abord 

C,//,-i-  C,i/,Q,4- . . .  -f-  C„aiQ„_i  =  o, 
ou 

C,-f-C,Q, -+....  4- C,Q„_,  =  o. 

On  aurait  ensuite 

OU,  en  tenant  comple  de  la  relation  precedenle, 

(a)  C82;M-h...4-C„U«=o    (A  =  2,3,. ..,*). 

Enfin  on  aurait 

L'ensemble  des  relations  (a)  et  (b)  cxprimerail  que  le  systeme  de 
solutions  des  equations  (3)  n'est  pas  fondamental,  ce  qui  est  contraire 
a  riiypolbese. 

17.  Nous  avons  maintenant  une  marcbe  a  suivre  pour  former  un 
systeme  fondamental  de  solutions  des  equations  (i).  Soit  une  solution 
w,,  i/2>  •  •  • »  ^n  du  systeme  (i).  Formons  un  premier  systeme  auxiliaire 
d'equations  ne  renfermant  que  n— i  inconnues.  Soit  une  solution 
^2*  ^3»  .  -  • »  ^/i  de  ce  systfeine.  Au  moyen  de  cette  solution,  passons  a  un 
deuxieme  systeme  auxiliaire  d'6quations  ne  renfermant  que  n—  2 
inconnues. 

Au  moyen  d'une  solution  de  ce  nouveau  systeme,  passons  de 
meme  a  un  systeme  ne  renfermant  que  n  —  3  inconnues,  et  continuous 
ainsi  jusqu'a  ce  que  nous  arrivions  a  un  dernier  syst^mfe  reduit  a  une 
seule  equation  renfermant  une  seule  inconnue.  Soit 
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cette  equation.  Elle  donne 

C  etant  une  constante  arbitraire,  car  la  parenthese  doit  etre  une  diffe- 
lielle  exacie.  Celte  valeur  de  «^,  n'etant  pas  identiquement  nulle,  forme 
un  systeme  fondamental  de  solutions  du  dernier  systeme  auxiliaire. 
Elle  fournira,  apres  une  integration,  une  nouvelle  solution  de  Tavant- 
dernier  systeme  auxiliaire.  On  aura  alors  deux  solutions  de  ce  systeme, 
et  elles  forment  un  systeme  fondamental.  Ce  systeme  fondamental 
permettra  ensuite  de  former,  apres  deux  quadratures,  deux  solutions 
nouvelles  du  systeme  auxiliaire  precedent.  Avee  la  solution  deja 
connue,  on  aura  trois  solutions  de  ce  systeme  d'equations,  et  ces  trois 
solutions  formeront  un  systeme  fondamental.  En  remontant  ainsi  de 
proche  en  proclie,  on  obliendra  finalement  un  systeme  fondamental 
de  solutions  des  equations  (i). 

Le  nombre  total  des  integrations  a  efTectuer  dans  la  suite  de  ce 
caicul  est 

n(n  —  i) 

14-2..  .  4-/1  —  1=  — ^ -'. 

2 

18.  II  existe  une  relation  simple  entre  les  expressions  des  delermi- 
tiants  des  systemes  fondamentaux  dans  les  systemes  d'equations  (i)  et 
(3).  Soit  D  un  delerminant  relaiif  au  systeme  (i),  soit  A  un  determi- 
nant relatif  au  systeme  (3).  En  negligcant  les  facteurs  constants,  quine 
sont  pas  nuls,  puisque  D  et  A  doiventetre  differents  de  zero,  on  a 

Or,  on  a,  par  definition , 

pour  les  valeurs  i ,  2,  . . . ,  5  de  Tindice  /,  et 

pour  les  valeurs  5  -t-  1 ,  ^  -t-  2, . . . ,  n  de  cet  indice. 
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On  a  (lone,  par  exemple, 

Mais  on  a 
On  a  done 

On  aara  done 
et,  par  suite. 


/-!  =  * 


oa 

ou  enfin 

D 


A  = 


Comme  premiere  conseqnence,  imaginons  qn'on  donne  d*abord  le 
determinant  D,  et  qu'on  dirige  le  calcul  precedent  de  maniere  a  obte- 
nir  le  determinant  A.  On  voit  que  A  ne  pourra  etre  nul  que  si  D  est  nuU 
ou  que  si  le  produit  u,  u^ . .  .11^  devient  ioBni.  Or,  aucune  de  ces  deux 
hypoth^s  ne  pent  se  realiser  en  un  p(Mra  [x^^x^^  ••.,  x^'  qui  n'est 
pas  singuJier.  On  pent  done  dire  qu*a  un  determinant  D  d*un  systeme 
fbndamental  de  solutions  du  svsteme  {i )  eorrespond  un  determinant  A 
d*un  svsteme  fondamental  de  solutions  du  syst^me  .  3\  et  cette  pro- 
priete  peut  evidemment  s^etendre  aux  systemes  d*equations  auxiliaires 
sueeessifs. 

Comme  autre  eonsequenee,  on  peut  mettre  le  determinant  D  sous  la 
forme  d*un  produit  de  fonetions.  En  effeK  soient  A,,  A,, ...,  A,^^  les 
determinants  des  systemes  fondamentaux  de  solutions  des  equations 
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auxiliaires  successives.  On  a 

D  =  A  «i  a, . . .  W;,, 
D  =  A,  (;,  i',  . . .  ifn. 


En  multi|)lian(»  memhre  h  membre,  on  a 

D  =^  «t  Mj .  .  .  Un  ViVi,,,i*n..,W. 

Cesdernieres  formulessupposentque  tousles  elements  des  solutions 
successives  sont  difierents  de  zero;  on  les  modifierait  facilement  dans 
le  cas  conlraire. 


CHAPITRE  II. 


16.  Conservons  les  hypotheses  faites  dans  le  Chapitre  precedent; 
c'est-a-dire  supposons  que,  dans  les  portions  T,,  T^,  . . . ,  T^  du  plan  li- 
milees  par  des  contours  simples,  les  variables  independanles  Xtoc^f  . . . , 
Xp  aient  des  marches  designees  sur  des  chemins  designes,  de  sorte 
qu'a  aucun  moment  \e point  {x^,  x^,  . . .  •  ^p)  nc  soil  un  point  singutier 
des  coefficients  a,  6,  ...  ,/des  equations  (i).  Admeltons,  en  outre,  que 
les  coefficients  a,  b,  ....  I  soieut  uniformes  dans  les  regions  conside- 
rees,  et  par  suite  reprennent  les  memes  valeurs,  quand  les  variables 
Independanles  determinentde  nouveau  le  meme point  (a?,,  a?^,  ...,Xp). 

Nous  avons  vu  qu*une  solution  du  systeme  d'equations  (i)  se  com- 
pose de  n  fonctions  y,,  y2»  •••»J'/i«  reguliires  en  tous  les  points 
(a:,,  iTj,  . . . ,  Xp)  que  Ton  considere. 

Si  les  variables  reviennent  en  meme  temps  a  leurs  valeurs  primitives, 
les  integrales  yi^y^^  ...,  y^auront  pris  des  valeurs  nouvelles,  diffe- 
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rentes  ou  non  des  anciennes.  Nous  nous  proposons  (retudier  les  rela- 
tions qui  lient  cesdeux  groupes  de  valeurs  des  integrales7oy2...,,j«. 

17.  Representons  par  j,vt  (i  ==  i,  2, . ..,  n;  *  =  i,  a,  .. .,  n)  un  ele- 
ment quelconque  d*un  systeme  fondamental  de  solutions  des  equa- 
tions (i),  el  eonsiderons  les  elements  de  ce  systeme  lorsque  les  va- 
riables, ayant  d'abord  des  valeurs  initiates ^,.  ^2»  ...»^pf  decrivenl 
des  chemins  fermes  et  reviennent  ensemble  a  leurs  valeurs  initiates. 
Ces  elements  partiront  des  valeurs  iniliales  j/^,  et  prendront  a  la  fin  des 
valeurs  nouvelles  que  nous  representerons  par  Y/^.  Si  Tun  considere 
les  fonctions  qui,  dans  le  mouvement  des  variables  a:,,a?2,  . ..,  a?^, 
partent  d'abord  des  valeurs  Y/a»  on  sait  qu'on  pent  les  exprimer  lineai- 
rement  au  moyen  des  fopctions  J/a« 

Done,  si  les  variables  independantes  reviennent  ensemble  a  leurs  valeurs 
initiales,  les  nouvelles  valeurs  Y/^  des  elements  d'un  systime  fondamental 
de  solutions  sont  liees  aux  anciennes  y^^  par  des  relations  Uniaires  et 
hx>mo genes  a  coefficients  constants  de  la  forme 

(5)         Y/it=CAi//i4-...-+-C;t/i7/«     (i=:i,2,...,/i;  Arzui, 2, ...,«). 

Le  determinant  des  constantes  est  different  de  zero;  car  les  fonctions 
Y/;t  forment  un  systeme  fondamental,  et  il  faut  qu'on  puisse  exprimer 
les  fonctions/,^  au  moyeu  des  fonctions  Y/a- 

18.  Nous  allons  maintenant  determiner  les  formes  les  plus  simples 
que  Ton  puisse  donner  aux  rebuions  (5).  Nous  montrerons  d'abord 
qu'on  peut  determiner  des  constantes  g-,,  g-.^,  ...,  gn^  telles  que  les 
fonctions 

prennent,  apres  un  tour  des  variables,  des  valeurs  nouvelles  U|,  U2, 
. . . ,  U„  liees  aux  premieres  valeurs  par  des  relations  de  la  forme 

U/=COII/, 

oil  0)  represente  une  constante.  Chaque  Element  de  la  solution  u,,  Uj, 
. . . ,  U;,  des  equations  (1)  se  reproduira  done  multiplie  par  une  constante 
€i>,  la  m^me  pour  tous  les  elements  de  la  solution. 
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II  faut  que  Ton  ait 

Idenlifions  celte  expression  avec 
nous  aurons 

' > 

Pour  que  ces  equations  soient  compatibles,  il  faut  que  o  verifie  I'equa- 

lion 

Cii  —  w         Cji  . . .         C/jj 

C|,       C,,— to    ...       c„. 


A(u))=: 


Cifl 


Cnn  —  W 


Cette  equation  dounera/i  valeurs  de  ct),  distinctes  ou  non.  Ghacune  des 
racines  dislincles  permettra  de  determiner  des  valeurs  proporlionnelles 
deg^,,  g2, ..  .y  g„,ti  par  suite  de  former  des  solutions dontles  elements 
se  reproduisent  multiplies  par  un  facteur  constant. 

19.  Nous  donnerons  a  Tequation  en  w  le  nom  d!" equation  fondamen- 
tale.  L^s  racines  de  cette  equation  ne  dependent  pas  du  choix  du 
sysleme  fondamental  de  solutions.  Pour  le  demontrer,  noussuivrons  la 
marche  donnee  parM.  Hamburger  (*). 

Representons  pary/A  ^t  y^/a  I^s  elements  de  deux  systfemes  fondamen- 
taux  de  solutions,  et  soient  Y,^  et  H/^  les  nouvelles  valeurs  de  ces 
elements.  Nous  devrons  avoir  les  deux  systemes  de  relations  k  coeffi- 
cients constants 

Ya==  hiyn  +  ...-+-  IkaXin, 

(e  =  f, 2,. ..,/*;  A:=i,2,...,n), 
( > )  Journal  de  CreUcy  t.  76,  p.  1 15. 
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et  les  equations  fondamentales  correspondantes  seront 


P(^)  = 


n(a>)z^ 


/j,  —  CI) 

hn 

).,,  —  O) 


Inx 

Inn- 

CD 

x„, 

Ann- 

u> 

=^o. 


-.^  o. 


Les  d6tepminants  P(o)  et  n(o)  ne  seront  pas  nuls,  si  Ton  suppose  que 
les  systemes  de  solutions  sont  fondamenlaux. 

Exprimons  les  elements  r^ik  en  fonction  des  elements  j/^f  Les  relations 
sont  a  coefficients  constants  et  de  la  forfne 


et  nous  en  tirons 


\\  resulte  de  la,  en  developpant  les  deux  expressions  de  H//^, 

Ha  —{Ck\  Ai  -h  .  .  .  -f-  Ckn  ln\)yi\  4-  .  .  .  H-  {Vjkx  /m  4-  ...  4-  Ckn  ^nn)yin^ 
Ha-~(X/,,  Cji-f-.  .  .-f-^*«Cni)//|-f-.  .  .-l-(>.jnCin4-.  .  •4-XAviCffn)jm. 

En  identifiant  les  coefficients  des  memes  elements,  on  a 

^Al  A/  4-  •  •  •  4-  Cfen  Ui  =  ^Arl  C,|  4-  .  .  .  4-  '>^kn  <^/i/  —  <^k,h 

Cela  pose,  appelons  Q  le  determinant 

Ln       . . .      iaxn 


^n\ 


^nn 


el,  puisque  ce  determinant  est  different  de  zero,  formons  les  produils 
Q.P(a))  et n(a)).Q,  nous  auronsidentiquement 


Q.P(u,)  =  n(co)Q^ 


a,i  — Ci,io      ...      am  — CirtCD 
«i/»  —  Crtie*)      ...      ««/!  — Cnnw 


:R(a,), 


r'esl-a-dire  que  les  equations  P(<i>)  =  o,  n((i))  =  o  ont  les  memes  coef- 
ficients et  par  suite  les  memes  racines. 
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20.  Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  choisir  un  certain  nombre  de 
solutions  telles  que  les  relations  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles 
valeurs  prennent  une  forme  simple.  Supposonsque  I'equation  en  co  ait 
n  racines  distinctes^  wi,  co^,  ...,  o)„.  II  existera  n?  fonctions  uif,,  telles 
que  Ton  ait 

Ces  fonctions  Uff,  forment  un  systeme  fondamenlal  de  solutions.  On 
peutle  demontrer  directenient,  mais  cela  ressort  de  l*etude  plus  gene- 
rale  que  nous  allons  faire. 

21.  Nous  nous  proposons  de  montrer  qu'a  toute  racine  co,  d'un 
ordre  de  multiplicite  \Ly  de  I'equation  fondamentale,  se  rattache  un 
groupe  de[A  solutions  dont  les  elements  se  comportentsimplement  dans 
le  mouvement  des  variables  independantes,  et  que,  si  Tequation  en  co 
a  s  racines  distincles,  on  peut  former,  au  moyen  de  s  groupes,  un  sys- 
teme fondamental  de  solutions. 

Nous  demontrerons  d'abord  que  si,  pour  une  valeur  de  co,  tons  les 
determinants  mineurs  de  P(ti>)  sonl  nuls  jusqu'k  ceux  du  degre  v—  i 
exclusivement,  il  en  est  de  memo  dans  n(ti>). 

Representons  les  mineurs  du  degre  v  de  P,  n,  Q,  R  par  /?^§,  7:^5,  y^g, 
r^i,  -^  eit  designant  deux  combinaisons  quelconques  des  nombres  1, 
a,  . . .,  n  pris  v  a  v.  (Baltzer.) 

Le  nombre  de  ces  combinaisons  est  c=  ^v^  — ')■»♦(/<—  * — 1_ 

I .2. . .V 

Les  relations  R  =  Q.P(ri.))=:n(o,>).Q  enlrainent  les  relations 

(Cauchy,  Journal  de  rScole  Poly  technique,  XVIP  Cahier). 

Si  tons  les  determinants/^^s  s*annulent,  on  aura  r^i=  o  pour  toutes 
les  valeurs  qu'on  peut  donner  a  7  et  a  J.  et,  par  suite,  on  obtiendra  le 
systbme  d'^quations 


I  ^ei  -»-••• -t-  T^ic^c 


Mais  le  determinant  lq^^,q^2,  •••,  qcc  ^st  une  puissance  de  Q(Franke, 
Journal  de  Crelle,  Bd.  61,  p.  35o),  et  n'est  pas  nul;  tons  les  determi- 

Jnm,  de  i'Ec.  Nor  male.  a«  Serie.  Tome  XI.  —  F£vribr  i88a.  8 
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nants  n^i,  ...,  n^^  doivent  etre  nuls  separement  et  pour  toutes  les 
valeurs  qu'on  peut  dooner  h  7. 

Tous  les  determinants  du  degre  v  —  i  dans  !!(&))  ne  sont  pas  nuls* 
sans  quoi  on  pourrait  demontrer  que  ceux  du  degre  v  —  i  dans  P(oj) 
sont  tous  nuls,  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

22.  Considerons  maintenant  les  deux  systemes  d*equations 


et 


^\nf^\-^'  •  .-+-  A/i«/?^«  -W^;„ 


et  supposons  que  les  conditions  equivalentes  P(ci))  =  o  et  n(a))=o 
soient  satisfaites.  II  y  aura  autant  d'equations  qui  dependront  des  autres 
dans  le  premier  systenie  que  dans  le  second.  Car  la  condition  necessaire 
et  suffisante  pour  que  n  —  v  4-  i  equations  d'un  systeme,  et  seulement 
ce  nombre,  dependent  des  autres,  est  que  tous  les  determinants  mi- 
neurss'aunulent  jusqu'a  ceux  du  degre  v  inclusivement,  condition  satis- 
faite  de  la  meme  maniere  dans  les  deux  systemes  precedents. 

Considerons  alors  le  seul  systeme  en/,i,/«2,  ...,/„;,,  et  supposons 
P(w,)  =  o.  Le  nombre  des  equations  qui  dependent  des  autres  est  in- 
dependant  du  systeme  fondamental  de  solutions.  Soit  v  le  nombre  de 
ces  equations. 

On  peut  exprimer^,,  g^,  ...»  ^;,  en  fonctions  lineaires  et  homogenes 
de  V  constantes  arbitraires.  Par  suite,  toutes  les  solutions 

qui  satisfont  aux  relations  U/a=  <^t^/A  seront  composees  de  fonctions 
lineaires  et  homogenes  des  elements  de  v  d'entre  elles,  lineairement 
independantes.  Soient  i//,,  Ui^,  ...,  Ui^  ces  v  solutions;  substituons-Ies 
aux  solutions  j/,,  7,2,  ...,  j/v  du  systeme  fondamental  primitif.  Nous 
aurons  le  systeme 

uu,     (A--i,t?,  ...,v), 

yik      (  A  =:  V  -h  r ,  V  -h  2,  .  .  .  ,  /I  ), 
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qu'on  peut  supposer  fondameDtah  En  effet,  pour  former  les  v  solutions 
Kii,  ...»  Ui^  lineairement  independantes,  on  prendra  arbitrairement  les 
valeurs  de  v  designees  des  quantites  gn  g^*  •  •  •»  gn*  On  peut  supposer 
que  ces  quantites  sont^i,  g^^  ...,  g^t  et,  les  v  systemes  de  valeurs  de 
ces  quantites  g^j,  g^j,  .. .,  ^vy  {j=  if  2,  . ./,  v)  devant  etre  tels  que 
leur  determinant  nc  soit  pas  nul,  on  pourra  substituer,  quelles  que 
soient  les  valeurs  que  Ton  calcule  pour  gv+i»  gyt^2>  "-f  gn*  'e  systfeme 
Uih*yik  au  systeme  primilif,  sans  que  le  nouveau  systeme  cesse  d'etre 
fondamentah  * 
On  a  m^intenant  les  relations 

U/v  =  W|   «|V, 

« > 

Y„*  i:^  /ij  tf /,  -h  .  .  .  -i-  /'«v  W/v  4-  /;,,v-»-i/i,v-Hi  -h  .  .  .  -f-  Innyoif 

et  Tequation  fondamentale  prend  la  forme 

P(a))  =  ^a)-WiyP'(u>)  =  o, 

en  posant 


"  nn 


L' equation  (<o  —  w, )"  P'(<o)  =  o  a  les  memos  coefficients  que  I'equation 
fondamentale  primitive. 

Soit  jx  le  degre  de  multiplicite  de  la  racine  o>«.  Deux  cas  se  presente- 
ronl.  On  pourra  avoir  ]ul  =  v.  Alors  m/,,  .. .,  u^^  seront  (outes  les  solu- 
tions distinctes  correspondant  a  la  racine  cd,;  nous  dirons  qu*elles 
forment  v  solutions  simples,  en  appelant  solution  simple  toule  solution 
dont  les  Elements  se  reproduisent  multiplies  par  un  facleur  constant. 

On  pourra  avoir  fji>v;  alors  w,  sera  racine  de  ?'(&>)  =  0.  Repre- 
sentons  par  g^i,  g[^^, . . .,  g'^  les  inconnues  du  systeme  d'equations 
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Considerons  la  solution  des  equations  (i) 

Elle  est  lineairement  independante  des  solutions  Ui^^Ui^^  ,..yUi^, 
puisque  les  solutions  Ui^.yif,  Torment  un  systeme  fondamental.  Multi- 
plions  les  dernieres  equations  (a)  par  g^^,  -"^gn^  ajoutons  les  re- 
sultats,  nous  aurons  les  relations 

Oil  9i  est  la  caracteristique  d'une  fonction  lineaire  et  homogenc  des 
elements  u^,  ...,a/v  des  v  premieres  solutions;  fi  satisfait,  comma 
ces  elements  eux-memes,  a  la  relation 

S'il  y  a,  dans  le  systeme  d'equalions  en  g^^,  --fgn^y'  equations  qui 
dependent  des  autres,  il  existera  v'  solutions  i^/n^ia*  ••  •>  <^iv  lineaire- 
ment independantes,  et  telles  que  Ton  ait 

V/A  — o),  ^^/A -4- 'fa- (Ma,  ...,«i«)     (A  — 1,2,  ...,v'). 

Toutes  les  solutions  satisfaisant  aux  memes  relatious  s'exprimeront 
deplus  lineairement  au  moyen  de  fonctions  homogenes  de 

II  ne  peut  y  avoir  enlre  ^/m  . . .,  fiv  aucune  relation  lineaire  et  ho- 
mogene  a  coefficients  constants,  sans  quoi  Ton  pourrait  former  une 
fonction  lineaire  et  homogene  avec  ^/,,  ...»  ^iv  satisfaisant  a  la  rela- 
tion U/A=  c*>4  ^iky  ^'t  le  nombre  des  solutions  distinctes  correspondanta 
cette  relation  serait  plus  grand  que  v,  ce  qui  est  contraire  a  I'liypo- 
these.  De  iJi  resulte  que  v'  est  au  plus  egal  a  v,  puisque,  entre  v  -+- 1 
fonction  c)|,  il  existe  necessairement  une  relation  lineaire  et  homo- 
gene. 

Deux  nouveaux  cas  peuvent  mainlenant  se  presenter.  Soit  v  +  v'  =  ju.. 
On  peut  former  ju.  solutions  correspondant  a  la  racine  o),  de  la  ma- 
nieresuivante. 
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PrenoDS  d'abord  les  2v'  solutions 


qui  sont  associees  deux  a  deux  de  maniere  a  salisfaire  aux  relations 

puis  prenons  )f  —  v'  autres  solutions  simples,  dont  les  elements  soient 
des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  U/,,  ...,<i/v  n'ayant  aucune 
relation  lineaire  et  homogene  entre  elles,  ou  avec  9/,,  . . .,  <p/y. 

Sans  nuire  k  la  generalite,  on  pent  representer  les  solutions 
?«i  •  •  •»  f«v'  par  Ui^,  . . .,  u^y  et  les  v  —  v'  autres  solutions  simples  par 
i//y^,,, . . .,  Ui^,  et  Ton  obtient  ainsi  les  v  -+-  /  solutions 

^/l,     ...,    <'iv'. 

Nous  dirons  que  les  deux  solutions  u/^t  ^m«  qui  sont  associees  pour 
satisfaire  aux  relations 

forment  un  groupe  binaire.  Les  v  -h  v'  solutions  se  composent  alors 
de  v'  groupes  binaires  et  de  v  —  v'  solutions  simples. 

Soient  V  H-  v'<fi.  On  pent  substituer  aux  solutions  j/.v^-i*  •  •  m^iVv+v 
les  solutions  Vi^.Vi^f . . .,  ^iv>  et  on  aura,  entre  les  elements  du  nouveau 
sysieme  de  solutions,  qu*on  pent  supposer  fondamental,  les  relations 

/   U//=:U>iW,y       (f—  1,2,   ...,V), 

,  )  V^/*=^»*''^"^"'^*     (A  =  i,2,  ...,v'), 

'  Y/A-  =  /a ,  w/i  4- . . .  4-  /iv  w/v  4-  /a-,v-hi  i'a  -H . . .  4-  /a sv-h/  i'xV 

L'equation  fondamentale  prend  la  forme 
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P"  — 


*/l,»-»-v'4-l 


C/»  — ^ 
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i'eiimiDatioD  de  i^/,,  . . . ,  (^,v  des  expressions  i^/A,  on  pourrail  former  une 
relation 

Soil  V  4-  v'  H-  v"  =  ju..  Representons  les  fonctions  ^^^  . . . ,  ^i^  par 
^/M  •••#  ♦'iv^et  prenonsv'—  v" solutions i^,vt(A  =  v' 4-  i,  ...,  v''),  n*ayant 

aucune  relation  lin^aire  el  homogene  entre  elles,  ou  avec  jj;,,, ^i^. 

Nous  pourrons  former  jx  solutions  correspondant  ^  la  rairine  oj,  de  la 
maniere  suivante. 

Prenons  d*abord  les  Sv'^  solutions 


«»'/>"•     <'lv"j     '//>"' 

qui  sont  associees  trois  par  trois,  de  maniere  a  satisfaire  aux  relations 

Wm-  =  to,  Wik  4-  r/x,     \ik  =  <«>i  ^ix  -i-  '/|A,     U/x  ^  wi  '//* . 
Prenons  ensuite  les  2(v'—  v")  solutions 


qui  sont  associees  deux  par  deux,  de  maniere  a  satisfaire  aux  relations 

Enfin  prenons  v  —  v'  solutions  simples  Wiv^-i  •  ••»  "iv  Nous  dirons  que 
les  trois  solutions  i^/A*  ^Mt  '^/At  associees  de  maniere  a  satisfaire  aux  re- 
lations 

forment  un  groupe  ternaire.  Les  v  -h  v'  -+-  v"=  fx  solutions  se  compo- 
sent  de  v"  groupes  ternaires,  de  v'  —  v"  groupes  binaires,  et  de  v  —  v'  so- 
lutions simples. 

Le  raisonnement  s'appliquera  tant  que  la  somme  des  nombres  v 
n*atteindra  pas  ju.;  on  peut  done  enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Soil  0),  une  racine  de  iequation  fondamentale  P(w)  =  o.  Soil }}.  son 
degre  de  mulliplicile.  Deduisons  successwement,  de  la  maniere  quon  vient 
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de  voir^  des  systSmes  d'equations  Un^air^es  et  homogines  les  uns  des 
autres.  Soil  v  le  nombre  des  equations  qui  dependent  des  autres  dans  I'un 
de  ce  sysieme.  Quel  que  soit  le  systeme  fondamental  de  solutions  dou  Von 
parte : 

I®  Le  calcul donnera  une  suite  de  nombres  v,  v',  ...f  v^^^  dont  la 
somme  atteindra  fx,  et  chacun  d'eux  sera  au  plus  egal  au  precedent ; 

2®  On  pourra  former  (x  solutions  correspondant  a  la  racine  w,>  ce$ 
solutions  s'associant  entre  elles  de  maniere  a  former  : 

v(^)  groupes  e/e  X  -f- 1  solutions, 
v(^-»)  —  v^  groupes  de  /  solutions. 


v'  —  v''  groupes  de  7.  solutions, 

et  enfin 

V  —  v'  solutions  simples; 

3®  Pour  un  groupe  renfermant  m  solutions^  on  aura  Us  relations 

On  voit  bien  que  !e  nombre  des  solutions  est  ju.,  car  Ton  a  identi- 
quement 

23.  En  epuisant  le  degr^  jjl  de  la  racine  co,,  on  pourra  former  un 
systeme  fondamental  de  solutions 

Uih     {h=.\,2,  .,.,^), 

Yik       (A-zz:  |A4-I,  IX-htJ,  .  .  .,/l), 

satisfaisant  a  des  relations  de  la  forme 

Y/jt=  Ga^I  W/,  -+-...  -h  (jkv^Ui^-\-  G;t,^-KI J/,j*4-l  4-  .  .  .  -h  GknJ  im 

les  quantit6s  co  etant  des  constantes,  qui  peuvent  dtre  nulles  k  Texcep- 
tion  de  ci>i  • 
L'equation  en  &>  prend  la  forme 

P((o)  =  ((u  —  toO'^P^'^Kco)  —  o, 


Digitized  by 


Google 


PROPRIETES  DES  FONCTIONS  D^KINIES  PAR  UN  SYST^ME  d'eQIATIOXS,  ETC.       65 

en  posant 

P»(cu): 


*J«,|»M 


Q„„  —  (0 


L*equalion  P^^fw)— o  a  pour  racioes  les  racines  w^,  w,,  ...  de 
Tequation  P(w)  =  o  dislinctes  de  ck),,  et  chacune  au  meme  degr6  de 
multiplicile  que  P(w)  =  o.  Posons  alors 

^/,j«M  = '^^  W/i  "H ...-+- /n„j/«, 

et  delerminons  m,,  /n^,  . . .,  m„  par  les  conditions 

1(0,  —  t'ij  )  //'i  4- (o^j/Z/j-h  .  .  .  4- Cv*.,  ,  Wj^^i  +  .  .  .H- G„,//l„  =r  O, 


((r,^,,^4.,—  o>.j>mj,^,  4-.  .  .-h  <l/,,n4-|//',i 


tjjA4-l,/»''V<-l 


(G,!,,—  (Oj  )///„=  O. 


Pour  resoudre  ce  systeme,  on  determinera  d'abord  les  valeurs 
proporlionnelles  de  m,j,^,.  . .  .,  m^,  et  Ton  calculera  ensuite  et  succes- 
sivement  m^,  m^^ ,  . . . ,  m, . 

Si  p  des  equations  en  m^t+i,  . . .,  m„  dependent  des  autres,  on  pourra 
former  p  solutions  a/,jt^,,  . . . ,  M/,|i4-p  lineairement  independantes,  satis- 
faisantaux  relalions 


^  /,l*^A 


lffi,)L^A       (A' =  1,2,  ..  .,p). 


Au  moyen  de  ces  solutions,  on  pourra  former  un  systeme  fondamental 
de  solutions  | 

Ifih      (A  —  1,3,  .  ..,  [X-f-p), 
fiA-      (A  — |x4-p-hl,  ...,/0» 

dans  lequel  les  solutions  u,a  seront  partieularisees. 

En  partant  de  ce  systeme  fondamenlal,  et  par.  des  raisonnements 
analogues  aux  precedents,  on  pourra  former  des  systemes  fondamen- 
taux  de  plus  en  plus  particuliers. 

Ann.de  Vtc.  Normale,  i«Sene.  Tome  XI.—  Fi^vrieb  1882.  O 


Digitized  by 


Google 


()()  L.    SAUVAGE. 

Done,  soient  w,,  w,,  . . . ,  co,  toutesles  ravines  distincles  de  V Equation 
fondamentakf  et  X^  Xs*  '  •  •  *  ^x  ^^^'^  degres  respecti/s  de  multiplicite^  on 
pourra  former  un  systeme fondamental  de  solutions  des  equations  {\)  au 
moyen  de  s  groupes  de  solutions,  ren/ermant  respectis^ement  X, ,  Xj,  . . . ,  >^c 
solutions,  chacun  de  ces  s  groupes  coirespondant  a  une  racine  distincte 
de  r equation  fondamentale,  et  se  decomposant  en  sous-groupes  satis/ai- 
sant  au  premier  theoreme. 

24.  Revenons  a  la  Iheorie  generate.  Nous  savons  que  les  elements 
(l*un  systeme  fondamental  de  solutions  des  Equations  (i)  a  coefficients 
uniformes  preunent  des  valeurs  nouvelles,  liees  aux  anciennes  par  des 
relations  lineaires  et  homogenes  a  coefficients  constants,  lorsque  les 
variables  decrivent  des  chemins  fermes,  et  reviennent  ensemble  a  leurs 
valeurs  initiates.  Cetle  propriete  est  caracteristique  de  ces  elements. 

Soil,  en  efi*et,  D  le  determinant,  suppose  different  de  zero  de  n'  fonc- 
lions  j,vfr(«  =  Ji»  2, ..., /i;  A  =  I,  2, ...» 7i),  de  p  variables  indepen- 
dantes  a;,,  x^f  . . . ,  a^p^  regulieres  en  tous  les  points  [x^,x^^ . . . ,  Xp), 
sauf  en  des  points  singuliers,  lorsque  les  variables  independantes  restent 
dans  des  regions  respectives  du  plan  a  contours  simples.  Supposons 
que  les  variables  decrivent  des  chemins  fermes  tels  qu'k  aucun  moment 
le  point  {x^,X2i  .>>,Xp)  ne  soit  un  point  singulier^  et  reviennent 
ensemble  a  leurs  valeurs  initiales.  Si  les  n'  fonctions  prennent  des 
valeurs  nouvelles  liees  aux  anciennes  par  des  relations  lineaires  et 
homogenes  a  coefficients  constants,  telles  que  les  relations  (5),  ces 
fonctions  forment  un  systeme  fondamental  de  solutions  d*un  systeme 
d'equations  de  la  forme  (i),  dont  les  coefficients  a,  6,  ...,  /  sont 
uniformes,  et  n'ont  pas  d*autres  points  singuliers  que  les  points  singu- 
tiers  des  fonctions. 

Nous  demon trerons  cette  proposition  en  formant  un  systeme  d'equa- 
tions tel  que  (i)  auquel  satisfassent  les  n  solutions  y^^*  y^k^  •••• 
ynk  (*=  1,2,  ...,w).  Nous  aurons,  en  general,  en  representant  par 
gi\^  gii^  ••••  gin  l^s  coefficients  de  Tune  quelconque  des  equations 
aux  derivees  partielles,  les  relations 

-^  =  guyik^"*'^ginymk    (Ar  =  i,a,...,/i). 
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Nous  lirons  de  ces  relations 


^.gip^ 


Vll 


y\n 


ddCh 
dxh 


.>•/»! 


ce  qui  permettra  de  calculer  tous  les  coefficients  a,  2»,  . . . ,  /  des  Equa- 
tions (i),  puisque  D  est  suppose  different  de  zero. 

Les  conditions  d'integrabilile  seront  identiquement  satisfaites.  En 
effet,  supposons  calculees  les  fonctions  a,  b,  ...,/,  nous  aurons  iden- 
tiquement 

dvik 


dxi 


=  /^aJiA-H.-.-H^irtj,«. 


Les  fonctioDs/iAsatisfont  done  identiquement  aux  relations 

(i  =  i,3,...,n;     A-  =  i,2,...,/i), 

et,  dans  les  seconds  membresjes  conditions  d'integrabililE  doivent  etre 
satisfaites.  L'une  de  ces  conditions  est 


^(«liri*4--  .  .4-a,«7„;t)  =  ^(6ii7iA:-+-.  .  .4-  6i«J«Ar) 


ou 


/da,,       db,A  ^/d^m       d^„\ 

*  <^j?t  dor,  dx^  dxt 

Eliminons  les  derivees  partielles  -^  et  ^>  nous  aurons  una  rela- 
tion de  la  forme 

oil  Ai,  A],  ...,  A;,  sont  des  fonctions  exprimees  au  moyen  des  coeffi- 
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cienlsa,  b,  . . .,  /etde  leurs  derivees  partielles.  La  relation  precedente 
esl  vraie  pour  ^=i,a,...,/i.  Ona  done 

^iJii-H----^  A„  v«i  —  o, 
» 

Or  le  determinant  D  est  different  de  zero;  on  doit  done  avoir  A,  =o, ..., 
A;,  =  o  identiquement,  c'est-a-dire  que  les  conditions  d'integrabilite 
sont  satisfaites  identiquement  dans  le  systenie  d'equations  (i),  que 
i'on  a  conslruit. 

Les  coefficients  a,  6,  . . .,  /  sonl  exprimes  par  le  rapport  de  deux  de- 
terminants. Le  denominateur  du  rapport  est  toujoursD;  le  numeraleur 
est  le  rcsultat  obtenu  en  remplagant  dnnsD  les  elements  d*une  colonne 
par  les  derivees  partielles  des  fonctions^,vk.  Les  elements  des  deux  de- 
terminants prennenl  des  valours  nouvelles  liees  aux  anciennes  par  des 
relations  lincaires  et  homogenes  a  coefficients  constants  de  la  forme  (5), 
quand  les  variables  independantcs  ontdecrit  leurs  chemins  fermes.  Les 
constantes  sont  les  memes  pour  les  elements  homologues  des  deux  deter- 
minants qui  ferment  le  rapport.  Les  deux  termes  du  rapport  sont  done 
multiplies  par  le  meme  determinant  de  constantes.  Done  le  rapport  he 
change  pas,  et  par  suite  les  coefficients  a,  £,...,  /  sont  des  fonctions 
uniformes. 

II  resulte  du  calcul  des  coefficients  a,  6,  . . .,  /  qu'ils  ne  peuvent  avoir 
d*autres  points  singuliers  que  ceux  des  fonctions  j'/^elles-memes. 

Enfin,  le  determinant  D  otant  different  de  zero,  les  fonctions  yn, 
formeutun  sysleme  fondamental  de  solutions  du  systeme  d*equations 
aux  differentielles  toiales  que  Ton  a  obtenu. 

25.  Prenons  pour  exemple,  comme  le  fait  M.  Tannery,  dans  le 
cas  d'une  seule  variable  independante ,  une  equation  algebrique 
/"{VoiPii -Xj,  ,  .,^Xp)  =  Oj  rationnelle  et  entiere,  dudegre /I  en  J.  Cette 
equation  definit  n  fonctions  j^,,»Ji2»  ••••  Ji/i  qtji  sont  regulieres  en  tous 
les  points  [x^^x^^  . ..,  Xp)  du  plan,  sauf  en  des  points  oil  deux  des  ra- 
cines  deviennent  egales.  Si  les  variables  decrivent  des  chemins  for- 
mes, ces  n  fonctions  prennent  des  valeurs  nouvelles  liees  aux  anciennes 
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par  (les  relations  iineaires  et  homogenes  a  coefficienls  conslaois.  Bn 
effet,  en  un  point  (j?,,  ar^, ...»  Xp),  Tune  de  ces  fonctions  doit  resler  la 
meme,  ou  etre  remplaeee  par  Tune  des  autres,  quand  les  variables 
sont  revenues  ensemble  2i\x  point  {x^^Xi,  ...,a?p),  apres  avoir  decrit 
des  ebemins  fermes.  Cela  resnite  de  ce  que  Tequation  algebrique  ne 
peut  fournir  que  /i  fonctions  7  diflerentes.  Les  fonctions  j,,,j,  2,  ..., 
y,rt  sont  done  liees  par  les  relations  de  la  forme  (5)  les  plus  simples. 

Les  derivees  de  ces  fonctions  par  rapport  a  Tune  quelconque  des 
variables  independanies  seront  des  fonctions  salisfaisanl  aux  memes 
conditions  que  ces  fonctions  elles-memes.  Represenlons  ces  derivees 
parj'2i»y22»  •••»J'2/i« 

Les  derivees  des  fonctions  j2i»j22»  •••»X2/i  par  rapport  a  Tune  quel- 
conque des  variables  independanies  sont  encore  des  fonctions  jouissant 
des  memes  proprietes  que  les  fonctions  j,,,  7,3,  ...,/<«. 

On  pourra  repeler  celte  conclusion  a  cbaque  derivation  par  rapport 
a  Tune  quelconque  des  variables  independantes.  Posons  alors 


7s  = 

«/     

d^'\Y 

en  laissant  indetermines  ies  indices  des  derivations  successives.  Deter- 
minonsy  par  la  relation  algebrique  rationnelle  et  entiere 

f{yy  ^U^t  ...,a7p)  =  0, 

du  degr6n  en  j.  Les  n^  fonctions  que  Ton  obtient  ainsi  satisfont  a  un 
systeme  d'equations  tel  que  (i),  lorsque  leur  determinant  n'est  pas 
nul. 

26.  Formons  ce  systeme  dans  le  cas  oil  le  coefficient  de  y*  dans 
f{yy Xt.x^f  ...,Xp)  =  o  est  Tunile. 
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On  a»  par  definition, 

Formons  s^parement  chaque  coefficient -p^- 

Soil  f  (^o  ^29 . . . ,  ^p)  =  o  le  r^sultal  de  l*elimination  de^i  entre  les 
deux  equations 

/( V|,  o:,,  j:„  . . . ,  ^;,)  =  0,      j^  =  o- 

On  aura  identiquement 


,=a/-.b|:. 

A  et  B  etant  deux  polynomes  entiers  et  ralionnels  en  ji » o^i ,  a;,, . . . , a?^, 
de  degres  respectifs  au  plus  w  —  a  et  n  —  i  par  rapport  a  y^.  Nous 
avons  done  identiquement 


ou 


-i-- 

=  o, 

B 
B 

=  - 

Au  moyen  de  Inequation 

on  pent  reduire  les  puissances  sup^rieures  de  7,  au  plus  a  Texpo- 
sant  n  —  I,  et  I'on  aura 

P,  etant  un  polynome  eniier  et  ralionnel  enj,,  a?,,  x^y  . .. ,  x^  conle- 
nant /,  au  plus  au  degre  n  —  i . 
On  aura  ensuite 

dx^dx^       dxp  (p         **' 
P2  etant  un  polyndme  de  meme  nature  que  P|. 
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On  aura  des  resultats  analogues  pour  les  derivees  parlielles  succes- 
sives  deyif  et  Ton'pourra  poser 

dxk        ?'  ' 

P/A  etant  un  polyndme  de  meme  nature  que  P,  et  Pj. 
Mais  les  definitions  donnent  les  relations 

Pi  Pi  ,^      Pt-t. 

on  a  done  n  equations,  en tre  lesquelles  on  pent  eliminer j^%  jj, . . . ,  y'/  \ 
c'est-k-dire  n  —  i  quantiles. 

Le  resultat  de  relimination  est  de  la  forme 

•  • . 

ce  qui  monlre  que  ^  est  de  la  forme  ^i/i -H . . . -h  ^;,7«  des  coeffi- 
cients differenliels  des  equations  (i). 

On  voit  ici  immediatement  que  gi  est  une  fonction  unifornie,  comme 
fonclion  rationnelle  de  a?,,  x^^  .  • . ,  Xp. 


CHAPITRE  III. 


27.  Appliquons  les  resultats  obtenus  dans  les  deux  Chapitres  prece- 
dents aux  syst^mes  d'^quations  k  une  seule  variable  independante. 

Dans  le  cas  general,  nous  avons  fait  varier  les  variables  ind^pen- 
dantes  de  sorte  que,  pour  aucun  groupe  de  valeurs  de  ces  variables* 
on  n'obtienne  un  point  singulier  des  coefficients  a,  6,  . . .,  /.  Cela  nous 
a  amen^  k  designer  non  seulement  les  chemins  traces  par  les  variables. 
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mais  eiK^ore  les  marches  suivies  par  les  variables.  Nods  n'aurons  plus 
maintenant  qu'une  seule  variable  independanle;  il  suffira,  quelle  qae 
suit  la  marche  choisie  pour  elle,  que  cette  variable  suive  un  cbemin 
ne  contenant  aucun  point  singulier. 

Les  systemes  d'equations  qui  nous  occuperont  maintenant  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

(6}  ^  =«/iVi-4-... -4- «/«>•»     («i=  1.2,  ...,/l). 

Nous  supposerons  que  les  coefficients  an,  sont  des  fonclions  uniformes 
dans  une  portion  du  plan  limitee  par  un  contour  simple,  ou  m6me 
dans  tout  le  plan,  et  continues  en  tous  les  points  de  cette  region,  sauf 
en  des  points  singuliers  isoles.  La  variation  continue  de  Xy  d*un 
point  x^  a  un  point  X,  sur  un  cbemin  qui  ne  passe  par  aucun  point 
singulier,  determine  n  fonctions  ynj^a*  ••••X/tt  uniformes  dans  toute 
region  du  plan  qui  ne  contient  aucun  point  singulier  et  continues  en 
tous  les  points  du  cbemin,  Ces  fonctions  satisfont  au  systeme  d'equa- 
tions  (6j,  et  peuvent  prendre  au  point  x  des  valeurs  >],,  Yja, . ..,  r^n  »'- 
bitrairement  cboisies. 

Les  n  fonctions  j^,,j2»  ••••y/i»  qui  sont egales  a  >?,,>3a,  . ..» >3«  pour 
,r  =  .r,,  ferment  une  solution. 

Le  determinant  d'un  systeme  fondamental  de  solutions  a  pour  ex- 
pression 

('.  etant  une  constante  differente  de  zero. 

Si  Ton  fait  tourner  la  variable  autour  d'un  point  singulier,  les  ele- 
ments d'un  sysleme  fondamental  de  solutions  prendront  des  valeurs 
nouvelles  liees  aux  anciennes  par  les  relations  (5),  lineaires  et  bomo- 
genes  a  coefficients  constants,  et  le  determinant  de  ces  coefficients  sera 
different  de  zero. 

II  exislera,  parmi  les  systemes  fondamentaux,  un  systeme  dont  les 
elements auront  une  variation  simple,  lorsque  la  variable  fera  le  tour 
<run  point  singulier. 

Soient  n^  fonctions  yik{i=  i,  2, .. .,  /i;  A  =  i,  2, . . .,  /»)  de  a?  con- 
tinues, sauf  en  des  points  singuliers  isoles,  et  unifornfies  dans  Urate 
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region  du  plan  k  contour  simple  ne  renfermant  aucun  point  singulier ; 
si,  lorsque  la  variable  fait  ie  tour  d'un  point  singulier,  les  nouvelles 
valeurs  Y,A  sont  liees  aux  anciennes  valeurs  yik  par  les  relations  (5), 
et  si  Te  determinant  de  ces  fonctions  ne  s'annule  qu*aux  points  sin- 
guliers,  ces/i^  fonctions  Torment  unsysteme  fondamental  de  solutions 
d'un  systeme  d'equations  differentielles  lei  que  (6),  a  coefficients  uni- 
formes  dans  tout  le  plan. 


23.  On  sait  qu'on  pent  ramener  a  Tintegration  d*un  systeme  d'e- 
quations de  la  forme  (6)  Tintegration  de  T^quation  difTerentielle  li- 
neaire  et  homogene  d'ordre  /i, 


Q.J. 


II  sufRt  de  poser 


-^-^^J;t        (A—  1,2,    ...,/I-l) 


el 


y — yn » 
on  obtient  le  systeme  d'equations 


(7) 


Reciproquement,  le  systeme  (7)se  ramfene  a  Tequation  differentielle 
par  la  substitution  inverse. 
Le  delerminant  d'un  systfeme  de  solutions  du  systfeme  d'equations  (7 ) 

a  la  forme 

dyx  d'^-^y, 

^^      dx      "'      dx"-^ 


D=: 


y  ±1 

^'^      dx 


S'il  est  different  de  zero,  les  /i  fonctions  ^,,^3,  ...,/„sont  lineairement 

Jnn.  de  VEc,  Normalt.  3«  S^rie.  Tome  XI.—  Mars  i88a.  lO 
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ind^pendanles.   On    les   appelle  integrales  de  I'dquation  diffirentielle 
d'ordre  /i,  el  rensenible  de  ces  n  integrales  forme  un  sysieme fonda- 
menial  d^intigrales  de  cetle  equation  diflerenlielle. 
On  a 

C  etant  une  constanle. 

Soient  n  fonctions  j<,y2,  ..•»7«  lineairement  independantes.  Si  les 
nouvelles  valeurs  de  cesfonctions,  quand  la  variable  a  fait  le  tour  d'un 
point  singulier,  sont  lices  aux  anciennes  par  des  relations  lineaires  e( 
liomogenes  a  coefficients  constants  de  la  forme 

Y/=C/,j|4-...4-C/„7„, 

ces  fonctions  forment  un  systeme  fondamental  d'integrales  d'une  equa- 
tion differentielle  d'ordre  /i,  lineaire  et  homogene,  a  coefficients  uni- 
form es. 

29.  Soit  donneun  systeme  fondamental  de  solutions  du  systeme  d'c- 
quations  (6).  Dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  les  nouvelles  va- 
leurs Y/*  sont  liees  aux  anciennes  j/;^  par  les  relations  (5).  Si  les 
fonctionsy,!,  ...,y,rt  qui  ont  le  premier  indice  commun  nesont  liees 
par  aucune  relation  lineaire  et  homogene  a  coefficients  constants,  ces 
n  fonctions  forment  un  systeme  fondamental  d'inlegrales  d'une  equa- 
tion differentielle  d'ordre  n.  S'il  en  est  autrement,  on  peut  ramener 
ces  fonctions  a  etre  en  moindre  nombre,  et  celles  qui  resteront  satis- 
feront  k  une  equation  differentielle  d*ordre  moindre  que  n. 

On  voit  ainsi  que  Ton  peut  obtenir  separement,  par  des  equations 
differentielles  lineaires  et  homogenes  d*un  ordre  au  plus  egal  a  /i,  les 
fonctions  y,,y2,  ...»J«  qui  sout  definies  simultanement  par  le  sys- 
teme (6).  Ce  resultat  est  bien  connu. 

30.  Soient  Ju^a*  *'"»ym^  fonctions  de  x  satisfaisant,  pour  un 
point  situe  a  Torigine,  aux  conditions 

Y,    =:wji, 

Y,  =ra)J,4-7„ 


^m^^ym-^ym^X 
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Posons     ^^.—  =  a,  de  sorle  que  u  augmente  de  i  quand  la  variable 

X  fait  le  tour  de  Torigine.  Soit/(a)  une  fonction  entiere  du  degre  m  —  i 
formee  arbitrairement  avee  u  et  des  coefficients  Aoi  A,,  . . . ,  A,„_,  uni- 
formes  dans  le  domaine  de  Torigine.  On  pourra  donner  aux  fonctions 
riir2»  ...•ymles  formes 


•••••••• •  •  •  > 

avec 

/(  « )  =::  Ao  -h  At  M  4- .  .  .  4-  A;„_,  a'"-*, 

en  definissant  dans  ces  expressions  r par  la  relation  e^'^''>^*  =  w,  et  en 
representant  par  Aa/(m)  la  difference  d'ordre  k  de/{u)  par  rapport  a 
i'accroissement  i  de  u.  On  voit  que  A;„«,y(a)  =  1.2...  (m  —  i)  A;„__, 
ne  contient  pas  m,  et  quey,  est  la  seule  des  fonctions  y  qui  ne  con- 
tienne  pas  de  logarithmes. 

D*abord,  les  expressions  pr^cedentes  satisfoot  aux  relations  impo- 
s^es.  En  effet,  on  a 

Ensuite,  on  peut  toujours  donner  aux  fonctions /,,7a,  ...,ym  '^s 
formes  pr^cedentes.  En  effet,  7,  ar'  est  une  fonction  uniforme  dans  le 
domaine  de  Torigine,  et  on  peut  la  representer  par  w'^*  A,;,_,/(a);  on 
tire  de  la 

On  peut  poser  ensuite 
d'oii 

Y,=:a)'"-*a7'-Z. 

Si  Ton  veut  satisfaire  a  la  relation  Yj  =  w^a  -i-j^i»  on  posera 


J,  =  CO '"-•a: ''5, 
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En  representant  par  [9]'  ce  que  devient  une  expression  ^,  el  remar- 
quanl  que  Ton  a 

on  voit  qu'on  a 

[5-A,„_,/(i/)]'=^-A,„_,/(/i); 
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32.  L'equation  rondamentale  peut  avoir  des  racines  multiples.  On 
peut  alors  former  un  systeme  fondamenial,  compose  de  groupes  de  so- 
lulions  correspondant  aux  racines  distinctes. 

Considerons  Tun  de  ces  groupes  correspondant  a  uneracinew.  On 
pourra  decomposer  ce  groupe  en  sous-groupes  dans  chacun  desquels 
on  aura 


Y/,rt  =:  (^fim  +  Ji,m^i' 


D'apres  un  paragrapbe  precedent,  on  pourra  donner  aux  solutions 
les  formes 


yi,m-k=^''^^'^k/i(^)f 


^,,  =  ^'-0,— »A;„_,/,(a). 


33.  Si  le  point  singulier  est  au  point  od  sur  la  sphere,  soit  co  une 
racine  de  Tequation  fondamentale,  posons 


2ir\/— I  logw 

une  solution  prendra  la  forme 

9 

<Pi»  f2»  •••»  ?/i  etant  dans  le  domaine  du  point  qo  des  fonctions  uni- 
formes  et  continues  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  a  la  fois. 

Si  Tequalion  fondamentale  admet  des  racines  multiples,  on  modifiera 
facilement  de  meme  les  formes  donnees  precedemment  pour  un  point 
singulier  a  Torigine. 
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34.  On  remarquera  que,  si  i'on  connait  une  solution  du  systeme  (6) 
(le  la  forme 


les  n  Elements  affyx,  ...,  afOxx  forment  aussi  une  solution  du  sys- 
teme (6).  En  effet»  on  le  verifieen  rempla(;ani  dans  les  equations  (6) 
.Xifja*  •••»  J/i  p«r  leurs  expressions  connues  et  en  egalant  a  zero  le 
coefficient  de  log^"*  x. 

On  remarquera  encore  que  les  proprietes  que  nous  venons  d'etudier 
s*appliquenlaux  solutions  des  syst^mes  d'equations  aux  differentielles 
totales,  lorsqu'une  seule  des  variables  independantes  varie.  Les  fonc- 
tions  (f  sont  alors  des  doubles  series  en  x,  donl  les  coefficients  de- 
pendent des  valeurs  fixes  des  autres  variables  independantes. 
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APPLICATIONS  DE  CERTAINES  FONCTIONS 

ANALOGUES  A    LA   FOiNCTlON   6, 
Par  M.  ELLIOT, 

PROPESSBUR    A    LA    FACULTE    OES    SCIENCES    DE    BESANQON. 


MM.  Clebsch  et  Gordan  ont  resolu  les  premiers  un  sysleme  d'equa- 
tions  aux  derivees  partielles  analogue  a  cehii  qui  definit  les  fonclions 
abeliennes»  mais  oil  entrent  q  inlegrales  normales  de  troisieme  cspece, 
au  moyen  d'une  fonclion  qu'ils  tirent  de  developpemenls  en  serie  el 
qu'ils  designent  par  0^^^  (*).  lis  indiquenl  seulement  en  quelques  mots 
une  methode,  qui  n'est  pas  exempte  de  di(ficulleSt  pour  passer  par  con- 
tinuite  du  point  double  etde  ('integrate  de  troisieme  espece  infmie  aux 
deux  branches  de  ce  point  double  au  point  de  rebroussement  et  a  Tin- 
tegrale  de  seconde  espece  correspondante. 

Je  me  suis  propose  de  resoudre  la  meme  question  par  une  autre  voie, 
en  etudiant  directement  les  fonclions  0^^^  et  en  faisant  entrer  dans  leur 
composition  des  constantes  telles,  qu*on  puisse  leurappliquer  les  deux 
iheoremes  fondamentaux  decouverls  par  Riemann  pour  la  fonclion 
0[a^'^(a?)  —  G|].  Les  inlegrales  normales  de  troisieme  espece  que  je 
considere  sont  supposees  avoir  pour  points  logarithmiques  deux  points 
quelconques  de  la  courbe  fondamenlale  F(a;,j^)  =  o-  dont  les  lacels 
entrent  d'une  fagon  quelconque  dans  les  differents  circuits.  J'admels 

(*)  Theorie  der  Abelschen  Functionen,  p,  51S7. 
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seulementque  ces  points  sont  difTerents  des  points  critiques  et  que  la 
droite  qui  les  unit  ne  contient  aucun  de  ces  derniers. 

Quand,  dans  le  systeme  des  equations  aux  derivees  partielles,  un  cer- 
tain nombre  rd*entre  ellessont  relatives  a  des  integrales  normales  de 
seconde  espece,  la  forme  analytique  des  fonctions  que  j'appelle0'j; 
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2.  Les  periodes  normales  d'indice  impair  d'une  inlegrale  m^'^  soul 
nulles,  a  I'exceplion  d'une  seule  qui  est  egale  k  2;ryC:7.  Nous  repre- 
senterons  les  periodes  normales  d'indice  pair  par  o,  olij. 

Une  integrale  normale  v^^^  a  toutes  ses  periodes  normales  d'indice 
impair  nulles.  Les  periodes  normales  d'indice  pair  sont  donnees  par 
Tequation 

L'integraleM^'^(^^*^)  est  prise  le  long  du  chemin  forme  des  lacets  fonda- 
mentaux  de-  seconde  espece  conduisant  de  la  racine  initiate  j©  a  la  ra- 
cine  jot^avec  laquelle  commence  le  circuit  unique  qui  conlient  le  lacel 
du  point  (?^*\  |,^%  chemin  suivi  des  lacets  relatifs  aux  points  critiques 
algebriques  qui  enlrent  dans  ce  circuit  jusqu'a  la  droite  0?^*\  decrile 
une  seule  fois  de  0  vers|^*^  Le  lacet  du  point (yj^^^yj^^)  entre  dans  un 
circuit  qui  est  ou  non  le  meme  que  le  precedent,  et  Tintegrale  a'(v3^^^) 
a  une  signification  analogue.  L'integrale  ^^^^  admet  en  outre  la  periode 
polaire  aTryCiy. 

Ufle  integrale  M^^^^  a  toutes  ses  periodes  normales  d'indice  impair 
nulles,  et  les  periodes  normales  d'indice  pair  a^,  sont  donnees  par  I'e- 
quation 

Ces  periodes  sont  algebriques;  on  les  obtient  en  remplaQant  a?ety  par 
les  coordonnees^^^^,  ^^[*^  du  pole  dans  les  coefficients  differentiels  des 
p  integrales  normales  de  premiere  espece. 

3.  Nous  regarderons  comme  connus  les  theoremes  traduits  par  les 
equations  suivantes  : 

(5)  ,^(/o(v^))-«.(/0(5(^))  =  (^^^^^^^. 

La  demonstration  des  formules  (i),  (2),  (4),  (5)  resulte,  par  une  marclie 

Ann,  de  I'Ec.  Normale,  a'  Serie.  Tome  XI.  —  Mars  i88a.  1  I 
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iiniforme,  de  la  consideration  de  Tinlegrale 

i  =  m-  1 

Ic  long  du  contour  simple  forme  d'une  droite  0/  de  longueur  Ires 
grande,  d'une  circonference  de  rayon  0/,  de  la  suite  des  lacets  relalifs 
tantaux  points  critiques  algebriques  qu*aux  infinis  des  integrales  de 
troisieme  espece  et  aux  p6les  des  integrales  de  seconde  espece,  tous  ces 
lacets  elant  parcourus  dans  le  sens  negalif,  el  cntin  du  rayon  0/.  Les 
lettrcsP  et  Q  designent,  la  premiere  une  integrale  de  premiere  ou  de 
seconde  espece,  la  seconde  une  integrale  d'une  quelconque  des  trois 
cspeces.  L'indice  /  signifie  que  les  integrates  onl  ele  prises  le  long  de 
la  suite  des  lacets  fondamentaux  qui  conduisent  de  la  rarine  initiate 
Jo  a  une  racine  quelconque  Xiy  puis  le  long  d'un  chemin  qui  ne  sort 
plus  de  la  parlie  du  plan  enveloppee  par  le  contour  precedent.  Quant 
a  la  relation  (3),  le  genre  de  demonstration  indique  ne  s'y  applique 
pas  sans  difliculte,  k  cause  des  lacets  logarithmiques.  Mais  on  pent  la 
verifier  en  exprimant,  comme  Ta  fait  M.  Emmanuel  (•),  I'integrale  de 
troisieme  espece  au  moyen  des  fonclions  e  par  la  formule. 

(6)  r^^>(^)  =  logKH-log^[^,,^^;_^,^^^^,^^^^j. 

Dans  cette  formule,  K  est  une  constante  et  //  designe,  pour  abreger, 

■'expression 

f=p  J 


ou  entrent  les  conslantes  fondamentales  G/  du  probleme  de  Tinversion, 
etj9  —  I  points  arbilraires  (^y,  Vy),  ainsi  que  les  chemins  d'integra- 
tion  de  u^*\xj),  Le  chemin  qui  mene  de  Torigine  au  point  variable 
[x^y)  est  aussi  arbitraire.  Au  contraire,  les  chemins  d'integration 
de  ii^'^(>3^*^),  ii^'\|<*^)  sont  ceux  qui  onl  6te  indiques  dans  le  numero  pre- 
cedent. De  plus,  on  pent  prendre  a  Torigine  une  determination  quel- 


(*)  Th^se  pour  le  dociorat. 
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conque  du  logarithme;  cela  revient  a  clioisir  convenablement  la  con- 
stanteK.  Cede  determination  ne  pent  changer  que  quand  on  decrit  Tun 

des  lacets(0|^^^),  (0>3^*^).  RemplaQonsdans  la  formule  pr^cedenleo?  elj 
par  >3^*^  ri\^"\  puis  par  §^^\  ^^^"\  et  retranchons  les  deux  resultats  oble- 
nus;  nous  aurons 

et  de  la  meine  fagon 


=  log 


e[w(*HT/^0  —  u^'^C^^^"^)  -f-  //]e[w(0($(A))  _  MtO(r,tA'))  ^  ^.j 


Supposons  que  les  integrales  i^^^^  et  v'^*^  soient  prises  le  long  du  chemin 
du  n°  2,  mais  en  ne  decrivant  pas  les  lacets  logarithmiques  qui  se  pre- 
sentent  tant  dans  les  circuits  que  dans  les  lacets  de  seconde  espece, 
quand  on  les  ramene  de  la  sphere  sur  le  plan;  les  logarithines  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres  des  formules  (7)  et  (8)  auroni  alors 
une  meme  determination,  savoir  le  logarithme  du  module  augmente  du 
produitde  I'argument  par  27ry/~T.Car,  pour  oblenir  la  formule  (7),  par 
exemple,  on  a  a  retrancher  deux  resultats  donnes  par  la  formule  (6), 
et  le  multiple  de  2  TryllT  disparait  dans  la  difference.  11  sulfit  done, 
pour  prouver  Tegalit^  des  premiers  membres  des  equations  (7)  et  (8), 
de  demontrer  Tegalite  des  quantites  soumises  au  logarithme  dans  les 
seconds  membres.  Or,  les  quotients  qui  entrent  dans  ces  seconds 
membres sont  independanls,  commeles  premiers,  des/?  —  i  points  ar- 
bitraires  (iCy,  jy).  Designons  par  (a:),  jy)  les p  —  i  points  qui  forment 
le  residu  d'une  courbe  du  <legre  m  —  3  satisfaisant  aux  conditions  rela- 
tives aux  points  critiques  et  passant  paries/?  —  1  points  (^y*  Jy).  Le 
facteur 

est  egal,  d'apres  le  theoreme  d'Abel,  a 
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En  repetant  le  meme  raisonnement  pour  les  deux  autres  facteurs»  le 
second  quotient  ne  difTere  du  premier  que  par  la  substitution  des  x\  aux 
Xj,  ce  qui  ne  change  pas  sa  valeur.  Posons,  avec  la  restriction  faite  au 
sujel  des  lacets  logarithmiques, 


on  aura 


PREMI6RE  PARTIE. 


Fonction  9^^^ 

4.  Representons  par  ei,6a,  .,.,t^,q  quantites  egales  a  ±:i.  Soit 
un  systeme  de  conslantes  definies  par  les  equations  suivantes  : 

4Hi^=:e,Lij  -he,  L,,  -H.  .  .-f-e^L,^, 


ConsideroQS  la  fonction  de  la  seule  variable  x, 

k  =  q 

e 

Cliaque  terine  est  le  produit  d'une  fonction  9  ordinaire  par  une  expo- 
nentielle.  II  y  a  autant  de  lerines  que  de  groupes  dislincts  de  q  quantites 
rgales  a  dt  i,  c'est-a-dire  2^.  Chaque  lerme  est  caracterise  par  le  sys- 
teme de  valours  que  Ton  donne  aux  e,  et  a  ce  terme  repond  un  systeme 
determine  de^  constantes  H.  Par  exemple,  si  y=:  1,  il  y  a  deux  termes 
seulement;  toutes  les  constantes  H  sont  nulles  et  Ton  a 
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Si  Ton  remplace  dans  la  foncllon  6^^^  les  integrates  m^'\  p^*^  par  des 
variables  independantes  m,,  p^^,  elle  devienl  une  fonclion  holomorphe 
de  cesp-^  q  variables  independantes. 


Fonction  e^;.). 
5.  Nous  definirons  d'abord  la  fonction  e^)  par  regaliie 

le  symbole  D  (oe  designanl  la  derivee  de  la  fonclion  e  par  rapport  a  o^, 
oil  Ton  convient  de  remplacer  les  variables  x  et  jpar  Xj^^\  ^^/^  dans  les 
derivees  des  inlegrales  a^'^  seulement.  La  derivee  par  rapport  a  a?  de  la 
fonction  8  est 

djc      ^     du^^^{x)  dx 

i  =  t 

On  aura  done,  par  definitions 


aw 


D,n,e  =  |;o.^"^"^"(")]. 


*'     dw<'>  {x) 


Nous  definirons  de  meme  la  fonction  6(2)  qui  renferme  deux  inte- 
grates de  seconde  espece  w^^^  et  w^'^^^  par  la  relation 

(9)  e(5,=rivf^)e(,)-HDj.(i)e(,,, 

en  enlendanl  par  D-(2)e(„  la  derivee  par  rapport  a  a?  de  la  fonclion  e(,), 
avec  la  convention  que  Ton  remplace  x  ^\.y  par  X^'^\  *Ql'^  dans  les  derivees 
des  integrates  u^'^  et  de  Cintegrale  w^^K  On  aura,  d'apies  cela, 

Dj.(j)e(|)  =  (v^»)D^(2)e-+-Dj.(i)r(«)e4- ( -^ — \  ^^^e, 
et,  par  suite, 

e^,;  =  fv^»)«'(2)e  H-  iv(»)D.(«)e  +  tv^*)Dj,{i)e  -f-  D^(i)^(j)e  -h  (  -j^  )  ^,,8, 

ou  bien,  en  remplacant  les  notations  D  par  les  termes  qu'eUes  four- 
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Dissent, 


(lO) 


1  1=1  i~\ 

i  -  /»    '■  =  /» 

2j  Z"^''^*'  df/'>^ ()//(')  ^v~5:rA^'- 


/ = I  1=1 


Ce  developpement  nous  apprend  que  la  fonction  6(2)  ne  change  pas 
si  Ton  permule  les  integrales  w^^\  vi^^'^\  ainsi  que  les  periodes  aay,  ai, 
qui  s'y  rapportent.  Le  dernier  term'e  seul  ne  se  presente  pas  sous  une 
forme  symetrique;  mais,  d'apres  la  formule  (4)  du  n®  3,  il  ne  change 
pas  par  la  permutalion  indiquee.  ^ 

Posons  de  meme 


(ii)  e(3)=:t»^f»)e(„-i-D.we 


(j)> 


en  ayant  soin  de  remplacer  xeiy  par  X,^^\  ^^'^  dans  lesderivees  des  inte- 
grales w^'\  qui  deviendront  ainsi  des  periodes  de  w^^\  et  dans  celles  des 
integrales  w^^\  w^'^K  Observons  d'abord  que  la  fonction  e^,)  est  syme- 
trique par  rapport  aux  trois  integrales  m^^*\  tv^^^  w^^^  et  aux  periodes 
qui  s'y  rapportent.  11  resulte,  en  effet,  de  ce  qui  precede  que  Ton  peul 
changer  les  integrales  w^^\  w^^^  sans  changer  6(2)  et  par  suite  e(,).  Pour 
monlrer  que  Ton  pent  permuter  Tinlegrale  w^^^  avec  Tune  des  deux 
autres,  w^^'^  par  exemple,  il  suffit  de  remarquer  que  si,  dans  la  for- 
mule (ii),  on  reniplace  8(2)  par  sa  valeur  tiree  de  la  formule  (9),  on 
arrivera  a  une  expression  qui  aura  en  6(1)  la  meme  composition  que 
la  fonction  (10)  en  6,  et  qui,  par  suite,  sera  symetrique  par  rapport 
aux  integrales  fv^^\  w^^K  En  se  servant  de  la  relation  (10),  on  forme 
d'ailleurs  sans  difQcuUe  I'expression  de  e(,)  par  rapport  a  e  et  aux  trois 
integrales  de  seconde  esp^ce.  On  trouve  ainsi 

-+-  fv(»J  iv(*> Dj,(J)  e  H-  iv^^^  »r(3) Dj,(i)  e  -h  (v(»)  iv(«^ D^d;  6 
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La  symetrie  de  la  fonction  8(3)  est  evidente  en  se  rappelant  la  propriety 
exprimee  par  la  formule  (4)  du  n*'  3.  En  conlinuanl  de  la  meme  fa^on, 
on  formera  une  suite  de  fonctions;  et  Tune  quelconque  d'entre  elles 
aura  pour  expression 

On  fera  voir  que  e^^)  est  symetrique  par  rapport  aux  differentes  inte- 
grates wen  remarquant  que  la  propriele  est  vraie  pour  e(^)  si  on  Tad- 
met  pour  e^^,).  Car,  d*une  part,  on  pourra  permuter  entre  eux  les  in- 
dices 1,2,  ...,r  — i;  ensuite  on  reconnaitra  que  Ton  peut  permuter 
rindice  r  avee  Tun  des  precedents,  r—  i  par  exemple,  en  exprimant 
e^r)  au  moyen  de  la  fonction  B(r-.2).  Remarquons  que  la  variable  x 
n*entre  dans  la  fonction  6(^)que  par  les  integrates  w^'^  servant  d'argu- 
ments  k  la  fonction  e  et  a  ses  derivees  parlielles  par  rapport  aux  m^'^  et 
par  les  integrates  mp'.  Si  Ton  remplace  ces  integrales  par  des  variables 
independantes  w,,  w,,,  la  fonction  Bf^.)  devient  une  fonction  holomorplie 
de  cesp-h  r variables. 

Fonction  e|^*. 
6.  Nous  definirons  d'abord  la  fonction  e|^J  par  la  relation 

D  (0  e^^^  indique  encore  la  d6riv6e  de  8^^^  par  rapport  ^  a?,  oil  Ton  rem- 
place X  ely  par  ^^^\  ?^/^,  mais  seulement  dans  les  d6riv6es  des  inte- 
grales M^'^  et  dans  celles  des  integrales  i'^*^  Ainsi,  en  particulier,  Tex- 
pression  de  eJJJ  est 

r  ^i'^')  -ii/cn  r  /dv^^^\     1 

[«(«("  +  A„)e'      +e(«(o_Au)e  «      J  j^.^m  +  ^-^j^,„J 
On  definira  de  meme  la  fonction  e|JJ  en  posant 
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et  (I'une  fagon  generale 

Djn  e'J^jj  designe  toujours  la  derivee  par  rapport  a  a;  de  la  fonction 

^•(r-i)  ^vec  la  convention  que  Ton  fait  x  =  ^^'^^  y=  ^[''^  dans  les  derivees 
du^    flM*)     di^'(h) 
dx        dx        dx 

Si  Ton  exprime  la  fonction  eJ';J!|  par  rapport  a  la  fonction  e^^^et  aux 
differenles  integrales  w^^\  on  obtienl  evidemment  la  meme  formule 
qu'en  exprimant  la  fonction  Bj^)  par  rapport  a  la  fonction  0  et  aux  inte- 
grales w^^\  II  en  resulte  que  la  fonction  e[^|  est  symetrique  comme  e(^) 
par  rapport  aux  integrales  w'^^'^  et  aux  constantes  qui  s'y  rapporlenl. 
En  regardant  a^'\«'^*\«'^^*^  comme  des  variables  independantes,!/,,  ^^AtW^A* 
la  fonction  0j^|  devient  une  fonction  holomorphe  de  ces/?  -H  y  4-  r  va- 
riables. 

Elude  de  la  fonction  ej';:;  \u^^ .—  G,,  v"^^^  —  g^^.  ^^^^  —  7a]  • 

7.  La  fonction  eJ^J  ne  depend  de  la  variable  x  que  par  les  integrales  des 
trois  especes.  Supposons  que  Ton  suive  les  differents  chemins  qui 
menent  de  Torigine  (a^o,  jo)  a  un  point  analylique  (a?,  y);  ces  inte- 
grales prennentles  valeurs 


i  =  p 


Le  nombre  entier  X^  depend  des  lacets  logarithmiques  (0|^^^),  (0)j^*) 
qu'embrasseie  chemin  considere.  Nous  allons  moAtrer  que  la  fonction 

oil  GngM^yh  designent  des  constantes  quelconques  a  une  infinite  de  va- 
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leurs  que  Ton  obtient  en  multiplianl  I'une  d'entre  elles  par  rexponen- 
lielle  ±e~^  en  posant 


i.-.t  J I 


L'exponenlielle  est  la  memc  que  dans  le  cas  de  la  fonction 
9(a^'^—  G/)el,  sauf  lesignequi  depend, comme  nous  aliens  le  voir,  des 
lacets  logarithmiques,  ne  contient  aucune  trace  des  integrates  de  se- 
conde  et  de  troisieme  espece  entrant  dans  la  fonction  e',)!!. 

Considerons  en  premier  lieu  la  fonction 

Un  lernie  quelconque  de  cette  fonction  est  le  produit  de 

el  „(i)^G,-+-^E,A,, 
par  rexponeotielle 

les  i  ayant  des  valours  determin^es.  Par  le  changement  de  chemin,  la 
fonction  6  se  reproduit  multipliee  par  Texponentielle 

i=p    k=q 
—J—  2  »»i  2   eiAi, 

L'exponentielle  du  terme  considere  se  reproduit  multipliee  par 

k  =  q     (  i  =  P  \ 

I  2    ei(aX|itv^— i-h2  2  "yAt/ ) 

Le  terme  tout  entier  se  reproduit  done  multiplie  par 

•  , *  =  <7 

— jh-*/=^  2  6A* 
e  *  =  * 

*  =  9 

Remarquons  que  le  nombre  entier  V  c^^a  si  Isi  meme  parite  pour  tons 

Ann.  de  l'£c,  NormaU.  a'  Serle.  Tome  XI.  —  Mabs  1883.  1 2 
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les  termes  de  la  fonction  8^^^;  car  si  Tune  desquantiles  e,  6a»  par 
exemple,  prend  la  valeur  -4-  i  au  lieu  de  —  i,  en  passant  d'un  terme  a 
un  autre,  la  somme  en  question  variede  aX*.  H  en  resulte  que  tons  les 
termes  de  la  fonction  8^^^  se  trouvent  multiplies  par  une  meme  expo- 
nentielle  ±e~^ 
Considerons  maintenant  la  fonction 

e;?',[  u^i>  -  G/,  ('(^^  —  gky  ^^'^  —  Yi  ] 

Puisque  la  fonction  8^^^  se  reproduit  multipliee  par  e"'  quand  on 
change  le  chemin  d'integration,  sa  derivee  prend  en  un  meme  point 
analylique  une  infinite  de  valours  representees  par 

Faisant  la  substitutibn  x  =  ^^'\  r  =  SV'  dans  les  d^rivees  des  inte- 
grales  u^'\  f'^*^  on  en  conclut  que  la  fonction  D^o  8^^^  prend,  par  le  chan- 
gement  du  chemin  d'integration,  les  valeurs 

±:  e-*  I  Di;(o  e<^>  —  e(«^)  V  /I; a,/  I • 

D'un  autre  cote,  Tintegrale  «^*^  -  7,  prend  les  valeurs 

«=p 

En  ajoutant  les  deux  r^sultats  et  remarquant  que  les  signes  H-  et  —  se 
correspondent,  on  voit  que  les  termes  contenant  les  p^riodes  a,/  dispa- 
raissent,  et  que  Ton  retrouve  le  produit  de  la  fonction  ejf]  par  I'expo- 
nentielle  ±  e"\ 

Le  modede  demonstration  montre  immediatement  que  la  meme  pro-' 
pri^te  s'applique  a  la  fonction  8^^^^,  car  ayant 

si  Ton  admet  que  la  propricte  est  vraie  pour  8|^_,,,  il  en  sera  de  meme 
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pour  e|^j,  puisque,  d*apres  le  calcul  precedent,  les  periodes  de  Tinte- 
grale  w^''^  disparaissent  du  resultat. 

Infinis  de  lafonction  e;?;[af'^-  G,,«^*^  — ^a»  w'^^  —  lh]- 

8.  Les  fonctions  e  et  leurs  derivees  parlielles  qui  entrent  dans  la 
fonclion  e'^JJ,  ayant  pour  arguments  dcs  integrales  de  premiere  espece 
qui  ne  peuvent  devenir  infinies  pour  aucune  valeur  de  la  variable,  la 
fonction  8'^J  ne  devient  infinie  qu'avec  une  des  integrales  de  seconde 
ou  de  troisieme  espece.  Considerons  d'abord  un  p6le  (?^'^\?,'^').  L'inte- 
grale  w^''^  —  y^.  se  developpe  aux  environs  de  ce  pole  suivant  la  serie 

('3)  _.^_^4.e^^^^4-e;(jr-2:('-))  +  .... 

La  fonction  6j?i,,,  qui  ne  contient  que  les  integrales  w^^'^^,  ...yW^''-^\ 
elant  finie  aux  environs  de  ce  pole,  se  developpe  par  la  formule  de 
Taylor  suivant  la  s6rie 

(i4)   nU^[^'H^''^)-(^n'-]  +  {'^-^''')(^^ 

On  eo  conclut  imm^diatement  que  la  fonction  e|^J  devient  infmie  et  se 
developpe  en  une  serie  dont  le  premier  tcrme  est 

Mais  nous  aurons  besoin  pour  la  suite  dc  calculer  en  outre  le  second 
terme  du  developpement  qui  est  la  valeur  a  laqiielle  se  reduit  le  reste 
de  la  serie  pour  x  =  ^^^K  D'apres  la  formule  (la),  il  faut  d*abord  cher- 
cher  le  terme  independant  de  a?  —  ^^''^  dansle  produit  des  deux  expres- 
sions (i3)  et  (i4)>  puisy  ajouter  le  premier  terme  du  developpement  de 
la  fonction  D^'^)e[JLn.  Ce  premier  terme  s'obtientsimplement  enfaisant 
X  =  Z^'^^y  =  ^T  ^^"s  '^  fonction  representee" par  le  symbole  D^c^);  par 
la  definition  de  ce  symbole,  la  fonction  obtenue  diff^re  de  la  deriv^e  de 
la  fonction  e|J'_,,  en  ce  qu*on  doit  y  faire  partiellement  la  substitution 
indiquee;  en  aclievant  d'operer  cette  substitution  partout  oil  a:  et  j^ 

restent encore,  on.tombeevidemmentsurTexpression  i^j  (o^Jr-ir  Ce 
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lerme  disparail  par  reduction  daos  le  lerme  independant  de  a?  —  5^'^\ 
qui  est  ainsi 

A  cause  de  la  symelrie,  ce  que  nous  venous  de  dire  du  developpe- 
menl  de  e[^^'  aux  environs  du  pole  {i^^^\  Z\''^)  s'applique  k  tous  les  autres 
poles.  Le  developpement  met  alors  en  evidence  une  fonclion  ^[^-t)  fl"* 
conlienl  toutes  les  inlegrales  w'^^—yh,  a  Texception  de  celle  dont  on 
considere  le  pole. 

9.  La  fonclion  e|J!'  devient  encore  infinie  avec  une  integrale  de  Iroi- 
sieme  espece  t'^*^  c'est-a-dire  aux  nq  points  (§^*^  ?**'),  (tq^*^  tq'*').  Au 

point(§^^^§,  ),  rexponentiellee*  devient  infinie,  comme  celaresulle 
(n^l)du  developpement  de  Tintegralet^^*^;  on  pent  la  regarderaux  envi- 

rons  de  ce  point  comme  le  produit  de  {x  —  ^^*^)  ^  par  une  fonction  finie 
et  developpable,  suivant  les  puissances  entieres  positives  dear  — ^^^^ 

L'exponentielle  e  -*      pent  elre  regardee,  aux  environs  du  meme  point* 

j_ 
comme  le  produit  d'une  telle  fonction  par  le  facteur  (a;  — §^*^)s  et  par 

suite  s'annule  avec  le  facteur  a;  —  ^^*^  En  se  reportant  a  la  definition  de  la 

fonction  8^^^  on  voit  que  la  moitie  des  termes  de  cette  fonction  s'annu- 

lenl,  savoir  tous  ceux  pour  lesquels  €^=  —  i.  Les  autres  termes,  pour 

lesquels  6^^==  +  i,  deviennent  infinis  avec  rexponentielle  e^  ,  et  la 
fonction  eJ^J  pourra  elre  representee  elle-meme  par  le  produit 

M  elant  une  fonclion  finie  el  developpable  suivant  les  puissances  en- 
tieres positives  de  j?  —  4^*^ 

On  verra  de  la  meme  fa^on  que  la  fonction  Q[l\  devient  infinie  au 
point  {r)^''Kri\^')  et  pent  se  representer,  aux  environs  de  ce  point,  par 
Trxpression 

la  fonction  N  elanl  finie  et  developpable  suivant  les  puissances  entieres 
positives  de  x—  ri^^K  Mais  les  termes  qui  deviennent  infinis  sont  ceux 
pour  lesquels  e*  =  —  i ;  les  autres  s'annulent  pour  x  =  >3^*\  y  =  yj  ,*' . 
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Zeros  de  lafonction  e'j;  [w^'^  -  G„  v^'^  -  g,.  w^^^  -  7^ J . 

10.  Theoreme  I.  —  La  fonction  Q\l][u^'' —  Gi.v^^^ -  gk^  w^"' —  ^ih] 
admetp  4-  y  -4-  r  zeros. 

La  fonction  se  reproduit,  multipliee  par  une  exponentielie,  quand 
on  change  le  chemin  qui  va  du  point  initial  [x^.y^)  au  point  (^,7). 
On  pent  done,  sans  modifier  le  nombre  des  zeros,  astreindre  la  va- 
riable a  rester  a  Tinterieur  du  contour  simple  dont  il  a  ete  question 
dansle  n**  3,  et  le  nombre  cherche  sera  le  quotient  par  2'k\/—  i  de  la 
sofnme  des  inlegrales 

/-O 

prises  le  long  de  ce  contour. 

Les/72  fonctions  elant  holomorphes  a  Tinterieur  du  contour,  on  voit 
d'abord  que  le  rayon  0/,  parcouru  successivement  dans  deux  sens  dif- 
ierenls,  donne  des  integrales  qui  se  detruisent.  Les  memes  fonctions 
elant  finies  pour  une  valeur  infinie  de  x,  on  voit  aussi  que  le  grand 
oercle  du  contour  donne  une  integrale  nulle.  11  reste  done  a  chercher 
ce  que  donnent  les  difTerentslacets,  qui  sont  parcourus  iei  dans  le  sens 
negatif. 

Pour  un  lacet  (el  que  0§^*^  il  sufflt  de  tenir  compte  de  la  partie 
donnee  par  le  petit  cercle;  car,  en  appelant  m'  et  m  deux  points  op- 
poses sur  le  bord  de  gauche  el  sur  le  bord  de  droite  de  la  coupure  0?^''^ 
la  partie  de  Tintegrale  relative  a  la  droite  0^^^^  parcourue  dans  les 
deux  sens  est 

(,5)  rrfiog(e,'/;),„.-  /'^iog(e;v;),«=  /"r/log  J^ft^'- 

Or,  quand  on  passe  du  point  m'  au  point  m  en  suivant  le  lacel,  la  fonc- 
tion 6[^|  ne  fait  que  changer  de  signe.  Car  les  integrales  des  trois 
especes  reprennent  leur  valeur,  sauff^*^  qui  augmente  de  in\J—  i ;  tous 

les  tcrmes  de  la  fonction  contiennent  en  facteur  soit  e-     ,  soil  e  '^ 
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el  par  suite  se  trouvent  multiplies  par  —  i.  U  est  clairque,  s'il  s'a- 
gissait  de  la  fonction  Q(r)f  oil  n'entrent  pas  d'integrales  de  troisieme 
espece,  cette  fonction  aurait  la  nieme  valeur  sur  les  deux  bords  de  la 
coupure.  Dans  tous  les  cas,  Tintegrale  (i5)  est  nulle  pour  les  deux 
parties  de  la  droile  O^^^K  L'integrale  relative  au  petit  cercle  du  meme 
lacetest  (n^9) 

La  premiere  partie  est  nulle,  puisque  M  est  finie  pour  0?=.?^*^;  la 
seconde  est  egale  a  n^—  i. 

On  verra  de  la  meme  fagon  que  les  deux  bords  d'une  coupure  Oyj^*^ 
donnent  une  integrale  nulle,  et  que  le  petit  cercle  du  lacet  donne 
71  v^—  I.  On  trouve  ainsi  pour  Tintegrale  relative  a  Tensemble  des 
27lacelsO?(*\  Ori^'^ 

2Tzq  \J —  I. 

Consid6rons  un  lacet  0?'^^  relatif  ^  un  pole.  La  droite  0?^*^  donne  a 
Taller  et  au  retour  des  integrales  qui  se  detruisent,  puisque  toutes  les 
integrates  des  trois  especes,  sans  exceptor  w^''^  et  par  suite  aussi  la  fonc- 
tion 0[J!J,  reprennent  leurs  valours  quand  on  passe  du  point  m'  au  point 
m  en  suivant  le  lacet.  L'integrale  relative  au  petit  cercle,  decrit  dans  le 
sens  negalif,  est  egale  a  2;r\/—  i;  cela  resulte  immediatement  du 
developpement  de  la  fonction  e^JJ  et  de  l'integrale  w^^^  aux  environs  du 
pole.  Les  r  lacets  polaires  donnent  ainsi  pour  l'integrale 


2irri/—  1. 


Considerons  enfin  un  lacet  (a)  relatif  a  un  point  critique.  Le  petit 
cercle  du  lacet  donne  une  integrale  nulle,  puisque  la  fonction  e^JJ  reste 
finie  aux  environs  du  point  correspondant.  Cherchons  les  valours  de  la 
fonction  sur  les  deux  bords  opposes  de  la  coupure  en  m'  et  m.  Appe- 
lons  a"'  ^,  i'if'  ^,  ^^^^^i  '®^  valours  en  m  des  integrales  des  trois  especes 
quand  on  suit  le  chemin  compose  des  lacets  fondamentaux  de  seconde 
espece  conduisant  de  la  racine  initiale^o  a  la  racine/a  ^>  sivec  laquelle 

commence  le  circuit  contenant  le  lacet  binaire  (a)^?^»,  cbemin  suivi 
des  lacels  composant  la  premiere  partie  de  ce  circuit  jusqu'en  m. 
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Solent  maintenant  u^'\  v'^^\  w'J:^^  les  valeurs  de  ces  memes  inlegrales 
en  m'  quand  on  suit  le  chemin  compose  des  lacets  fondamentaux  de 
seconde  espece  conduisanl  de  la  racine  j^  ^  I^  racine  y^  ,  avec  laquelle 
commence  le  circuit  qui  contient  le  lacet  binaire  (a)^^^\  suivi  des 
lacets  qui  composent  la  premiere  partie  de  ce  circuit  jusqu*en  m\  Ces 
valeurs,  considerees  deux  h  deux,  etant  celles  des  integrales  en  un 
meme  point  analytique,  leur  difference  est  une  periode  de  rinlegrale 
correspondanle.  Mais  nous  avons  vu  (n*^  7)  que,  quand  on  va  du  point 
m'  au  meme  point  analytique  lUj  en  suivant  un  chemin  quelconque,  le 
rapport  des  valeurs  que  prend  la  fonclion  0j^,'  en  m'  et  en  m  est  une 
exponentielle  qui  ne  contient  plus  de  traces  des  integrales  de  seconde 
et  de  troisifeme  espece.  Supposons  qu'on  ait  exprime  en  fonction  des 
periodes  normales  la  periode  de  seconde  espece  de  Tintegrale  u^'\ 
relative  au  cycle  simple  de  seconde  espece  qui  contient  le  lacet 
binaire  (a')«^*  (*)»  ^^  trouvera  ainsi,  pour  le  rapport  des  valeurs  de  la 
Tonction  e[JJ  en  m!  el  en  m,  rexponenlielle 

i=p  i^p  f=p 

±:e    '"*  ^^^  '"* 

La  differentielle  du  logarithme  de  ce  rapport  est 


i-p 

-I 


nidu-:i^' 


G'est  le  meme  resultat  que  dans  la  recherche  du  nombre  des  zeros  de 
la  fonction  e[a^'^—  G,];  les  nombres  entiers  n,  onl  les  mSmes  valeurs, 
et  Ton  est  ramen^  a  un  calcul  connu  (^).  Ajoulons  seulement  que  les 
lacets  0§^*^  0>3^*\  0^^*^  n'ont  aucune  influence  sur  la  partie  relative 
aux  points  critiques^  puisque  le  coefficient  diff'erentiel  reprend  ^  la  fin 
d'un  de  ces  lacets  la  valeur  qu*il  avait  k  Fentree.  L'ensemble  des  lacets 
des  points  critiques  donne  done  Tiotegrale 

2/>7t  y/ —  I. 

Le  nombre  des  zeros  est  doncp  -+-  y  -h  r. 


(*)  Briot,  ThSorie  ties  fonctions  abelienncs^  p.  126. 
(*)  Ibid.^  p.  127. 
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1 1 .  TuEORfeME  II.   —   Les  p-hq  -hr  zeros  de  lafonction 

sat  is  font  aux  iquations 

^      £/(0(.r,.)-(;,  =  C,     (/=r,2,...,/>),- 


/  =  1 


7=1 

^^5  quantites  C/,  Da»  E^  ^o/i^  rfe^  constantes^  et  le  signe  ^  indique  que 
ron  doit  ajouter  aux  seconds  membres  des  multiples  quelconques  des 
periodes  relatives  aux  integrates  quijigurent  dans  les  premiers  membres. 

Considerons  la  fonction  de  x 

Oil  le  numerateur  du  rapport  qui  est  soumis  au  logarithme  iie  diflere 
du  denominateur  que  par  le  changement  des  constantes  G|,  g^f  7a  en 
d'autres  constantes  quelconques  G],  g^,  y'^.  Nous  designerons  par 
[xj^yj)  les  p-i-q-^r  zeros  do  la  fonction  e[^J  du  numerateur.  Les 
deux  fonctions  e|^|  deviennent  infinies  pour  les  mSmes  valeurs  de  la 
variable;  leur  rapport  est  fini  pour  ces  valeurs.  II  en  resulte  que  la 
fonction  R  ne  devient  inBnie  qu*aux  points  (^yij}),  i^j^yj)*  qui  sont 
des  points  critiques  logarithmiques.  Nous  supposerons  ces  points 
reunis  deux  a  deux  par  des  lacets  doubles  (*),  et  nous  chercherons 
d'abord  la  valeur  de  la  somme  des  integrates. 


/-  • 


Brtot^  Theorie  des  fonctions  abtfliennes,  p.  i33. 
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oil  u^^^  designe  Tune  quelconque  des  integrales  de  premiere  esp^ce,  Ic 
long  du  contour  simple  deja  considere  precedcminent. 

La  fonction  R  ctant  finie,  ainsi  que  I'integrale  u^^^  pour  x  iotini,  la 
grande  circonference  du  contour  donne  une  inlegrale  nulle.  Gliacune 
des  fonctions  R^  et  Ui  etant  monotrope  dans  rinlerieur  du  contour,  la 
droite  0/,  parcourue  successivement  dans  les  deux  sens,  donne  des 
integrates  qui  se  detruisent. 

Les  lacels  (0§^*^),  (Oiq^*^),  (0?^^^)  donnent  tous  une  integrale  nulle; 
car,  pour  les  deux  premiers,  les  deux  fonctions  e|^,'  reprennent  sur  le 
bord  de  droite  de  la  coupure  correspondante  une  valeur  6gale  et  le 
signe  contraire  k  celle  qu*ils  avaient  sur  le  bord  de  gauche  (n^  10). 
S'il  s'agit  d'un  lacel  (0?^^^),  les  deux  fonctions  reprennent  la  meme 
valeur  sur  les  deux  bords.  II  en  est  de  meme  relativement  a  tous  les 
lacets  pour  la  fonction  e^^).  Dans  tous  les  cas,  la  fonction  R  reprend  la 
meme  valeur  quand  on  passe  d'un  bord  k  Tautre  de  la  coupure  en 
suivant  le  lacet.  Quant  au  petit  cercle  du  lacet,  il  donne  une  integrale 
nulle,  puisque  la  fonction  R  et  I'integrale  u^^^  restent  finies  au  point 
correspondant. 

Un  des  lacets  doubles  [xj,  x'j)  donne  pour  I'integrale  (* ) 

^i  I'inlegrale  fournie  par  les/?  +  9  +  r  lacets  analogues  est 


/  =  I 


II  faut  maintenant  evaluer  la  partie  de  I'integrale  relative  aux  lacets* 
des  points  critiques  algebriques.  Soit  (a)  un  lacet  sur  lequel  se  per- 
mutent  p  racines :  ce  lacet  donne 


'-=/      ^a  ^ZI      ^a  f^P 


Les  indices  a^,  oc^t  ayant  la  meme  signification  que  dans  le  numero 


(*)  Briot,  T/i^ne  ties  fonctions  abeiie/Mes,  p.  i36. 

Jnn.  dc  I'te.  liormale,  i*  Serie.  Tome  XI.  —  Mars  i88a.  I  3 
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precedent  La  difference  Rl  —  Ra^^est  Ic  logarithme  du  quotient  de 
deux  rapports  que  j'appelle  pour  un  moment  T'  et  T.  Le  premier  T'  est 
le  quotient  des  valcurs  que  prend  la  fonction  e[J!J,  dont  les  constantes 
sontaccentuees  en  deux  points  opposes  m'et/n  dela  coupure  Oa\  nous 
avons  vu  (n°  10)  que  ce  rapport  est 


t  =  /i   ;  =  /' 


Le  rapport  T  est  de  meme 


T=±< 


i^p  i  =  p    J     p 


Les  deux  signes  de  T'  et  T  se  correspondent;  car  ce  signe  depend  seule- 
ment  de  la  fai^on  dont  les  lace(s  logarithmiques  entrent  dans  les  circuits. 

Le  rapport  y  ^st  egal  a 


'/«,(g;— G.) 


On  aura  done,  en  profitant  de  la  remarque  faite  par  M.  Brioi  (*), 

i  =  \ 

i]e  resullat  est  identique  a  celui  que  Ton  trouve  dans  le  cas  des  tone- 
tions  8;  les  nombres  entiers  rii  ont  les  memes  valeurs  que  dans  ce  cas 
particulier.  Nous  en  concluons  que  la  partie  relative  a  Tensemble  des 
lacets  {a)  est 

_2^^r— (g;-g,). 


En  divisant  par  ^Try  — i.  on  obtient  lesp  premieres  equations  qu'il 
s'agissait  d'etablir.  Par  la  suppression  des  coupures,  on  retablit  les 
periodes  que  comporte  le  signe  ^  dans  ces  equations. 

{»)  Loc.  ci(,,  p.  i35. 
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12.  Passons  a  la  demonstration  desrdernieres  relations.  Elle  resulte 
de  revaluation  de  la  somme 

1  =  0 

le  long  du  mfime  contour  que  ci-dessus.  Les  lacets  (0§^*^),  (Oyj^*^) 
donnent  encore  une  integraie  nuUe.  II  en  est  de  meme  des  laceis 
(0?^^^),  a  I'exceplion  du  lacet  (0?^'^),  dont  le  petit  cercle  donne  une 
integraie  differente  de  zero.  Or  on  a 

divi')  I 


dx         (^-^  C^'O*         '  ^  ••• 

L'inlegrale  relaiive  au  petit  cercle  parco.uru  dans  le  sens  negatif  est  le 
produit  de  —2n\/—r  par  le  residu,  lequel  s'oblient  en  faisant 
X  =  ^^^\  y=  ^/'  dans  la  derivee  de  R.  Mais,  d'apres  la  definition  de  la 
fonction  R,  on  a 

^'^^       ^  =  ^iogej7;[«(')-G;,..0-^ioge|?;[,/<o_G,,...]. 

Les  deux  fonctions  e[^^'  deviennent  infinies  pour  x  =  i^^^K  Appelons 
pour  un  instant  ^{x)  une  fonction  qui  devient  infinie  pour  oo  =  ^f'^  et 
se  developpe  suivant  la  serie 

cl>(^)  =  --^^  4- IJI,  4- e(a: -!;<'>)-+-...; 
on  aura 


et,  par  suite,  en  faisant  le  quotient  des  deux  developpements, 

,^log*(^)  =  -^-^ +  -+... 

II  resulte  de  la  que  le  terme ^^^y^^  disparait  dans  le  second  niembre 

d^  requation(i6).Ce  second  menobre  se  reduit,  pour  a?  =  ^^'\  a  la  diffe- 
rence drs  termes  ~>  qu'il  s*agit  inainlenant  d'obienir.  Or  il  resulte  du 
n°  8  que  la  fondion  e;?!,,[w'^(?^'J)  —  G^, . ..],  ou  entrent  loules  les 
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integrales  de  seconde  espece  ditlerenles  de  i^'\  disparail  dans  le  rap- 
port ^  qui  se  reduit  ^  y,-  ^^  ct  que  la  fondion  e;^i,,[a('^(?^'^)  -  G/,...  | 

disparait  dans  le  second  rapport  -£  qui  se  reduil  h  7^  —  e^.  Le  residii 

de  (j—)  ^  est  done  egal  a  7^—  70  el  Tintegrale  relative  au  lacel  (0?^' ; 

est  egale  a  —  2;:  \/  — 1(7^— 7J. 

Les  p-^  q  +  r  doubles  lacels  donnent,  comme  precedemment, 


2,rv^-i       ^      [«'^'(^})-i''^'U^y)]. 


i  =  \ 


L*ensemble  des  lacels  relatifs  aux  points  critiques  [a)  donne  unc 
integrate  nuUe;  car  le  calcul  est  identiquement  le  meme  que  pour  la 
fonction  e(a^'^  — G,),  et  Ton  aura  a  evaluer  urie  somme  donnee  par  la 
fonnule  (a5),  page  137  de  I'Ouvrage  de  M.  Briot,  avec  la  seule  diffe- 
rence que  rintegrale  de  premiere  espece  w^'^  est  remplacee  par  Tinte- 
grale  de  seconde  espece  w^^K  Cette  somme  se  compose  de  deux  parlies 
donl  la  seconde  est  nulle  identiquement,  les  entiers  /i,  ayant  les  memes 
valeurs  que  dans  le  cas  de  la  fonction  8;  la  premiere  est  aussi  nulle» 
parce  que  touies  les  periodes  normales  d'indice  impair  de  Tinte- 
grale  w^^^  sont  nulles.  En  divisant  le  resultat  de  rintegration  par 
2ny/  —  I,  on  obiient  les  r  equations  qu*il  s'agissait  d*elablir. 

13.  II  nous  reste  a  demontrer  les  q  Equations  intermediaires  qui 
resultent  de  revaluation  suivant  le  meme  contour  que  precedemment 
de  la  somme 


y  R/e/i>/». 


11  est  clair  que  les  lacels  (0^^^^)  donnent  une  integrale  nulle,  ainsi  que 
les  lacels  (0§^*^),  (0>?^*^),  a  i*exception  des  deux  lacets  pour  lesquels 
i  =  t. 

Lesp  +  q  -hr  doubles  lacets  donnent,  sans  dilficulte,  Tintegrale 
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Le  resuUat  relalif  aux  lacets  (a)  des  points  critiques  algebriques  n'est 
encore  nullement  affecle  par  la  presence  des  lacets  precedents.  L'en- 
semble  de  tons  ces  lacets  donne  une  integrale  nulle  pour  la  mfime 
raison  que  dans  le  cas  de  Tintegrale  de  seconde  espece. 

Le  lacet  (0|^'^),  parcoiiru  dans  le  sens  negatif  comme  il  Test  dans  le 
contour,  donne  27rV^TR(?^'0;  'e  lacet  (O>3«'0  donne  de  meme 
—  27rV  —  I  R(>3^'')'  Nous  avons  done  a  chercher  la  valeur  de 
2;ryCri[R(W)-R(^w)],  c'est-a-dire  de 

D'apres  la  loi  de  formation  des  fonctions  ej^,\  chacun  des  termes  de 
cette  fonclion  contienl  une  exponentielle  oil  entrent  comme  exposants 
les  q  integrates  de  troisieme  espece  soit  avec  le  sigue  4-,  soit  avec  le 
signe  — .  Quand  on  fail  x  =  ?^'^7=  ?'/',  tous  les  termes  pour  lesquels 
a^=  — I  s'annulent;  tous  ceux    pour  lesquels   £^=-+-i   deviennent 

infinis  avec  rexponenlielle  e^*'  .  De  meme,  quand  on  fait  a?  =  TQW, 
Y  =  n^^\  les  termes  pour  lesquels  6^  = -hi  s'annulent;  ceux  pour 
lesquels  c^  =  —  i  deviennent  infinis  avec  e  ^^^  •  Le  double  rapport  qui 
figure  sous  le  logarithme  dans  Texpression  (17)  a  une  limite  finie  que 

Ton  obtient  en  supprimant  Texponentielle  c^*'  dans  tous  les  termes 
differenls  de  zero  du  rapport 


-i.^'> 


et  Texponentielle  e"^      dans  les  lermcs  difierents  de  zero  du  rapport 

e;;ir«(0(7)(^))-^ri,,...] 

puis  faisant  le  produit  des  resultats.  L'integrale  v^'^  entrant  partout  ac- 
compagnee  de  la  conslanle  —gt  ou  bien  —  g^,  on  voit  que  Ton  pourra 

mettre  en  facteur  e"^^  dans  tous  les  termes  du  numeraleur  du  rap- 

port  (18)  et  e'^^dans  ceux  du  denominaleur.  De  la  mSme  fagon,  on 

pent  mettre  e'^^  en  facteur  au  numirateur  du  rapport  (ig)  et  e^  '  au 
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(lenominateur.  En  faisant  le  produit,  on  aura  a  mullipiier  le  fac- 
•leur  e'^s'r^i^  par  un  rapport  analogue  a  celui  de  I'expression  (17), 
mais  oil  les  exponenlielles  des  difTerents  termes  ne  contiennent  plus  ni 
I'intcgralc  f'^'^  ni  Ics  constantes^,,  g^.  Nous  conviendrons  d'indiquer  la 
suppression  de  ees  fiicteurs  par  la  lettre  /,  placee  au-dessous  de  la  carac- 
lerislique  0J.  Reunissons  maintenant  les  fonclions  qui  renrermenl  les 
niemes  conslantes,  el  nous  aurons  a  chercher  la  valeur  du  produit  des 
deux  expressions  suivanles 


Nous  allons  voir  que  ces  rapports  sont  egaux  tous  les  deux  a  -h  1  ou 
bien  a  —  i,  en  faisant  intervenir  les  conslantes  H^  qui>  jusqu'a  present, 
n'ont  joue  aucun  role.  Nous  ferons  d'abord  la  demonstration  pour  la 
fonction  &^\  puis  nous  verrons  que  la  loi  de  formation  des  fonc- 
lions ©J^,'  laisse  entierement  subsister  la  meme  consequence. 

14.  Considerons  done  Texpression 

(20)  I 

t 

Un  terme  quelconque  du  numerateur  repond  a  des  valours  donnees 
arbitrairement  aux  e,  sauf  e^,  qui  est  egal  a  —  i ;  ce  terme  est  le  produit 
de  la  fonction 

(21)  e[a('") (t/'))  —  G,H-  £1  A,/  -4- ... -4-  e^ii  Ai-,i—  ka-V  £/+,  A,.^,,-  4- ...  4-  £^  A,,,] 

par  une  exponenlielle  donl  Texposant  est 

(22) 
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Faisonscorrespondrea  ce  lerme  celui  du  denominateur  pour  lequel 
les  I  ODtla  meme  valeur,  sauf  e^  qui  a  necessairement  la  valeur  +  i. 
Ge  terme  sera  le  produit  de  la  fonction 

par  rexponentielle  dont  Texposant  est 

LesFonctions  0  de  ces  deux  termes  sont  les  mfimes,  en  vertu  de  la  for- 
mule  (i)  du  n^  2.  Cherchons  maintenant  la  difference  desexposants(a2) 
et  (24).  Les  conslanles  g^,  ..  •♦  g^^-^M  ...,  ^^  disparaissent.  La  quan- 
tite  H^,  qui  ne  depend  pas  de  £^,  est  la  meme  pour  les  deux  termes 
et  donne  —  H,  dans  la  difference.  La  quantite  H,  a  dans  les  deux  ex- 
posants  des  valeurs  qui  different  par  le  terme  contenant  e^ ;  la  diffe- 
rence est  —  -  L,f,  en  sorte  que  Ton  trouvera  dans  la  difference  des 
deux exposanls  —  7  €i  L^^ .  On  en  conclut  que  les  termes  H  donnent  dans 
la  difference  des  exposants 

On  sait  (n""  4)  que  Ton  peut  permuter  les  indices  des  L,  ce  qui  permet 
de  reduire  I'expression  precedenle  a  —  2H^.  Pour  evaluer  la  partie 
qui  provient  des  inlegrales  f'^*^,  il  faut  remarquer  que  Texpression 
(;(A)^^(0)  __  (;(A)^^(0)  n'esl  pas  necessairement  egale  a  L^^,  a  cause  des 
lacets  logarithmiques  qu*on  a  eu  a  decrire  dans  le  contour  d'integra- 
lion.  Nous  poserons  done 

f^t  etant  un  nombre  entier.  Nous  trouverons  ainsi,  pour  completer  la 
difference  des  deux  exposants, 

i  (ei  Lu  -f- . .  .  -h  ti-i  Lt  .-,,1 4-  £|+i  Li^-,,1  -f- .  .  .  4-  e^  L^,) 
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La  premiere  parenthese  donne  4H,;  la  seconde  est  un  nombre  entier 
qui  conserve  evideininent  la  meme  parite  pour  tous  les  termes.  Ainsi, 
a  un  terme  quelconque  du  numerateur,  dans  le  rapport  (^o),  corres- 
pond un  terme  ^gal  dans  Ic  denominaleur,  ou  bien  on  retrouve  au  de- 
nominateur  tous  les  termes  du  numerateur  changes  de  signe. 

Le  meme  raisonnement  s'applique  au  rapport,  qui  se  d^duitdu  rap- 
port (20)  en  changeant  (^1,  gk  en  G|,g^.  Les  nombres  enliers/ne  de- 
pendent pas  de  ces  constantes;  les  deux  rapports  seront  done  egaux 
tous  les  deux  a  -h  1  oii  a  —  1 . 

Remarquons  aussi  qu'on  aurait  pu  se  dispenser  de  tenir  compte  des 
lacets  logarithmiqueS;  puisqu'en  definitive  il  s^agit  de  trouver  ce  que 
devient  la  fonction  R  aux  points  (|^'^  ^^/'),  (>3^'\  >3^/'),  et  qu'elle  n'est  pas 
alteree  evidemmeat  par  leslacets  (0?^*^),  (0>3^*').  Cest  ce  que  nous  fe- 
rons  dans  ce  qui  suit. 

15.  Considerons  maintenant  la  fonction  ej^J.  DansToperation  D^me^^^ 
il  nous  faut  distinguer  ici  les  termes  que  Ton  obtient  en  prenant  la 
derivee  de  chaque  terme  de  la  fonction  6^^^  par  rapport  a  Tintegrale  v^^K 
D*aprfes  la  signification  du  symbole  D^d),  on  trouve  ainsi  le  produit  du 

terme  primitif  par  =±^  - (  -^  )    >  selon  que  ce  terme  repond  Ji  e^  =  d:  i . 

Nous  pourrons  representer  I'ensemble  de  ces  termes  par  Texpression 


Quant  aux  autres  termes  fournis  par  Toperation  D^die^^^  nous  les  d^si- 
gnerons  maintenant  par  le  symbole  A^^dB^^^,  en  sorte  que  la  fonction 


e|f,  sera 


II  faut  demoQtrer  que  le  numerateur  et  le  d^nominateur  du  rapport 

e<?;[«(')(V«)-G,,...] 


(q5) 


e|?{[a(«(5W)-G,-,...] 
sont  egaux  terme  a  terme. 
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Occupons-nous  d'abord  de  I'operalion  A^(i)e^^.  Prenons  un  (erme  de 
la  fonction  e^^^ponr  lequel  €^=  — i;  c'esl  le  produit  d'une  exponen- 
tielle  par  une  fonction  8;  on  peul  y  differenlier  soil  la  fonction  0,  soil 
une  inlegrale  v^^\  k  etant  different  de  /.  Dans  le  premier  cas,  on  trouve 
le  produit  de  rexponentielle  primitive  par  la  somme  des  p  derivees 
partielles  de  cette  fonction  9  mullipliees  respectivement  par  les  deri- 
vees (  -^—  j  ^  »  c'esl-a-dire  par  les  periodes  a,,.  Ayant  supprime  le  fac- 

t«ur  e"'^"  ~^'^et  remplacea?  et  jparvj^'^  Wl\  nous  obtiendrons  ainsi 
p  termes  determines  appaHenant  au  numeraleur  du  rapport  (^iS).  L'ex- 
ponentielle  commune  a  ces  termes  est  de  la  forme  {22)  et  les  argu- 
ments des  derivees  partielles  de  la  fonction  B  sont  ceux  de  la  fonc- 
tion (2i),  Or,  il  existe  dans  la  fonction  e^^^  un  autre  terme  qui  ne 
differe  du  premier  que  par  le  changement  de  e^  =  —  i  en  £,=  -+-  i;  une 
operation  analogue  a  la  precedente  fournira/?  teruies  appartenant  au 
denominateur  durapporl  (aS).  L'exposantde  Texponenlielle  commune 
a  ces  termes  est  de  la  forme  (^4)»  ^t  les  derivees  pariielles  de  la  fonc- 
tion e  ont  pour  arguments  ceux  de  la  fonction  (^3).  Ces  deux  series  de 
p  termes  sont  les  memes  d'apres  le  numero  precedent. 

Dans  le  second  cas,  on  differentie  une  integrate  ^^*^;  on  reproduit 

ainsi  le  terme  primilif  de  la  fonction  9^^^  multipli^e  par  -  (-^)  ,/ 

Les  deux  termes  de  la  fonction  e^^^  qui  ne  ditlerent  entre  eux  que  par  le 
signe  de  e^,  fourniront  encore  deux  termes  egaux. 

Passons  maintenant  aux  termes  differents  de  ceux  que  Ton  obtient 
par  Toperation  A^^).  En  remarquant  que  pour  x  =  yj^'^  tons  les  termes 
dee^^^  pour  lesquels  6^=  -f-  j  s'annulent,  on  voit  qu'il  faudra  ecrire  au 
numerateur  du  rapport  (25)  Texpression 

et  au  denominaleur 

[«.(.)(5u.)_,.^l(^^'^Je(n«'"(5-'0-(i,v..]. 
Les  fonctions  B^^'  de  ces  deux  expressions  sont  egales;  quant  a  leurs 

jinn,  de  Vt.c.  Normale.  a*  Sorie.  Tome  XI.  —  Ayril  i88a.  14 
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coefficients,  ils  soiU  egaux  en  vertu  de  la  formule  (5)  du  n**  3.  Ainsi  le 
rapport  (25)  est  egal  a  h-  i . 

Supposons  que,  ayant  forrne  les  termes  fournis  par  Toperation  Aj;n', 
on  les  soumetle  a  Toperation  indiquee  par  le  syinbole  A^(s),  puis  qu*on 
fasse  sur  ces  nouveaux  tenncs  Toperalion  ^^(3%  el  ainsi  de  suile.  Le 
raisonnement  qui  precede  montre  que  Ton  arrivera  dans  tous  les  cas 
a  une  fonclion  jouissanl  de  cette  propriete,  qu'en  faisanl  d'une  part 

X  =  n^^\  y  =  r^^[\  el  divisant  tous  les  termes  par  e"^^'"  ~^'\  et  en  fai- 
sant  d'aulre  part  a:  =  §^'\  y  =  |^/',   puis  divisant  tous  les  termes  par 

gi(»'  -^t)^  les  deux  resultals  oblenus  sont  egaux.  La  meme  propriele 
subsisle  pour  les  lermes  que  I'on  obtient  en  effecluant  cette  serie  d'ope- 
ralions  sur  les  autres  lermes  de  GJ^l,  savoir 

I  fdv^'^X 

(i,.(«)  —  Y  )  e^^)  -^  -  (  — -  )     /  e^^^  —  e^-y^  \ . 
Car  on  obliendra  d*abord,  par  la  differentiation  de  iv'^  les  deux  lerints 

puis  deux  expressions  que  Ton  peul  ecrire 

h  leltre  /  placee  sous  le  signe  Aindiquant  toujours  la  suppression  du 

facleur  e  ^  .  Ces  expressions  sont  cgales,  d'apres  ce  qui  a  ele  dil 

plus  haul.  On  en  conclut  immediatement  que  les  resultats  trouves 
pour  la  fonclion  e|^J  s'etendent  a  la  fonclion  ej^J,  et  successivement  a 
loules  les  fonclions  ej^|.  En  resume,  la  valeur  de  Tintegrale  (17)  est 
—  271  sj—  ^[g\^  gt)f  ce  qui  demontre  les  q  equations  intermediaires. 

16.  Theorkme  IIL   —  fM  fonction  e|^|(£i/,  ♦'At  "'a)  de  p -^  q -^  r  va- 
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riahlt's  independantes  est  paire  ou  impaire  sidvant  que  le  nomhre  r  est 
pair  ou  impair. 

On  sail  que  la  foncllon  6  de  ^  variable*  independantes  est  paire. 
II  resulte  do  Fa  serie  qui  definil  cetle  fonction  e  que  sa  derivee  parlielle 
par  rapport  a  Tune  des  variables  est  impaire,  qu'une  nouvelle  difle- 
ronlielle  parlielle  donne  une  fonction  paire  et  ainsi  de  suiic.  Cede 
remarque  rend  la  proposition  evidenle  pour  la  fonction  e^;.).  Conside- 
rons  inainlenant  la  fonction  0^^^  definie  par  la  sonime 


e    '-' 


Un  lerme  quelconque  s*obtient  quand  on  donne  aux  e  des  valeurs 
deternDinees.  En  changeant  dans  ce  terme  le  signe  des  ///  et  des  ^a,  il 
est  aise  de  voir  que  Ton  obtient  un  autre  terme  de  la  fonclion  repon- 
dant  a  un  changement  de  signe  de  fous  les  s  dans  le  lerme  donne.  On 
a,  en  eflet,  la  fonction  0  etant  paire, 


Quant  a  rexponcnlielle,  elle  devient,  par  le  changement  de  signe 
des  i^^, 

k=fi  k  =  g 

-J    1    ek*'k-i-{    1    <»H4 


A=i  A=l 


ce  qui  revient  bieo  au  changement  de  signes  de  tous  les  e,  puisque  tons 
les  termes  de  H^  contiennent  un  e  en  facleur.  Ainsi  la  fonction  6^^^  est 
paire.  On  voit  immediatement  que  Toperalion  D^o  faite  sur  e^^^  donne 

One  fonction  impaire On  en  conclut  le  iheoreme  enonc^  pour  la 

fonction  e|^|  qui  a,  par  rapport  a  0^^^  et  aux  variables  w,^,  la  meme 
composition  que  0(;.,  par  rapport  a  0  et  a  ces  memes  variables  w,^. 

17.  Theoheme  IV.  —  On  peut  determiner  les  constantes  G,,  g/^,  y^ 
de  /agon  que  la  fonction  0l?|(ei^'^  —  G„  v'*"^  —  gk,  w'^^^  —  y/^)  admette 
p  -^  q  -h  r  zeros  donnes  arbitrairement. 
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Soient  {jcj,yj)  p -h  q -\- r  points  arbitraires.  Si  Ton  veut  que  ce 
soienl  des  zeros  de  la  fonclion,  on  devra  avoir,  d'apres  les  equations 
du  iheoreme  II, 


/  = 

j-p-k-q^r 


j-p-k-q^r 


Supposons  que  Ton  ait  remplace  les  constantes  par  ces  valeurs;  les 
multiples  des  periodes  ne  font  que  multiplier  la  fonction  par  une 
exponenlielle  sans  changer  par  consequent  ses  zeros.  Or,  nous  verrons 
dans  la  seconde  Parlie  que  le  sysleme  des  p  -¥  q  -¥  r  equations  du 
tlieoreme  II,  oil  Ton  regardc  U'^Xj  comme  inconnucs,  n'admet  qu'une 
solution,  d'oii  Ton  conolul  que  les  /?  -f-  y  -h  r  zeros.de  la  fonction  coin- 
cident avec  les  /?-+-7  -f-r  zeros  donnes.  La  fonction  pourra  s'ecrire^  a 
une  exponentiellc  pies, 


;-/'+</■»■'* 


/=r| 
i-p^  q  I-/- 

(26)  h;;/,  <   r-^'(.r)    ~       ^       »,x;(^.^.)^i)^., 

/  =  ! 
/-  p-*-q  +  f 


18.  TnEfiRKMR  V.   —   La  fonction  de  p-^tj  -^^  r  variables  indepen- 
dantes 

p    -  p  +  q^t  .~\  i-   f,  +  q^i-\  /-p-hq-^r      I  -• 

Kl>  ^         ""  (O^  -   <^M         ^         ^"'(^rj)  -  1),,         ^         sv^'^'Uj)  -  E^ 

I  /^i  /^t  /-I  J 

esi  identiquement  nuile. 
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II  sufiitde  remplacer  dans  lafonctiou(26),qui  admet/)-h  q  +  r zeros 
donnis,  le  poini  variable  [x^y]  par  Tun  des  p  -^  q  -hr  points  donnes, 
et  de  remarquer  que  la  fonction  e|^J  est  paire  ou  impaire. 

19.  TuEOREMK  VI.  —  Pour  que  la  fonction  de  p-hq-hr^i  va- 
riables independantes  {ocj^yj) 

^       «'"  {Tj)  -  C;..        ^        .•'*  (xj)  -  D',,        ^       .rt"  ( .o )  -  E* 

/I  /  =  l  ;      I  -J 

s'annule  idenliquemenl,  il/aul  que  l*on  ait 

Cap,  dans  riiypotliese  adinise,  en  considerani  un  nouveau  point 
{•^/».y^r«JKp4yir).  '»  foHCtion  BJJ',  dottt  les  argiinienls  sonl 


/-I 

/  =  /'  +  7  -♦-  '■ 

„,(A)  (^)  _    y    u.(A)(^^)  4-  e;„ 


admei  les/>-»-^-hr  zeros  {ooj.yj).  En  comparant  cc  resultal  avec  le.s 
equations  qui  delerminenl  les  zeros,  on  en  conclut  immediatenoent  les 
relations  clierchees. 

Des  courbes  adjoinfes. 

20.  Soienl  ^pi(^.  j)»  Tindice  i  variant  de  i  a  p,  des  polynomes  du 
degre  m  —  3  satisfaisant  aux  condilions  relatives  aux  points  critiques 
de  la  c'ourbe  fondamentale  F(  v,y)  =  o,  ^:  (j:,  j)  et  /jk(j^f7)»  Tindice  k 
variant  de  i  a  ^  et  Tindice  A  de  i  a  r,  des  polyndmes  du  degre  /n  —  2, 
satisfaisant  cgaleaient  aux  conditions  des  points  critiques.  Appelons 
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(|(A)^^(A)j  |g  premier  membre  de  T^qualion  de  la  droile  joignant  les 
deux  points  {^^^\  ?'*^),  (>3^*\y?^*%  e'esi-a-dire  le  delerminanl 


JT        y         I 


et  {'C^^)  le  premier  membre  de  Tequalion  de  la  langenle  a  la  courbe 
F(a?,y)  =  o  au  point  (?^^, ?,*').  Nous  supposons  que  la  courbe 
^k[^*y)  =  ^  passe  par  les  m—  vt  points  oil  la  droile  (§^^\y3^*^)  coupe 
la  courbe  F(ir,jK)  =  o,  outre  les  deux  points  qui  la  determineni,  et  que 
la  courbe  Xa(^»  j)  =  ^  passe  par  les  /w  —  2  points  ou  la  tangente  (S^^-^) 
rencontre  la  courbe  outre  le  point  de  contacU  Soient  enfin  X,,  p-A  et  v/, 
des  constanles  arbitraires.  Considerons  Tequalion 


cette  equation  represente  des  courbes  du  degre  /w  -h  ^r  4-  r  —  3,  qui 
satisfontaux  conditions  suivantes  quelles  que  soient  les  constantes  >,^ 
fJiA*  va  :  i^  elles  remplissenltoutes  les  conditions  relatives  aux  points  cri- 
tiques; u^  elles  passent  par  les  m—i  poinis  oil  chaque  droite  (§^*\Yif^^) 
rencontre  F(^,jk)=:o  en  faisanl  abstraction  des  deux  poinis  qui  la 
delermineni,  et  par  lesm— 2  points  differents  du  point  de  contact 
oil  chaque  droite  (C^^^)  rencontre  la  meme  courbe  ;  3**  elles  passeni 
par  les  ^(y  +  r)(y  4- r— 1)  points  d'inlersection  des  q-^r  droites 
prises  deux  a  deux.  Nous  dirons,  pour  abreger,  qu'une  courbe  est 
adjoinle  quand  elle  satisfait  a  ces  trois  series  de  conditions,  el  nous 
allons  deniontrer  que  Tequation  ^27)  est  Tequaiion  generate  des 
courbes  adjointes  du  degre  /w-hy-hr—  3.  Une  courbe  de  ce  degre 
est,  en  effet,  determinee  par  j(m -h  j -f-r— 3)(/nH- j  h- r)  condi- 
tions. Le  nonibre  A  des  conditions  relatives  aux  points  critiques 
est  ^(/w—  i)('w—  2)  —p.  Les  nombre  des  conditions  uecessaires  pour 
acbever  de  determiner  une  courbe  adjoinle  est  done 

}(/w-»-^-+-r  —  3)(m-h7-f-r)— A  — (m  — a)(^-hr) 


—  1 
s 


{q  -^  ''){q  -\-  r  —  i)  =  p  -\'  q 
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c'esl  bien  le  nomhre  des  paramelrcs  arbitiaires  qui  enlrent  dans  Te- 
qualion  (27). 

Supposons  maintenanl  que  I'on  prenne  sur  la  courbe  F(ir,j)  =  o 
les/? -h  9 -h  r  —  I  points  qui  achevent  de  determiner  une  courbe  ad- 
joiiite;  nous  allons  voir  que  eelle  courbe  reucontre  encore  F(ir,  j)  =  o 
inp-hq-hr—i  autrCwS  points  qui  se  trouvent  ainsi  determines  par 
los  antres.  En  effet,  le  nombre  des  points  commons  aux  deux  courbes 
equivauta  m{m  -i-  ^  -f-  r—  3).  Les  points  critiques  donnent  un  nombre 
de  poinis  commons  qui  equivaut  a  2A.  Le  nombre  des  points  qui  sont 
deteruiines  par  les  aulres  est  done 

m(m  -h  g  -\-  r  —  3)  —  {m  —  i){m  —  2) 

-h2p  —  {m—'2){q-hr)  —  (p-hq-{-r  —  i)=p-\-q-\-r  —  i. 

21.  Designons  par  {a'j,  b'j)  les  /?  h- ^ -f- r  —  i  poinis  qui  servent  a 
determiner  une  courbe  adjoinle  du  degre  m-f-^-hr— 3et  par  (ay,  bj) 
]es  p -i- g  -h  r—  I  poinis  qui  resullenldes  aulres.  Le  tbeoreme  d'Abel 
applique  a  une  des  inlegrales  de  premiere  espece  donne 

r,  elant  une  constanle  ind^pendanle  des  points  [dj.b'j)  quand  on  fait 
varicrd'une  faQon  continue  la  courbe  adjoinle  *(a7,jj  =  o. 

Appliquons  maintenanl  le  theorenie  d*Abel  k  une  integrate  de  troi- 
sieme  espece  v^^^  et  appelons  W[x,y)^=o  T^quation  d'une  autre 
courbe  adjointe  determinee  par  les  p-\-q  H-r— 1  points  (a^,  p^)  el 
rencontrant  encore  f{x,y)  =  o  aux  points  (ay,  j3y),  on  aura 

2    [>"*'(«;) + «■'*' (ay)  -  '"*'(»})  -  .''*'  («y)3 + log ^;;,.;;; J)  ^^^^, ;  = 

Or  nous  allons  voir  que  la  quantite  soumise  au  logaritbme  dans  cette 
expression  est  egale  k  Tunite.  Supposons  d'abord  que  />  -f-  y  h-  r  —  2 
des  points  («}. Py)  coincident  respectivement  avec  les  points  [a^Vj) 
de  meme  indice.  L'equatioD  des  courbes  adjointes  du  degre 
m  4-9-1- r— ;j,  passant  par  ces  p  -^  q  -^  r  -  %  poinis,  renferme  li- 
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neairement  un  parameire  arbilraire  et  peut  s'ecpipe  $-f-Ay^  =  o.  On 
acheve  de  delerminer  une  courbe  de  ce  faisceau,  en  la  faisant  passer 
par  un  point  de  F(j?,/)  =  o.  Remarquons  maintenant  que  la  courbe 
ne  peut  passer  par  le  point  (|^^^  ?^,*'),  sans  passer  en  meme  temps  par 
le  point (yj^^^yj ',*');  car  elle  rencontre  dejh  la  droile  {^'^\ri'^^)  aux  m—  x 
points  qui  apparliennenl  a  F(j?,  j)  =  o  et,  en  outre,  aux  q -¥  r  —  \ 
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En  appliquant  le  tbeoreme  d'Abel  a  une  integrate  normale  de  se- 
ionde  espece,  on  a 


/  =  P-*-q-i-r  —  i 


^        [h'^^')(«;)  -f-  u'^'')(ay)  -  ir(/0(a;.)  -  iv^'')(a,)]  -  (^^^  log  l)i^;. 


>  =  t 


Le  second  membre  de  celle  equation  est  nul,  parce  que  la  courbe  a<J- 
joinle  ne  peut  passer  par  le  point  {^^^K^^l"^)  sans  conlenir  la  droile 
iZ^^^)  lout  entiere,  et  par  suite  sans  eire  langente  a  F(x,j)  =  o.  On 
verra,  comme  precedemment,  que  si  Ton  fait  varier  la  courbe  adjoinle 
d'une  fagon  continue,  on  aura 

=  p-»-fl+  r— I 

;  =  » 

£a  etanl  une  constante  independante  des  points  qui  servent  a'deler- 
miner  la  courbe  adjoinle. 

22.  Theoreme  VII.  —  Les  conslantes  T/,  Aa,  e^  introduites  par  la 
consideration  des  courbes  adjointes  ne  different  que  par  des  multiples 
des pefiodes  du  double  des  constantes  fondamen tales  C,,  D^,  E/^. 

La  function  de  ^  -r  ^  -h  r  —  i  variables  independantes  {dj,  b'j) 

/=t  /  =  l  ;=1  J 

est  identiqueinenl  nulle,  d'apres  le  theoreme  V.  En  tenant  comple  des 
relations  donnees  par  le  theoreme  d'Abel,  il  en  est  done  de  meme  de 
la  suivante  : 

L     /=t  «=t  1=1  J 

On  a  done,  en  vertu  du  theoreme  VI, 

/inn.  de  rEc,  Normale, t*  Sorie.  Tome  XI.  —  Avril  1^82.  i ' > 
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CoroUaire.  —  Le  theoreme  precedent  donne  pour  la  delermiiialion 
des  conslanies  roiulamentales  les  equations 

s  =  /. 

'  =  /' 

/w,,  )iA,  w,  elant  des  nombres  entiers.  Les  conslanies  cherchees  ne 
peuventetre  determineesqu'a  des  mulliples  presdes  periodes;  maison 
ne  peut  pas  choisir  arbilrairement  les  entiers  m,,  >>a.  ^j«  Considerons 
une  courbe  adjointe  du  degre  /w  -h  ^r  -4-  r  —  3  dont  les  2(/9  h-  y  -h  r  —  i ) 
points •d'intepseclion  avecF (a:,  j)  =  o  soienl  confondus  deux  a  deux. 
On  aura 

/  =  i      • 

La  fonction 

/-I  7=1  /^  J 

s'annule  idenliquemenl.  On  peul  Tecrire 
on  bien 

/  X^p  S=p  t_;,  \ 
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et  si  cetle  fonction  s*annule,  on  aura,  d'apres  le  theoreme  VI,  les  veri- 
tables  valeurs  des  constanles  fondamen tales.  Si  dans  la  fonction  (28) 
on  change  le  signe  de  tous  les  arguments,  la  fonction  sera  multipliec 
par(—  f)''.  D'un  autre  c6te,  les  arguments  nouveaux  ne  different  des 
anciens  que  par  des  multiples  des  periodes,  le  rapport  de  la  nouvelle 
fonction  a  la  fonction  (28)  sera,  d'apres  le  n*^  7,  et  reduction  faite 
de  Texposant, 

et  Ton  sera  certain  que  le  fonction  (28)  s'annule  si  Ton  fait  en  sorte 
que  le  coefficient  de  ns/—  i  dans  cetle  derniere  exponentielle  soit  d'une 
parile  differente  de  celle  de  r.  Remarquons  que  Ton  peut  ecrire  sim- 

k  =  q  k  =  q 

plementN  >.A  au  lieu  de\  £a>.a;  car  la  parite  de  ce  dernier  nombre 

reste  la  meme  pour  tous  les  systemes  de  valeurs  de  e^,  en  sorte  qu'on 
pourra  les  supposer  tous  egaux  a  +  i.  On  en  conclut  finalement  qu*il 
suffit  de  prendre  des  nombres  entiers  rendant  impaire  ou  paire  la 

k=:q  i=^p 

sommeN  >.A-i-\  w,n,  suivant  que  rest  pair  ou  impair. 

23.  Theoreme  VIII.   —  La  fonction  s\f^f  don  ties  arguments  sonl 

7  =  1 

7  =  1 
/  =  p-t-7-»-r-l 

7  =  1 

admet  le  zero  {a,  ^)  et  p  -h  q  -h  r  —  i  autres  zeros  qui  sont  independants 
du  premier. 

Faisons  passer  une  courbe  adjointe  du  degre  /n  -h  y  4-  r  —  3  par  les 
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p  +-  9  -+-  r  —  I  points  (a?y,  /y),  el  appelons  [x'j,  y))  ^^^  p  -h  q  -h  r --  t 
liulres  points  d'inlersection  de  cetle  courbe  avec  ¥{00, y)  ■=  o.  On  pent, 
(Papies  le  iheoreme  d'Abel,  remplacer  les  arguments  de  la  fonction 
hJ;|  pareeux-ci  : 


J  =  P^q-hr     1 


y  =  p  +  <7+-i-l 


(0    qui    moulre   qu'elle    adniet    pour    zero    le    point   (a,  jS),    el    les 
/?  +  y  -+-  r  —  I  points  {oo'j.y'j)  qui  sonl  independants  de  (a,  ]3). 

24.  Theoreme  IX,  —  Soienl  <b[x^y)  =  o,  4^(a:,  j)  =  o  les  Equations 
de  deux  courbes  donnees  du  degre  n,  [a^^  bi)  les  mn points  d' intersection 
de  la  premiere,  (a/,  |3/)  les  mn  points  d' intersection  de  la  seconde  avec 
V[.r,y)  =  o,  les  deux  produits 

rj-p-^q-h-r  \ 


p^       Tf        ^(-^y^/y) 


/  =  ! 


//e  different  que  par  une  constanle. 

Considerons  unc  des  functions  6j[|  du  uuinerateur  qui  repoud  a  une 
valeurdetenninee  de /.  Regardons,  pour  un  moment,  le  point  {x^.y,) 
comme  seul  variable;  la  fonclion  admet  le  zero  (a/,  jS/)  eip  -+-  ^  -h  r  —  i 
autres  qui  dependent  des  points  (jc-,, j,), ...  La  fonction  eJJ'  du  nume- 
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rateur  qui  repond  a  la  meme  valeur  de  /  admet  le  zero  (a^,  bi)  et 
/>  -4-  y  -4-  r—  I  autres  qui  sont  les  memes  que  pour  la  fonclion  prece- 
dente.  Le  quotient  de  ces  deux  fonctions  admet  done  le  seul  zero 
(a/,/5/)  el  le  seul  infini  («/,  6^).  Supj)osons  que  Ton  fasse  varier  le 
chemin  qui  conduit  (|e  Torigine  (^'ot^o)  ^u  point  (a;,,^, );  les  inle- 
grales  des  trois  especes  augmenlent  de  multiples  de  leurs  periodes  et 
prennent  les  valeurs  indiquees  au  n°  7;  le  quotient  des  deux  fonctions 
e  J[  se  reproduit  multiplie  par  rcxponenlielle 


On  en  conclut  que  V  considere  commc  fonclion  de  (xi,  j,)  seulement 
admet  les  mn  zeros  («/,  j3/),  les  mn  infinis  (a^,  b^)  el  que  par  ('addition 
des  periodes  elle  se  reproduit  multipliee  par  Texponentielle 


i-p      I  =  mn 
.1  =  1         l=^i 


Or,  si  Ton  passe  de  la  courbe  *  =  o  a  la  courbe  4^'  =  o  par  une  variation 
continue,  on  a,  d'apres  le  theoreme  d'Abel, 

/  =  mn 

et  la  fonclion  V(^,,  v, )  ne  differe  de     ;   *'*^*:>  qui  a  les  memes  zeros  et 

les  memes  infinis,  que  par  un  facteur  independant  de  (^mJi)  ('). 

En  regardant  mainlenant  les  points  (a?,,^,)'  (^s'^s)**-*  successi- 
vement  comme  seuls  variables,  on  en  conclut  que  h  fonclion  V  ne 
differe  du  produit  P  que  par  une  constante.  On  aura  done 

(29)  V=:CP. 

La  constante  C  s'obtient  en  supposant  que  les/i  -+-  7  -f-  r  points  {^j>yj) 

(*)  Briot,  Theorie  des  fonctions  abeltennesj  p.  i54. 
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coincident  avec  rorigine  {oc^o^yo)  ^es  inlegrales  abeliennes,  ce  qui 
donne 


/=  mn 


•"  I  »'(x.,r.)  I  11  e'?;[«"){a,)  +  C„...]' 

La  seconde  Partie,  qui  paraitra  daos  un  prochaiu  numero,  aura  pour 
objet  Tapplication  de  ce  qui  precfede  a  Tintegration  d'un  sysleme 
d'equations  difierentielles  analogue  au  systeme  abelien. 
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REDUCTION  DES  FORMES  QUADRATIQIES 

QUATERNAIRES  POSITIVES, 

Par  M.  Leon  CHARVE, 

PROFESSEUR    A    LA    FACULTE    DES    SCIENCES    DE    MARSEILLE. 


Je  me  propose  d'appliquer  aux  formes  quadratiques  quaternaires 
positives  la  methode  de  reduction  donnee  par  M.  Selling  [Journal  de 
Borchardty  t.  LXXVII,  et  Journal  de  M.  Resale  3*  serie,  t.  Ill),  pour  les 
formes  quadratiques  ternaires  positives.  Dans  un  travail  insere  au  sup- 
plement du  tome  VIII  des  Annates  de  FEcole  Normale,  annee  1880,  j'ai 
reproduit  la  methode  tres  remarquable  de  M.  Selling  et  j'ai  fait  en- 
suite  Tetude  des  substitutions  qui  conduisent  a  la  reduile  equivalenle 
a  une  forme  donnee. 

Je  vais  reprendre  pour  les  formes  quaternaires  la  meme  methode  et 
la  meme  etude. 

Je  monlrerai  d'abord  quV/ja  toujours  une  el  une  seule forme  reduile 
equivalenle  a  une  forme  donnee;  je  montrerai  ensuite  que  la  reduclion 
peul  loujours  Sire  oblenue  par  Vemploi  ripeU  de  deux  subslilulions  sen- 
lemenL 

1.  Soit 
/=  Aar*-t-By*4-C5«H-D^»-f-2Ex/H-2Fa75  -\-iGxl -^'Myz -^ilLyl-^iLzt 

une  forme  quadratique  quaternaire  que  je  suppose  positive  et  dans  la- 
quelle  les  coefficients  A,  Bf  . . .,  K,  L  sont  quelconques,  rationnels  ou 
irrationnels. 
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Si  dans  la  forme  /  on  rcmplace  x^y^  z,  t  par  les  valeurs  fournies 
par  la  sub.stilulion 

x=:aX-f-a'Y-+-a'Z-ha*'T, 

oil  a,  fi,  y,  55,  ...,  y",  8"  sont  des  nonfibres  entiers,  on  obtiendra  une 
forme 

F  =  A'X«4-  B'Y'H-  C'Z»  +  DT*-f-  aE'XY  -h  2FXZ  -h  2G'XT 
-h  2H'YZ  H-  2K'YT  -+-  2L'ZT, 

qui  sera  equivalente  a  la  forme/ si  le  determinant  de  la  substitution 
est  egal  a  dz  1 . 

2.  Cela  pose,  introduisons  dans/une  cinquieme  variable  u,  en  rem- 
plaganl  x^  y^  z,  /  respectivement  par  j?  —  a,  /  —  u,  s  —  w,  /  —  w,  on 
obtiendra  une  forme  qu'on  pent  ecrire 

cp  z=  a(x --r)»^- 6  (a; -- ^)* -4- c(j: -- 0'-+- <^(^  ~  ")*-V  «(.r ---)*-+-/(.>'- 0* 

dans  laquelle  n^b^  ,.,^  k,  I  ont  des  relations  faciles  a  etablir  avec  A, 
B,  . . .,  K,  L,  et  qui  devient  identique  a/  quand  on  fait  w  =  o. 

Et  de  memcs  si  nous  introduisons  dans  F  une  cinquieme  variable  U 
en  changeaiit  X,  Y,  Z,  T,  respectivement  en  X  — -  L ,  Y  —  U,  Z  —  U, 
T  —  U,  nous  obtiondrons  une  forme 

4, -^  «'(  X  -  Y)»-h  ^^'(X  -  Z)« -f- c'(X  -  T)«-+-^'(X  -  U)« -f- e'( Y  -  Z)* 
^/v(Y_T)*4-.ir'(Y-U)«+A'(Z-T)«-HA-'(Z-U)«-H/'(T-LM», 

el  il  est  evident  que  Ton  passerait  directement  de  f  a  <I>  en  posaut 

I  ^=zaX-ha'Y-ha''Z4-a-^T-+-afa\ 

I  r  =  ,3X-+-  ?'Y-+-  p'^Z-t-  p'^T-f-  ?'a\ 

CO  '  -  =rTX-H  Y'Y4-f  Z4-T'^T-+--r'a\ 

'  /  rziax-H-a^Y-f-  a''Z-h5''T-H8''U, 

//  ■=^  o, 
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les  quantites  <x}\  p*^,  y'^,  S'^  etant  definies  par  les  relations 

a  -h  «'  +  «'  4-  a*'  -r-  «"=::  O, 
Y  -h  y'  4-  f-h  Y*  -f-  T*'  —  o, 

et,  comme  x,y,  z,  /  n'entrenl  dans  <p  que  par  leurs  differences,  la 
subslituiion  (2)  est  equivalente  a  la  substitution 

/  =  8,  X  -h  8,  Y  4-  a,  Z  -+-  84  T  -h  85  r , 
M  =  6,X  -hej  Y-h  sjZ-i-  e^T  -hfijU, 

dans  laquelle  a,,  a, £4,  £5  sont  lies  a  a,  a',  . . .,  S",  S"\  par  les  rela- 
tions suivanles  : 


a     =  a,  —  £,, 

P    =P.-e„ 

"f    =Yi-*i. 

8    =.5,-e,. 

a'    =  aj  —  8,, 

r  =p.-e.. 

t'  =t«— *«» 

8'    =:8,-E., 

a'  =:a, —  6j, 

P'=P.-M. 

t'  —  Y»— *3. 

8'=8,-e„ 

"'  =  «»—  H. 

r=P*-H. 

tt'^y*— H, 

S'=:8»— e», 

«"=«i— e„ 

P"=P.-«s. 

y"=Ti-^3. 

8"=8,— tj, 

de  sorte  que  les  coefficients  de  Tune  des  lignes,  par  exeniple  £,,  £3,  £.,, 
£41  £sf  restent  completement  arbitraires. 

Nous  pourrons  done  remplacer  la  forme/el  toutes  les  formes  equi- 
valentes  par  des  formes  a  cinq  variables;  nous  passerons  d'une  forme 
a  une  aulrc  par  des  substitutions  analogues  a  la  substitution  (3);  il  est 
d*ailleurs  toujours  facile  de  revenir  de  la  substitution  (3)  a  la  substi- 
tution (i) :  il  suftlt  de  retrancher  des  coefficients  de  chacune  des  lignes 
les  coefficients  de  la  cinquieme  et  de  faire  ensuite  u  =  o,  U  =  o.  On 
voit  done  que  la  substitution  (3)  donnera  une  forme  <t>  equivalente  a  9, 
toutes  les  fois  que  la  substitution  (1)  aura  son  determinant  egal  a  ±:  1 . 

3.  Considerons  done  la  forme 

'^  —  a{x  —  ry-h  b  {x  —  z)^ -^  c  {a:  —  ty -h  d (a:  —  uy -h  e  (y  —  z)' -h/(y  —  t)^ 

-^  g  (y  -  uy  -^  h{z  ^  ty  -^  k  {z  --  uY^  i{t  --  uY\ 

Ann.  de  Vtc.  Normale,  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Atril  1882.  16 


Digitized  by 


Google 


122  L.    CUARVE. 

je  dirai  que  celle  forme  est  reduite,  si  elle  satisfail  a  l*une  des  trois 
conditions  suivantes,  que  j*ai  publiees  Tan  dernier  dans  les  Comptes 
rendus  des  sdances  de  V Academic  des  Sciences. 

1°  Ou  hien  lous  les  coefficients  a^  b,  . ,  ,f  k^  Isont  positifs; 

2°  Ou  hien  a  est  seul  ncgati/et  ii  est  inferieur  en  valeur  absolue  a  b, 

3^  Ou  bien  act  h  sont  seuls  negatifs,  de  plus  a  est  injerieur  en  valeur 
absolue  a  b,  c,  rf,  e,f,  g;  en  mime  temps  h  est  inferieur  en  valeur  absolue 
a  b,  c,  e,f  k,  I;  enfin  a -h  h  est  inferieur  en  valeur  absolue  a  b,  c,  e,/. 

Ces  conditions  peuvenl  s'enoncer  ainsi : 

I  °  Ou  bien  tous  les  coefficients  sont  positifs. 

2®  Ou  bien  un  seul  est  negatif  el  il  est  inferieur  en  valeur  absolue  aux 
six  coefficients  qui  multiplient  des  differences  conlenant  une  des  deux 
lettres  de  la  difference  dont  le  coefficient  est  negatif. 

3*'  Ou  bien  deux  coefficients  sont  negatif s  el  deux  seulement.  De  plus,  les 
differences  mullipliees par  ces  deux  coefficients  n'ont  aucune  letlre  com- 
mune; chacun  d'eux  est  inferieur  en  valeur  absolue  aux  six  coefficients 
des  differences  qui  ont  une  lettre  commune  avec  la  difference  multipliee 
parce  coefficient  ndgatif.  Enfin  la  somme  de  ces  deux  coefficients  negatif s 
est  inferieure  en  valeur  absolue  a  Van  quelconque  des  quatre  coefficients 
des  differences  formies  avec  deux  des  quatre  lettres  contenues  dans  les 
deux  differences  dont  les  coefficients  sont  negatifs. 

Pour  que  celle  definition  de  la  reduile  soit  precise,  il  faul  demon- 
trer  :  i**  qu'il  y  a  loujours  une  forme  equivalente  a  la  forme  donnee  el 
verifiant  Tune  des  trois  conditions  precedenle.^;  2®  que  cetle  forme  est 
unique  (*),  parquoi  ilfautbien  enlendre  que,  si  Ton  trouve  une  forme 
verifiant  Tune  des  conditions  de  reduction,  il  n'existera  aucune  forme 
equivalente  satisfaisant  soit  a  celte  premiere  condition,  soit  a  Tune 
des  deux  autres. 

4.  Je  commence  par  demontrer  que  la  reduite  ainsi  definie  existe 
toujours. 

(i)  Nous  considSrerons  comme  identiques  les  Icrmes  qu*on  d^uit  d*une  forme  donnee  par 
la  permutation  des  variables. 
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Je  dis  que  si,  parmi  les  formes  equivalentes  ^  une  forme  donoee.  on 
choisit  celle  pour  laquelle  la  somme  des  coefficients 

esl  la  plus  petite  possible,  cette  forme  verifie  Tune  des  conditions  de 
reduction. 

Supposons  en  effet  que  <p  soit  cette  forme  pour  laquelle  la  somme  des 
coefficients  est  minima;  si  cette  forme  p  a  quelque  coefficient  negatif, 
une  permutation  des  variables  permet  toujours  de  supposer  que  a  est 
negatif;  faisons  alors  la  substitution 

X  =  T  -  Z, 

nous  aurons  la  transformee 

4.:^^(T-Z-X-hU)'4-6(T-Z-Y4-U)»4-c(Z-U)*-h^(Z-T)* 

-f-A(Y-U)»-f-/(T-U)«, 

qii'on  pent  ecrire 

<l>  =  e(X-\7-«(X-Z)» -h(a-f-/)(X-T)»-^(«4-^)(X-U)«-^*(Y-Z)* 
-4- (/i -+- 6)  (Y  -  T)«  H- (A -h  6)  (Y  -  U) -h  (a -+- ^^ -i- e/)  (Z  -  T)» 
4_(a-+-^.H-c)(Z  — U)*4-(/-a-6)(T~U)», 

et  la  somme  des  coefficients  de  $  surpasse  de 

a-\-  b 

la  somme  des  coefficients  de  9;  si  done  a  +  6  est  negatif,  <p  n'est  pas, 
conlrairement  ^  Thypotliese,  la  forme  pour  laquelle  la  somme  des  coef- 
ficients est  minima. 

Done  non  seulement  b  doitetre  posilif,  mais  encore  superieur  a  la 
valeur  absolue  de  a;  et  la  meme  chose  peut  6tre  dite  de  c,  </,  e,/,  g, 
car  une  permutation  des  variables  permet  toujours  d'amener  Tune  de 
ces  lettres  a  la  seconde  place,  pendant  que  a  reste  a  la  premiere. 
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D0DC9  outre  a,  les  seuls  coefficients  qui  puissent  etre  encore  negatiTs 
sont  h,  k,  I;  s'ils  ne  sent  pas  tous  positifs  ou  nuls,  on  pent  toujours 
supposer  que  A  est  negatif»  et  si  alors  on  amene  A  a  la  premiere  place 
par  une  permutation  des  variables,  la  demonstration  precedente  mon- 
trera  que  A:  et  /  doivent  etre  positifs,  et  que  de  plus  h  doit  etre  ioferieur 
en  valeur  absolue  a  6,  c,  c,/,  k,  L 

Par  consequent,  dans  la  forme,  dont  la  sorome  des  coefficients  est 
minima,  il  ne  pent  y  avoir  au  plus  que  deux  coefficients  negatifs,  sa- 
voir  a  et  A,  et  ces  coefficients,  deja  limites  comme  on.  vient  de  le  voir,  le 
sont  encore  par  les  considerations  suivantes. 

5.  Faisons  dans  9  la  substitution 

^  rn  Y  -  X, 

/t=zY-r, 

tt  =  o, 

nous  obtiendrons  la  transformec 

.     4-/(Y-U)«-^^'(T-U)«-4-A(U~Z-Yh-T)«h-A-(Z-U)*-+-/(Y-T)«, 

qu'on  pent  ecrire 

(a^  6^e/)(X-Y)«-+-6(X-Z)«4-(a4-c)(X--T)*-(a4-6)(X-  U)* 
_(^^^)(Y_Z)*-H(/i-+-/-a)(Y~T)»-+-(a-h^-HA-h/)(Y-U)« 
^_  (e  4- A)  (Z  -  T)« -^  (6 -^ /* -h  A:)(Z  -  U)»4- (a -h  ^  -  A)  (T  -  U)* 

et  la  somme  des  coefficients  de  cetle  derniere  forme  surpasse  la  somme 
des  coefficients  deep  de  la  quantite 


Done,  pour  que  la  somme  des  coefficients  de  <p  soit  en  effet  minima, 
il  est  necessaire,  si  a  et  A  sont  negatifs,  qu'en  valeur  absolue  n-f- A 
soit  inferieur  a  b,  c'est-a-dire  a  Tun  quelconquedes  coefficients  des  dif- 
ferences autres  que  x  --y  %i  z--t  qu'on  pent  former  avec  les  quaire 
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leltres  x,  y,  z,  t.  En  d'aulres  termes,  il  faut  que  a  -f-  A  soil  infericur  en 
valeur  absoiue  a  b,  c,  e,/. 

II  est  done  maintenant  demontre  que  si»  parmi  les  formes  equiva- 
lentes  a  une  forme  donnee,  on  choisit  la  forme  dont  la  somnic  des 
coefficients  est  minima,  cette  forme  verifiera  toujoiirs  Tune  des  con- 
ditions de  reduction. 

6.  On  voit  en  outre  qu'on  pourra  loujours  parvenir  a  une  forme 
dont  les  coefficients  verifient  les  conditions  de  reduction  en  employant 
les  substitutions  qui  permutent  les  variables  et  aussi  les  deux  substi- 
tutions 

jc  =  T  —  Z,  x^=^\  —  X, 

j  =  x~u,  r-u-T, 

t  ==iT~U,  t  —  Y-T, 

car  leur  cmploi  permet  de  reduire  indefiniment  la  somme  des  coefti- 
cients  des  formes  qui  nc  satisfont  pas  aux  conditions  de  reduction. 
Nous  reviendrons  plus  loin  (n°  8)  sur-ce  sujet. 

7.  Je  vais  enfin  demontrer  que,  abstraction  faite  des  permuta- 
tions possibles  entre  les  variables  x,y,z,  ^  w.  il  nexiste  quune  seule 

forme  capable  de  verifier  I' une  des  conditions  de  reduction. 

La  demonstration  resultera  de  ce  que  toute  substitution  appliquee 
a  une  telle  forme  augmente  necessairement  la  somme  des  coefficienls, 
a  moins  qu*elle  ne  produise  qu'une  permutation  des  variables;  de 
sorte  que,  si  deux  formes  equivalentes  non  identiques  etaient  en 
meme  temps  reduiles,  la  somme  des  coefficients  augmenterait  en  pas- 
sant, soit  de  la  premiere  a  la  seconde,  soit  de  la  seconde  a  la  pre- 
miere, ce  qui  est  evidemment  impossible. 

Pourleprouver, je  remarqued'abordquelasommea-h  6  -h-..-f-*-*-/ 
des  coefficients  est  egale  a  la  moitie  de  la  somme  des  coefficients  de  .r^, 
7*,  z%  /S  a',  lorsqu'on  developpe  les  differences  coutenues  dans  y. 

Je  partage  maintenant  la  demonstration  en  trois  parties  correspon- 
dant  aux  trois  conditions  de  reduction  : 
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i^  Je  suppose  que  la  forme  f  verifie  la  premiere  des  conditions  de 
reduction,  c'est-a-dire  que  (ous  les  coefBcients  soient  positifs. 

Soit  une  forme  $  equivalanl  a  f^  et  ne  s'en  deduisant  pas  par  une 
permutation  des  variables.  La  substitution  qui  permet  de  passer  de  9  a 
<f>  remplace  alors  certaines  differences  par  des  expressions  contenant 
plus  de  deux  lelires.  Supposons  que  x  —  y  soit,  par  exemple,  rem- 
place par  X  -^  y  —  z  —  t\  alors,  au  lieu  de  a{x  —  y)*,  on  aura 

et,  quand  on  fera  la  somme  des  coefBcients  de  a?*,y^,js^,/^,tt*,  la 
quantite  a  entrera  quatre  fois  dans  celte  somme  au  lieu  de  n'y  entrer 
que  deux  fois;  la  somme  des  coeflicients  sera  done  augmentee. 

Ainsi,  pour  que  la  somme  des  coefficients  n*augmente  pas  par  Tem- 
ploi  d'une  substitution,  il  est  necessaire  que  toule  difference  dont  le 
coefficient  n'est  pas  nul,  c'est-a-dire  toute  difference  entrant  effective- 
ment  dans  9,  soit  remplacee  par  une  difference,  ce  qui  exige  que  la 
substitution  se  reduise  a  une  permutation  des  variables  ^,y,  z^  t^  u. 

2^  Supposons  que  la  forme  f  verifie  la  seconde  des  conditions  de 
reduction,  c'est-a-dire  que  le  coefficient  a  soitseul  negatif  et  inferieur 
en  valeur  absolue  a  i,  c,  d,  e,/,  g. 

De  ridenlite 

on  tire 

et,  par  consequent,  si  nous  posons  a  =  —  a\  la  forme  9  deviendra 

a' {x  -^ y --  z  —  ty-{-{b  —  a'){x  —  zy+  {c  —  a'){x  —  ty 

^d(x-iiy^(e-a')iy-zy^{f^a')(y-ty-i-g{y-uy 

-h  (h  -+-  a'){z  —  ty-{-A(z  —  uy-hi(t  —  uy, 

etv  introduisant  des  coefficients  b\c\  d\e\/\  g\h\k\  l\  nous  ecri- 
rons  cette  forme 

^:,'=a'(x-hy  —  z  —  ty-+-b'{x--zy-^c'(x  —  ty^d'{x—  «)« 
4-  h'(z  —  ty-h  k'{z  -  «)*-+-/'(/  —  «)», 
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Oil  tous  les  coefficienls  a',  b\  . . .,  k\  t  sont  posilifs.  De  plus,  d ^  g'  et 
h  sont  tous  trois  superieurs  a  a\ 

Faisons  maintenant  une  substitution  S  quelconque;  si  cettc  substi- 
tution reniplace  x  -^  y  --  z  —  t  par  un  polynome  de  quatre  lettres,  il 
sera  necessaire,  si  la  somme  des  coefficients  de  x^^y^,  z^,  /^,  w*  n'aug;- 
mente  pas,  que  les  differences  de  deux  lettres  soient  remplacees  par 
<le  simples  differences  de  deux  lettres,  ce  qui  exige  que  la  subslilu- 
tion  se  reduise  a  une  permutation. 

Sile  polynome  a; -h  J  —  s  —  /  etait  remplacepar  un  polynome  conte- 
hant  trois  lettres,  la  plus  simple  expression  possible  de  ce  polynome 
serait  a:-hj  — 2/,  et  la  somme  des  coefficients  de  07',^',  z^, /-,  w- 
croitrait  necessairement. 

Enfin,  s\X'\'y  —  z  —  t  etait  remplace  par  une  difference  de  deux 
lettres,  la  Ictlre  a'  qui  entre  quatre  fois  dans  des  coefficients  de  x^, 
y^,z^^t^,u^  n'entrerait  plus  que  deux  fois.  Quelqu'une  des  lettres 
b\c\  .,.,  k\t  pourrait  alors  enlrer  plus  de  deux  fois,  et,  par  conse- 
quent, quelque  difference  pourrait  etre  remplacee  par  un  polynome 
contenant  plus  de  deux  lettres;  mais  il  serait  necessaire,  pour  que  la 
somme  des  coefficients  de  x^,y^,  z^^t^^  u^  n'augmentat  pas,  que  les 
differences  x  —  u,  y  —  uelz  —  t  fussent  remplacees  par  de  simples 
differences,  en  meme  temps  que  x-^-y  -^  z  --  t;  mais  cette  hypolhese 
est  inadmissible. 

En  effet,  nous  pouvons  loujours  supposer  que,  dans  la  substitu- 
tion S,  la  quantite  u  est  remplacee  par  zero;  et,  common;  —  u  eiy  ^  it 
doivent  etre  remplaces  par  de  simples  differences,  il  faut  que,  dans 
la  substitution  S,  x  et  y  soient  exprimes  par  des  differences  de  deux 
lettres. 

Soient  d'abord  a?  ety  exprimes  au  moyen  de  trois  lettres  differentes 

seulement 

^  =  X-Y, 

7  =  X-Z; 

appelons  a  et  |3  les  differences  qui  remplacent  X'\-y--z  —  teiz  — /; 
on  aura 
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on  en  conclura 
et,  par  oonsequenl, 

25-2X-Y-Z-aH^?, 

2/r=2X-Y-Z-a-p. 

Comme  zeit  sont  des  fonctions  a  coefficients  entiers  de  X,  Y,  Z,  T,  U, 
on  devra  avoir,  en  designant  par  m,  n,p,  y,  r  des  nombres  entiers, 

a—  fl=:2/nX4-(2/l-+-l)Y-f-(2/>   -4-l)Z-f-2^T-h2/-U, 

a-f-  3"2m'X-+-(2/l'-+-l)Y-f-(2/>'-f-l)Z-h2^'TH-2/-'U. 

On  lire  de  la 

r:=,{m  -^m')\-\-{n  -^  n' -h  i)Y -h(p -^  p' -h  i)Z-h{q -h  q')T -{-(r -^  r')l, 
f^  =  {m'-\-  ni)\  -+-  (n'  -  n)Y  -h(p'  -  p)Z  -h(,/'  -  q)T  -h(r'  -  r)  Ij ; 

et,  comme  a  et  ^  sont  de  simples  differences,  il  faut  que  les  seconds 
membres  se  redoisent  a  des  differences  de  deux  lettres.  Remarquons 
que,  si  a  contient  X  ou  T  ou  U,  |3  le  contient  aussi  necessairement;  car 
on  ne  pent  avoir  m  -+-  m'  =  dh  i  avec  m  —  w'  =  o.  D'ailleurs,  T  el  U 
devant  necessairement  entrer  dans  la  substitution  S,  il  faut  que  a  et  /3 
contiennent  ces  deux  lettres  T  et  U;  de  sorte  que  Y  et  Z  doivent  dis- 
paraitre  des  expressions  de  a  et  p,  ce  qui  est  impossible;  car  on  ne 
pent  avoir  a  la  fois 

Supposons  maintenant  que  a?  et  j  s'expriment  avec  quatre  lettres 

differenies 

^  =  X-Y, 

si  on  appelie  toujours  a  et  |3  les  differences  qui  doivent  remplacer 
r  —  y  —  ;2  —  /  et  js  —  /,  on  aura 

az^(//i-+-m'-+-i)X-+-(/i4-/i'-4-i)Y-+-(/?-4-;>'-Hi)Z-h(7-h^'-hi)T-h(rH-r')i:, 
3=z(//i'— m)X-+-(Ai'-/i)Y4-(//-/?)Z-+-(7'-(7)TH-(r'-r)U; 

comme  U  doit  necessairement  entrer  dans  la  substitution  S  et  que  a  et 
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jS  sont  des  differences  de  deux  lettres,  il  faut  annuler  a  ia  fois,  par 
exemple,  lesdeux  coefficienis  de  X  dans  a  ct  |3,  ce  qui  est  impossible. 

Done  toute  substitution  qui  ne  se  reduit  pas  a  une  simple  permu- 
tation augmente  necessairement  la  somme  des  coefficients, 

3^  Supposons  que  a  ei  h  soient  seuls  negatifs;  que  a  soit  inferieur 
en  valeur  absolue  a  6,  c,  d,  e,/,  g\  h  inferieur  en  valeur  absolue  a  6,  c, 
^,/,  *,  /;  enfin  que  a  4-  A  soil  inferieur  en  valeur  absolue  a  b,  c,  e,/. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  en  outre  a  superieur  a  A  en  valeur 
absolue. 

Si  dans  la  forme  op  on  remplace  a  par  —  a\  et  si  Ton  remplace 
[x—yY  par  ia  valeur  fournie  par  Tidentite 

on  obtiendra,  en  designant  par  b\ c\  .  ..^  kf,  V  des  coefticients  positifs 
dont  les  relations  avec  a^  b^c^  .. .,  kj sont  evidentes, 

c  i^  a\a:  +  j  —  5  —  0'+  b'(x  —  z)»  4- c'(a:  —  0*4-  cPix  —  w)» -+-  e'{y  —  *)« 
-+-/(7-0'4-^'(7~")'^^'(^-0'4-A:'(5-a)'+/'(^-M)«, 

el  remarquons  que  d\  ^,  k\  V  restent  identiques  a  d,  g,  kj,  de  sorte 
que  d  et  g'  sont  superieurs  a  a'  pendant  que  k  et  /'  sont  superieurs  a 
la  valeur  absolue  de  A- 

Cela  pose,  je  dis  que,  si  Ton  fait  une  substitution  conservant  a  la 
forme  9  le  caractere  d'une  forme  reduite,  cette  substitution  ne  peut 
que  permuler  les  variables. 

En  effet,  si  cette  substitution  remplace  x  4-y  —  2  —  t  par  un  poly- 
nomo  contenant  qualre  lettres,  les  differences  ne  pourront  etre  rem- 
placees  que  par  des  differences,  de  sorte  que  ia  substitution  ne  produit, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  qu*une  permutation. 

Si  cette  substitution  remplace  x+y—  z^t  par  un  polynome  a 
deux  leltres,  il  faudra  d'abord  que  a?  —  wety  —  <£  soient  remplaces  par 
de  simples  differences*,  puisque  d'  et  g'  sont  superieurs  a  a\  De  plus, 
nousavons  vu  tout  a  Theure  que,  si  0:4-7  —  2  —  /,  x  —  u^  y  —  u 
etaient  remplaces  par  des  differences,  il  n'en  pourrait  pas  gtre  de 
meme  pour  ;»  —  /,  de  sorte  que  Texpression  par  laquelle  sera  remplace 
z  —  t  accroitra  la  somme  des  coefficienis  des  carres  des  variables  au 
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moiDs  de  !ih\  c*est-a-dire  au  moins  du  double  de  la  valeur  absoiue 
de  !i(a  —  h)\  \\  faudra  alors  que  z  —  u  ei  t  —  u  soient  remplaces  par 
des  difPerences,  puisque  k'  et  /'  sont  sup^rieurs  a  A  eu  valour  absoiue. 
Eofiu,  les  coefficienls  b\  c\  e\J\  qui  sont  respectivement  egaux  a 
b  —  a\  c  -—  a\  e  —  a\  /—  a\  sont  par  consequent  superieurs  k  la 
valeur  absoiue  de  h  :  done  x  —  z,  x  —  t^y  —  z,  y  —  t  devront  erre 
remplacis  par  des  differences. 

Ainsi,  dans  le  cas  oil  a?  4-7  —  s  —  /  est  remplace  par  un  binome,  il 
en  est  de  meme  de  toutes  les  differences,  a  Texception  de  x  —y  et 
z  —  t. 

Or,  dans  la  substitution  que  nous  considerons,  on  peut  toujours 
supposer  u  =  o,  et,  comme  x  —  u^  y  —  u,  z  —  u^  t  —  u  doivent  etrc 
remplaces  par  des  differences,  il  faut  que  x,y,z,t  s'expriment  par 
des  differences  de  deux  Icttres. 

On  peut  done  toujours  poser 

^  =  X-  U, 

el,  comme  .r  —  z  doit  s'exprimer  par  une  difference,  il  faut  que  Tex- 
pression  de  z  ait  une  leUre  commune  avec  celle  de  x\  on  peut  done 
ecrire 

5-Z—  U. 

Comme  /  doit  avoir  une  lettre  commune  avec  x^  puisque  x  —  t  s'rx- 
prime  par  une  difference,  mais  non  avec  z,  il  faudra  ecrire 

/  =  X  —  T. 

Entin/  —  i  tiy  —  z  devant  s*exprimer  par  des  differences  de  deux 
lettres,  il  faut  quey  ait  une  letlre  commune  avec  z  et  une  lettre  com- 
mune avec  /,  et,  comme  on  ne  peut  avoir  j  =  X  —  U,  ce  qui  rendrail  j' 
identique  a  x,  il  faut  poser 

v  =  Z~T; 

mais  alors  a;  -h  j  —  z  —  /,  qui  devraitetre  remplace  par  une  difference 
de  deux  lettres,  est  identiquement  nul.  Ajoutons  encore  que  le  deter- 
minant de  la  substitution  est  nul  au  lieu  d*dtre  ±  1. 
La  supposition  que  nous  avons  faite  est  done  impossible. 

En  resum6,  iJ  est  demontre  que,  si  une  forme  v^rifie  tune  desconditions 
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de  reduction,  il  nexiste  aucune  forme  equivalente  quipuisse  vdrifier  aussi 
quelquune  de$  conditions  de  reduction,  pourvu  que  ton  fosse  abstraction 
des formes  que  I'on  obtiendrait  par  la  permutation  des  variables. 

8.  Nous  avoDS  remarque  au  d^  6  qu'on  pouvait  reduire  une  forme 
en  employant,  outre  les  substUutions  qui  permutent  les  variables,  les 
deux  substitutions  suivantes 

J7i=  T — Z,  ^  =  Y  —  X, 

r^x-u,  j  =  u-T, 

^  =:  T  -  U,  ^  ^  Y  -  T, 

car  leur  emploi  permet  de  diminuer  indefiniment  la  somme  des  coeffi- 
cients des  formes  qui  ne  sont  pas  reduites.  D*ailleurs  cetle  somme  des 
coefficients  ne  pent  pas,  dans  les  formes  positives,  descendre  au-des- 
sous  d'une  certaine  limitCt  puisqu'elle  est  egale  a  la  demi-somme  des 
coefficients  de  a?*,  y^,  z^,  t^,  u^. 

II  faut  cependant  demontrer  encore  que  1a  suite  des  operations  qui 
diminuent  la  •somme  des  coefficients  ne  se  poursuit  pas  indefiniment. 
Soit  done  9  une  forme  non  reduite  que  Ton  veut  reduire;  supposons 
qu'on  lui  applique  les  substitutions  qui  diminuent  la  somme  des  coeffi- 
cients et  qu'apres  plusieurs  operations  on  Tait  transformee  en  une 
forme  $;  la  serie  des  substitutions  employees  pour  passer  de  f)  a  4> 
pent  se  remplacer  par  une  substitution  unique 


(S) 


et  le  coefficient  de  X^  dans  $  s'obtiendra  en  remplagant  dans  f  les 
variables  a?,  7,  z,  t  respeclivemenl  par  a,  ]3,  7,  J;  on  obtiendrait  d'une 
maniere  analogue  les  coefficients  de  Y*,  Z^,  P,  U*  dans  <b;  mais  la 
somme  des  coefficients  deX*,  Y',  Z*,  T',  U*  est  le  double  de  la  somme 
dee  coefficients  de  la  forme  <b  et  cette  somme  a  ete  constamment  dimi- 


/    X 

=  aX  +  a' Y  -1-  a'Z  +  aT  -h  a"U, 

V 

=  ?X  +  ?'Y  -h  {{"Z  4-  pT  4-  p"U, 

=  yX  +  y' Y  +  t'Z  -t-  -r'T  +  T"U, 

^ 

=z  8X  +  S'Y  +  8'Z  +  8'T  +  8-U, 
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nuee  par  les  substitutions  qui  ont  conduit  de  9  a  * ;  done  les  coefficients 
de  la  substitution  S  restent  necessairement  limites.  II  en  resulte  que 
les  operations  de  la  reduction  sont  en  nombre  fini.  En  effet,  supposons 
que,  dans  la  suite  des  operations  de  la  reduction,  on  cherche  chaque 
fois  la  substitution  par  laquelle  on  peut  remplacer  toutes  les  substi- 
tutions deja  employees;  on  obtiendra  ainsi  des  substitutions  analogues 
a  S  et  qui  ne  pourront  pas  elre  indefmiment  differenles  puisque  les 
coefficients  a,  a',  a", ...  sont  limites.  Si  done  la  serie  des  operations  se 
continuait  indefmiment,  elle  conduirait  necessairement  a  deux  formes 
4>  et  0'  qu'on  pourrait  deduire  de  9  Tune  et  Tautre  par  la  meme  substi- 
tution et  qui  seraient  par  consequent  identiques  Tune  a  Tautre,  ee  qui 
est  impossible,  puisque  les  operations  de  reduction  diminuent  constam- 
ment  la  somme  des  coefficients.  Done  la  forme  riduitepeut  toujours  ilre 
obtenue  par  un  nomhre  fini  d' operations. 

9.  Nous  avons  vu  que  les  substitutions  qui  operent  la  reduction  sont 
les  substitutions  qui  permutent  les  variables  et  les  deux  substitutions 
que  nous  avons  ecrites  plus  haut.  Et  comme  les  substitutions  qui  per- 
mutent les  variables  sont  au  nombre  de  cent  vingt,  nous  avons  done  en 
tout  cent  vingt-deux  substitutions.  Ces  cent  vingt-deux  substitutions 
peuvent  se  ramener  a  deux  seulement. 

Pour  le  demontrer,  je  remarque  d'abord  que  les  cent  vingt-deux 
substitutions  qui  permutent  les  variables  s'obtiennent  toutes  en  combi- 
nant  les  unes  avec  les  autres  : 

I®  La  permutation  qui  change  x^y.z,  /,  u  respectivement  en 

A         r,  ^,  Sy  t,  u. 

a^  Les  deux  permutations  qui  changent  a;,  y,  s,  /,  u  respectivement 
en 

B'       2,  ^,  y,  t,  u; 

3®  Les  trpis  permutations  qui  changent  x,y,  z,  u  u  respectivement 
en 

C  J,       5,         ty  X,       M, 

C        5,   t,    X,  y,  tt, 
C       t,  X,  r,  ^,  w ; 
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4""  Lesquatre  permutations  qui  changent  a?,  j,  z,  if  u  respectivement 


en 


D 

7» 

^1 

t,    u, 

X, 

D' 

^f 

^ 

M,     J?, 

y* 

D' 

t> 

", 

^,  7, 

^y 

D' 

u, 

X, 

fy   ^y 

t. 

On  voit  en  outre  que  la  permutation  qui  produit  la  suite  B'  s'obtient 
en  repetant  deux  fois  la  permutation  B. 

De  m£me,  G  et  C"  s'obliennent  en  repetant  deux  et  trois  fois  la  per- 
mutation C.  Enfin  D\  D""  et  D'^  s'obtiennent  en  repetant  deux,  trois  et 
quatre  fois  la  permutation  D. 

Et  si  nous  convenons  d*indiquer  par  un  exposant  la  repetition  d*unr 
meme  permutation,  nous  pourrons  ecrire 

B=:BV    C=C',    C'==C»,    D'=D«,    W^Vi\    D-'r^D*. 

Les  cent  vingt  substitutions  qui  permutent  les  variables  peuvent 
done  etre  deja  ramen^es  aux  quatre  permutations 

A,  B,  C,  D. 

10.  Maisje  vaisdemontrer  que  Bet  C  peuvent  etre  ramenes  a  A  etD. 

En  efTet,  on  a 

C  =  D«AD*, 

en  indiquant  par  Ik  qu*on  obtient  C  en  faisant  d'abord  deux  fois  la  per- 
mutation D,  puis  une  fois  la  permutation  A  et  ensuite  quatre  fois  la 
permutation  D. 
On  a  de  meme 

c'est-a-dire  qu'on  oblient  B  en  faisant  deux  fois  la  permutation  C,  puis 
une  fois  la  permutation  A  et  trois  fois  la  permutation  C. 

Les  substitutions  par  lesquelles  la  reduction  d'une  forme  pent  s*ob- 
tenir  sont  done  les  deux  substitutions  qui  donnent  les  permutations  A 
et  B  et  les  deux  substitutions  donnees  au  commencement  du  n"*  8. 
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Ce  qui  fait  en  tout  les  ^uatre  substitutions  suivantes 


x  =  Y, 

X  =  \, 

x  =  1  -Z, 

a-  =  Y  -  X. 

r  =  X, 

r  =  z. 

7=:X-U. 

,V=U-T. 

z^Z, 

^  -T. 

j(  =  Y  —  U, 

*=U-   Z, 

t^l. 

t    :=U, 

/  =T  -U, 

/  =  Y  -  T, 

«=:U, 

U^.\, 

M  =0, 

«  =o. 

Si  nous  les  designons  respectivement  paries  leltres  A,  D»  E,  F,  nous 
irouverons 

F=:E  D*E, 

(ie  sorte  que  les  cent  vingt-deux  substitutions  quioperent  la  reduction 
des  formes  quaternaires  se  reduisent  aux  deux  substitutions  D  et  E, 
qu'on  pent  ecrire  ainsi 

x--iz\  —  X,  X  —  'I  —T, 

7=Z-X,  7  =  X-U, 

5^T-X,  ;:=^:Y-U, 

r  =:U-X,  ^  =T  -U, 

U  =0,  M  :r=  O. 

Ces  deux  substitutions  ne  peuvent  etre  ramenees  a  une  seule  substi- 
tution S,  dont  D  et  E  seraient  des  puissances.  Car  supposons  que  Ton 
ait  S"  =  D,  bn  aurait  S'"  =  D';  et,  comme  D'  est  une  substitution  iden- 
tique,  il  faudraitque  S'"fut  une  substitution  identique.  Alors  les  caU 
cuts  de  reduction  d'une  forme  ne  pourraient  jamais  comporter  plus  do 
5/1  —  I  operations;  en  d'autres  termes,  quels  que  soienta,  6,  ...,  A:,  /, 
il  n'y  aurait  que  5/i  —  i  types  de  formes  reduites,  ce  qui  est  absnrde. 

Done  les  iliments  necessaires  et  suffhants  de  toute  rdduction  sont  les 
deux  substitutions  D  etE. 
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A  DEUX  Equations  alg^briques  enti£res, 


Par  M.  V.  HIOUX. 

PROFBSSBUR    AU    LTCBB    DB    TOURS. 


NOTE  ADDITIONNELLE. 

Le  Memoire  que  nous  avons  publie  dans  le  Tome  X  (Le  ce  Recueil 
(numeros  de  novembre  et  decembre  1881)  contient,  pages  386  et  887, 
Tenonce  et  la  demonstration  du  thcoreme  suivant,  dont  nous  croyons 
devoir  donner  une  nouvelle  demonstration* 

Theoreme  I.  —  5«  I' on  pose  n  ^  i=^p  —  1,  les  conditions  n^cessaires 
et  saffisantes  pour  que  les  equations  A  =  o  e/  B  =  o  aient  exactement 
p  racines  communes  sont 

N/,o=o,    N/,,i=o,     ...,     N/,n-/=o    el    N,-,,o^o. 

En  d'autres  lermes  :  Le  polyndme  T,  doit  itre  identiquement  nul  et  le 
polyndme  T/_,  doit  itre  effectivement  de  degrd p. 

Demonstration.  —   i^  Les  conditions  sont  neccssaires. 

En  efTet,  pour  que  les  equations  A  =  o  etB  =  o  aient  exactement 
p  racines  communes,  il  faut  que  les  polynomes  A  et  B  aient  un 
plus  grand  commun  diviseur.de  degr^p.  Soit  D  ce  plus  grand  commun 

diviseur.  Divisons  par  D  les  deux  termes  de  la  fraction  :g;  nous  pou- 
vons  representer  le  quotient  par  —  g-S  en  designant  par  A,  et  B, 

deux  polyndmes  entiers  en  x,  premiers  entre  eux,  et  de  degr^s  respec- 
tivement  egaux  am  —  /?eta/i  —  />. 
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On  (levra  done  avoir  identiquement 

BA/-t-AB/  =  o. 

Mais,  en  formant  I'identite 

T/  =  BA/-hAB/, 

on  a  conslitue  les  polynomes  designes  ci-:dessus  par  A,  et  B/,  et  pour  que 
res  polyndmes  soient  premiers  entre  eux  et  de  degres  egaux  a  m  — /?  et 
//  — /),  il  faut  que  Ton  ait  N,_,,o<^- 

D*ailleurs  le  choix  des  muhiplicateurs  employes  fait  de  T,  un  poly- 
nome  entier  en  x  de  degre p  —  i» 

L'expression  BA,  4- AB/ devant  etre  identiquement  nulle,  il  en  est 
de  mfime  du  polyndme  T,  qui  lui  est  identique.  On  a  done,  avec 

N/,o=0,      N/,,=:0,       ...,      N/.«_/=0. 

Les  eonditions  enonc^es  soni  done  neeessaires. 

:i^  Les  eonditions  enoneees  sont  sufBsantes. 

En  efTet,  en  les  supposant  remplies,  on  a  identiquement 

BA,-+-AB,=:o, 

(!l,  comme  N/-,,o  ^'^^^  P^^  i^^^  '^^  poiynomes  A/et  B.  sont  premiers 
ontre  eux  el  de  degres  egaux  a  m  -- p  el  n  —p.  II  suit  de  la  que  les 
deux  poIyn6mes  A  et  B  ont  un  plus  grand  eommun  diviseur  de  degre />, 

a  Taide  duquel  on  pent  remplarcr  la  fraelion  g  par  la  fraetion  egale 

Les  equations  A  =  o  et  B  =  o  ont  deux  p  raeines  eommunes. 
Done  les  eonditions  enoneees  sont  suffisantes. 
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Etude  spectroscopique 

SUR  L'OZONE, 

Par    M.    J.    CHAPPUIS. 

ACRlfcCE   PREPARATEl'B  A  L'ECOLE  NORMALE  SCPERIEL'RE. 


INTRODUCTION. 


Dans  le  courant  de  TaDneeiSSo,  nous  avons  entrepris,  M.  Haule- 
feuille  et  moi,  des  recherches  sur  Tozone. 

1.  L'ozone,  tel  qu'on  le  preparait  habituellement,  possedait  dans 
Toxygene  une  si  faible  tension,  53™"*  au  plus,  que  les  proprieles  phy- 
siques de  ce  gaz  elaient  a  peine  distinguees  de  celles  de  Toxygene. 

On  saitles  difficulies  qu'a  surmontees  si  habilement  M.  Soret  pour 
determiner  la  densile  (*)  de  Tozone,  en  operant  sur  Toxygene  faiblement 
ozonise. 

Parmi  les  constantes  physiques  de  ce  corps,  sa  cbaleur  de  forma- 
tion (')  a  ete  obtenue  avec  precision  par  M.  Berthelot,  malgre  i*etat  de 
dilution  oil  il  se  trouve  en  sorlant  des  appareils  a  effluves  ordinaires. 

2.  La  preparation  d'un  melange  tres  riche  en  ozone  etait  done  la 
premiere  condition  a  remplir  pour  acquerir  des  notions  nouvelles  sur 


(»)  Soret,  Annalesde  Cliimie  et  dc  Phfsique,  t.  VU,  p.  ii3-ii8;  1866.  —  Ibid.,  t.  XHI, 
p.  257-282;  1868. 

(*)  Bbrthblot,  Comptes  rendux  des  s^ancex  de  l*Academie  d<'s  Sciences y  t.  LXXXU, 
p.  1281;  1876. 
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ce  corps  curicux;  aussi  lous  nos  efforts  ont-ils  porte  au  debut  sur 
Tetude  dcs  procedes  de  [xreparation  de  Tozone. 

Nous  avons  otahli  (*)  que  la  transformation  isomerique  de  Toxy- 
gene  soumis  a  reffluve  eleclrique  obeit  k  des  lois  simples  qui  sont  les 
niemcs  que  celles  qui  president  k  la  dissociation  des  composes  gazeux. 
Les  tensions  de  transformation  sont,  comme  les  tensions  de  dissociation 
3ansles  systemes  homogenes,  sensiblement  proportionnelles  aux  pres- 
sions  totales. 

Les  tensions  de  I'ozone  croissent  r^tpidement  lorsqu'on  abaisse  la 
temperature  de  Toxygene,  en  refroidissant  I'appareil  dans  lequel  on 
soumet  ce  gaz  a  Teffluve;  elles  doublent,  ou  a  peu  pres,  en  passant 
de  -h  20''  a  —  23*";  elles  quinluplent  en  passant  de  -f-  20^  a  —  55®. 

Pour  nous  procurer  de  Tozone  sous  la  plus  forte  tension  possible* 
il  suffisait  done  d'ozoniser  Toxygene  a  tres  basses  temperatures.  Nos 
experiences  prouvent  que,  une  fois  soustrait  a  Taction  des  decharges 
electriques,  le  melange  d'oxygene  et  d'ozone  cesse  d'etre  un  systfeme 
bomogfene  en  equilibre;  mais  que  cependant  le  melange  se  conserve, 
sans  alteration  sensible,  pendant  tout  le  temps  qu'on  maintientla  tem- 
perature constante,  si  Ton  opere  au-dessous  de  z^ro.  De  la  la  necessite, 
ou  de  renouveler  constamment  Tozone,  ou  d'operer  ^  la  plus  basse 
temperature  possible  et  le  plus  rapidement  possible. 

Toutes  nos  experiences  nous  avaient  apprisun  moyen  pratique  ('), 
sinon  commode,  de  nous  procurer  de  Toxygene  conlenant  environ  20 
pour  100  d'ozone;  nous  avons  alors  songe  a  ntiliser  le  gaz  ainsi  pre- 
pare, a  etudier  la  compressibilite  de  ce  melange  et  la  liquefaction  de 
i'ozone. 

L'experience  se  fait  de  la  fa^on  suivante  : 

L'oxygene  sejourne  un  quart  d'heure  dans  un  appareil  a  efQuves 
electriques  de  M.  Berthelot,  dont  les  tubes  concentriques  en  verre 
mince  sont  plongesdansdu  chlorure  de  metbyle;  puis  on  le  fait  passer 
dans  I'eprouvette  termin^e  par  un  tube  capillaire  de  Tappareil  de 
M.  Cailletet.  Ce  reservoir,  de  60^"  environ,  primitivement  vide  et  main- 
tenu  a  —23**,  ne  pouvant  se  remplir  en  une  fois  et  sous  une  pression 


( » )  Hautefbuixe  el  Ciiappuis,  Complcs  rcNdus,  t.  XQ,  p.  228;  1880. 
[^)  Ibiit,,  p.  552;  1880. 
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(le  760""^,  est  mis  rapidement  en  communication  cinq  a  six  fois  de 
suite  avec  Tappareil  a  eftluves,  dont  la  capacite  ne  surpasse  pas  20^''. 
En  une  heure  un  quart,  on  parvient  par  ce  precede  a  remplir  Teprou- 
vetle  d'un  melange  d'oxygene  et  d'ozone  tres  charge  de  ce  dernier 
gaz. 

L'eprouvelle  est  alors  retiree  du  chlorure  de  mcthyle  et  separee  da 
Tappareil  a  effluves  par  un  trait  de  lime;  le  gaz  qu'elle  coniient  est 
refoule  avec  leuleur  par  du  mercure  refroidi  au-dessous  de  zero,  dans 
le  tube  capillaire  mainlenu  a  —  23°. 

Le  mercure  qui  transmet  la  pression  de  la  presse  hydraulique  n'ap- 
pauvrit  pas  le  melange  aussi  vite  qu'on  pouvait  le  craindre.  II  se  forme 
a  la  surface  du  metal  un  vernissoiide,  qui  limite  rapidement  Taction. 
L'echauflement  du  gaz  pendant  la  compression  est  plus  redoutable. 
Malgre  ces  difficultes,  on  parvient  a  augmenter  la  tension  de  I'ozone 
dans  une  forte  proportion. 

3.  Des  resultats  obtenus  au  point  de  vue  de  la  liquefaction  de 
I'ozone,  ]e  ne  rappellerai  que  celui-ci  :  Tetude  comparative  des  me- 
langes d'oxygene  avec  Tozone  d'une  part,  et  avec  Tacide  carbonique 
d'autre  part,  nous  ont  montre  que  le  point  de  liquefaction  de  Tozone 
est  peu  different  de  celui  do  I'acide  carbonique.  Mais  ces  experiences 
nous  ont  permis  de  constater  une  propriete  nouvelle  de  ce  corps,  et 
c'est  celle-la  seulement  dont  nous  etudierons  les  consequences  dans  la 
suite  de  ce  travail. 

Des  les  premiers  coups  de  piston,  le  tube  capillaire  devient  bleu 
d'azur;  cette  coloration  s'accentue  au  fur  et  a  mesure  qu'on  diminue  le 
volume  du  gaz;  et  si  la  tension  de  Tozone  est  amenee  par  la  compres- 
sion a  etre  de  plusieurs  almospheres,  le  gaz  est  bleu  indigo  et  le 
mcnisque  de  mercure,  vu  k  iravers  le  gaz,  est  alors  bleu  d'acier. 

Si  Ton  place  a  ce  moment  la  parlie  superieure  du  lube  capillaire 
dans  le  protoxyde  d'azote  liquide,  Tintensite  de  la  coloration  aug- 
mente  considerablement  dans  toute  cetle  parlie  refroidie  a  —88**;  la 
partie  inferieure  du  tube  etant  mainienue  a  —  23**,  on  pent  juger  de 
la  difference  de  nuance  et  estimer  que  Tozone  a  —88**  est  trois  ou 
quatre  fois  plus  bleu  que  Tozone  a  —23**.  L'intensite  de  la  coloration 
croit  done  a  mesure  que  la  temperature  s'abaisse.  Apres  quelques  mi- 
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nutes,  les  temperatures  des  differentes  parlies  du  tube  sont  peu  diff6- 
renles,  le  gaz  parait  uniformement  colore  en  bleu  fonce;  Tozone  est 
alors  emprisonne  dans  un  vase  ferme  par  du  mercure  solide,  dont  le 
nienisque  reste  brillant  et  absolument  inattaque  par  Tozone  k  cette 
basse  teniperature. 

.  On  pent  aussi  observer  celte  coloration  en  comprimant  Toxygene 
qui  a  traverse  lentement,  k  la  temperature  ordinaire,  un  appareil  a 
effluves;  car,  si  Ton  comprime  avec  precaution  ce  gaz  dans  un  tube 
capillaire  refroidi  a  —sS*",  Tozone  qu'il  contient  pent  etre  amene  a 
une  tension  de  lo**"  et  pent  etre  conserve  plusieurs  heures,  dans  ces. 
conditions  de  temperature  et  de  pression,  si  le  gaz  est  separe  du  mer- 
cure par  une  colonne  d'acide  sulfurique. 

II  est  done  etabli  que  Tozone,  sous  une  forte  tension,  est  un  gaz 
colore;  mais  en  est-il  de  memo  de  Tozone  a  la  tension  de  quelques 
millimetres?  La  couleur  bleue  caracterise  Tozone  aussi  surement  que 
son  odeur,  car  pour  toutes  les  tensions  on  la  retrouve  en  examinant  le 
gaz  sous  une  epaisseur  convenable ;  pour  la  rendre  manifesto,  il  suffit 
d'interposer  entre  Toeil  et  une  surface  blanche  un  tube  de  i™  a  2™  de 
long  traverse  par  le  courant  d'oxygene  qui  a  passe  dans  Fappareil  de 
M.  Berlhelot.  La  couleur  que  possede  alors  le  gaz  rappelle  la  couleur 
bleue  du  ciel;  ce  bleu  est  plus  ou  moins  fonce  suivant  que  Toxygene  a 
sejourne  plus  ou  moins  longtemps  dans  Tappareil  a  effluves,  et  qu'il 
est,  par  suite,  plus  ou  moins  riche  en  ozone.  Des  qu'on  interrompt 
Teffluve,  la  coloration  bleue  disparait,  Toxygene  ozonise  etant  remplace 
par  de  Toxygene  pur. 

4.  La  compression,  dans  un  tube  capillaire  maintenu  a  —  23^  dans 
du  chlorure  de  methyle,  d'un  melange  d'acide  carboniquc  et  d'oxygene 
ozonise  a  trfes  basse  temperature,  donne  des  resuitats  analogues  k  ce^x 
qu'on  observe  avec  les  melanges  de  plusieurs  gaz  liquefiables,  mais 
qui  empruntent  ici  k  la  coloration  de  Tozone  une  nettete  particu- 
lifere  ('). 

Une  compression  iente  permet  d'obtenir  un  liquide  se  separant  du 
gaz  par  un  menisque;  ce  liquide  n'est  pas  incolore,  comme  1  est  habi- 
*  — ^ — • —  - 

(*)  P.  Uacitbfeuillb  et  J.  Chappuis,  Compirs  rendas,  t.  XCI,  p.  8i5;  1880. 
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tuellement  Tacide  carbonique  liquide  :  il  est  franchement  bleu;  sa 
nuance  ne  parait  pas  difTerer  de  celle  du  gaz  qui  le  surmonle. 

C'est  la  un  elat  stable  qui  persisle  tant  que  les  gaz  restent  sous  pres- 
sion.  Si  Ton  vienl  ^  detendre  legerement  les  gaz  et  a  les  romprimer 
immediatement,  on  voit  au-dessus  du  mercure  une  eolonne  liquide 
d'un  bean  bleu  d'azur,  beaucoup  plus  coloree  que  le  gaz. 

Le  froid  de  la  detente  a  determine  un  nuage  abondant  forme  d'acide 
carbonique  et  d'ozone  liquides  ou  solides;  car  ce  dernier  corps  est 
alors  refroidi  a  une  temperature  inferieure  a  son  point  critique,  et 
Tabondante  liquefaction  de  Tacide  carbonique  produite  par  la  compres- 
sion recueille  une  partie  de  cet  ozone.  Ce  qui  prouve  que  les  choses 
se  passent  bien  ainsi,  c'est  que  la  coloration  du  liquide  diminue  el 
qu'en  quelques  minutes  le  liquide  et  le  gaz  reprennent  la  meme 
nuance.  L'ozone  recueilli  tout  d'abord  par  Tacide  carbonique  liquide 
se  diffuse,  Tatmosphere  du  tube  ne  contenant  pas  la  vapeur  d'ozone  a 
Tetat  de  saturation. 

De  meme  que  la  compression  d*un  melange  d'acide  carbonique  et 
de  protoxyde  d*azote  donne  un  liquide  mixte  forme  des  deux  gaz  lique- 
fies, celle  d*un  melange  d'oxygene,  d'acide  carbonique  et  d'ozone 
donne  un  liquide  mixte  contenant  de  Tozone  liquefie.  C'est  cet  ozone 
qui  colore  en  bleu  le  liquide  que  nous  avons  obtenu  dans  nos  expe- 
riences. 

5.  En  resume,  Tozone  est  bleu  a  la  temperature  et  k  la  pression 
ordinaires.  Ce  fait  est  d'autant  plus  facile  a  constater  que  Ton  ophve 
avec  une  couche  plus  epaisse  de  ce  gaz  ou  a  une  pression  plus  elevee. 

La  couleur  de  Tozone  se  fonce  quand  on  abaisse  sa  temperature,  et 
enfin  on  pent  encore  Tobserver  quand  ce  corps  a  ete  amene  a  Tetat 
liquide. 

Ce  sont  ces  recherches  et  ces  resultats  qui  servent  de  point  de  depart 
a  ceux  que  je  vais  maintenant  exposer.  Ce  travail  a  ete  fait  au  labo- 
ratoire  de  Chimie  de  M.  H.  Sainte-Claire  Deville,  a  TEcole  Normale 
superieure,  d*apres  les  conseils  bienveillants  de  mon  maitre,  M.  P.  Hau- 
tefeuille;  qu*il  me  soil  permis  de  lui  exprimer  ici  ma  profonde  recon- 
naissance. 
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PREMISE  PARTIE. 

SPECTRE  D  ABSORPTION  DE  L'OZONE. 


Spectres  d'abeorptioii. 

Quand  on  fait  passer  un  rayon  de  soleil  dans  un  tube  contenant  un 
gaz  color^,  et  qu'on  le  re^oit  ensuile  sur  le  prisme  d'un  spectroscope* 
on  observe  dans  le  spectre  des  bandes  obscures;  on  reconnait  en 
general  par  une  observation  plus  attentive  que  ces  bandes  sont  formees 
de  fines  raies,  alternalivement  brillantes  et  sombres,  analogues  a  celles 
qu'on  observe  dans  le  spectre  solaire. 

La  premiere  observation  de  ce  genre  a  ete  faite  par  Brewster  en 
1 832  sur  Tacide  hypoazotique  (*);  il  constata  que  ce  gaz  donne  un 
tres  bean  spectre  d'absorption;  et  Ton  pent  considerer  sa  decouverte 
comme  le  point  de  depart  de  toutes  les  observations  de  spectroscopie 
siderale,  qui  ne  prirent,  d*ailleurs,  leur  veritable  developpement  que 
vingt  ans  apres,  lorsque  Kirchlioff  parvint  a  rendre  conipte  des  resuitats 
observes  par  Foucault,  Brewster  et  Angstrom,  en  donnant  une  theorie 
des  raies  du  spectre  solaire. 

Depuis  Tohservation  de  Brewster,  on  a  constat^  le  memo  fait  avec  la 
vapeur  d'iode  et  de  bromc;  les  spectres  ^taient  differents  et  pouvaient, 
par  consequent,  servir  a  caracteriser  les  corps  qui  leur  donnaient  nais- 
sance.  Le  chlore  et  ses  composes  oxygenes  qui  sont  comme  lui  colores 
presentaient  egalement  le  meme  phenomene.  Presque  tons  les  gaz 
colores  ont  ete  passes  en  revue;  tons  ont  presente  un  spectre. 

[I  est  meme  probable  que  tons  les  gaz  pr^senteraient  nn  systeme 
de  bandes  d'absorption  caracteristiques,  si  Ton  pouvait  les  observer 
sous  une  epaisseur  assez  grande  (').  On  constate,  en  efTet,  dans  le 


( » )  Transactions  phitosoplnqiics  d^£(limbourgy  i,  XII. 
(*)  Jamin,  Cours  de  Physique,  I.  Ill,  a*  ^ition,  p.  4^1. 
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spectre  solaire,  quand  Tastre  est  k  son  lever  ou  a  son  coucher,  des 
bandes  obscures  qu'il  est  impossible  de  retrouver  quand  le  Soleil  est 
au  zenith.  Biles  sont  dues  evidemment  k  Tabsorplion  de  certaines 
radiations  par  Tair  ou  par  les  gaz  contenus  dans  Pair;  il  faut  que  la 
couche  atmospherique  traversee  par  les  rayons  lumineux  suit  tres 
(^paisse  pour  produire  Tabsorption;  les  bandes  dtsparaissent  tout  a  fait 
si  Tobservation  est  faite  du  haul  d'une  montagne. 

Cas  de  Fozone. 

Ces  faits,  bien  connus,  m'ont  fait  esperer  qu'il  ne  serait  pas  tres  diffi- 
cile, grace  a  la  coloration  assez  intense  de  Tozone,  d'observer  le  spectre 
d'absorption  auquel  il  ne  pouvait  nianquer  de  donner  naissance. 

L'observalion  devait  certainement  presenter  quelques  difficultes, 
resultant  de  la  necessite  do  se  procurer  de  Tozone  parfaitement  pur,  ct 
de  rimpossibilite  oil  Ton  se  trouve  de  le  preparer  autrement  que 
dilue  dans  un  grand  exces  d'oxygene.  La  presence  de  traces  de  corps 
etrangers  pouvait,  en  effet,  introduire  dans  le  spectre,  si  Ton  parvenait 
a  en  observer  un,  des  bandes  que  Ton  aurait  a  tort  attribuees  a  Tozone. 
II  fallait  done  operer  avec  de  Toxygene  parfaitement  pur  et  sec,  le 
conserver  dans  des  reservoirs  en  verre,  et  Tamener  de  ces  reservoirs  au 
tube  d'observation  en  traversant  un  appareil  ozoniseur,  sans  qu'a  aucun 
moment  il  put  etre  decompose,  ou  se  charger  de  matieres  gazeuses  qui 
auraient  apporte  un  grand  trouble  dans  Tobservation. 

D^autre  part,  la  dilution  forcee  de  Fozone  dans  Toxygene  conduisait 
naturellement  a  Temploi  d'un  tube  Ires  long,  d'un  maniement  difficile, 
d'un  volume  notable.  Ce  tube  devait  elre  tout  en  verre,  ferme  a  ses 
extremites  par  des  glaces  de  verre  mastiquees  avecune  matiere  inatta- 
quable  par  Tozone. 

Enfin,  la  preparation  de  Tozone  devait  etre  faite  dans  les  conditions 
les  meilleuresy  de  fafon  q^ue  le  melange  gazeux  fut  tres  colore  et  Ires 
propre  a  produire  une  energique  absorption  des  rayons  lumineux. 

Essais  pr^liminaires. 

Je  cQmmeni;ai  par  faire  des  essais  qui  m*ontprouve  que  Ton  pouvait 
employer  sans  inconvenient  le  silicate  de  soude  pour  toutes  les  soudures 
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de  verre  sur  verre;  TozoDe  n'attaque  pas  la  matiere  vitreuse  qui  se 
forme  ^  la  longue  lorsque  le  silicate  est  see. 

Un  long  usage  nous  a^ail  appris  que  le  maslic  Goiaz  resiste  egale- 
ment  bien  a  Taclion  ppolongee  de  I'ozone. 

Quant  a  la  preparation,  je  songeai  tout  d*abord  a  la  faire  a  la  plus 
basse  temperature  possible,  en  refroidissant  Tappareil  ozoniseur  par 
le  chlorure  de  meUiyle,  par  exemple,  esperant  que  Tozone  tres  riche 
qu*on  obtient  dans  ces  circonstances  permettrait  Temploi  d'un  tube 
moins  long,  par  consequent  d'une  moindre  capacite  et  plus  facile  a 
remplir. 

Les  essais  que  j*ai  tentes  de  ce  cote  m'ont  demontre  que  cette 
metbodc  ne  pouvait  servir;  elle  ne  donne,  en  effet,  de  bons  resultats 
que  dans  le  cas  tout  particulier  oil  je  Tai  employee  avec  M.  Hautefeuille, 
c*est-a-dire  seulement  lorsque  les  gaz,  sortant  a  —  23^  de  Tappareil 
ozoniseur,  sont  maintenus  a  cette  temperature  et  amenes  dans  un  reci- 
pient egalement  a  —  23''. 

Les  experiences  comparatives  ont  ete  faites  a  la  fois  dans  deux  tubes 
de  2".  L'un  recevait  Tozone  prepare  a  la  temperature  ordinaire,  Taulre 
Pozone  prepare  ^  —  23**;  les  deux  tubes  etaieut  a  la  temperature  de  la 
salle  d'experience  (iS*'  environ).  II  ne  m'a  jamais  ete  possible  de 
constater  une  difference  dans  la  coloration  en  faveur  de  Tappareil 
rempli  avec  le  gaz  refroidi  pendant  la  preparation;  j'ai  plusieurs  fois 
repete  Texperience,  le  resultat  a  toujours  ete  le  meme.  Plus  tard, 
lorsque  j'eus  observe  le  spectre  d'absorption  du  a  Tozone,  j'ai  pu 
refaire  ces  memes  experiences,  et  juger  par  Tintensite  des  bandes 
qu'il  n'y  avail  pas  avantage  a  refroidir  Tappareil  producteur,  si  Ton 
ne  refroidissait  pas  en  meme  temps  le  tube  d'observalion. 

La  raison  de  ce  fait  doit  6tre  dans  la  nature  explosive  de  Tozone. 
Abandonne  a  lui-meme,  il  ne  se  decompose  que  lentement,  surtout  s'il 
est  maintenu  a  basse  temperature;  mais,  si  Ton  vient  a  recbauffer,  la 
decomposition  commence,  et  elle  se  continue  d'autant  plus  vite  qu'elle 
a  commence  plus  rapidement.  C'esi  done  dans  le  passage  des  gaz  de 
—  23^  a  la  temperature  de  la  salle  qu'il  faut  voir  la  cause  de  Tinsucces 
constate. 

Or  on  ne  peut  songer  k  refroidir  a  —  23^  un  tube  de  la  longueur  de 
celui  que  je  voulais  employer,  fait  de  plusieurs  morceaux  et  presentant 
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des  masticages  au  silicate  de  soude  en  plusieurs  points,  et  particulie- 
ren)ent  k  rarrivee  et  a  la  sortie  du  gaz. 

J'ai  done  du  avoir  recours  a  un  tube  de  grande  longueur  et  preparer 
Tozone  a  la  temperature  ordinaire. 

Description  de  Tappareil. 

L'appareil  [fig.  i)  qui  m'a  servi  a  observer  les  bandes  d'absorption 
de  Tozone  a  la  pression  atmospherlque  et  a  la  temperature  ordinaire 
peutse  diviseiven  trois  parties  : 

a.  La  source  et  les  reservoirs  d'oxygfene; 

h.  L'appareil  producteur  d'ozone; 

c.  Le  tube  d'observation. 

a.  L'oxygene  etail  prepare  par  la  decomposition  par  la  chaleur  du 
precipite  per  se  chimiquement  pur  et  parfaitement  sec.  Ce  produit 
encore  chaud  etait  place  dans  un  tube  de  verre  de  Boheme  S  ferme  a 
Tune  de  ses  extremites,  etire  a  Tautre  pour  permettre  d'y  sceller  un 
tube  de  plomb  avec  du  mastic  Golaz.  Ce  tube  abducteur  etait  mastique 
k  un  robinet  a  trois  voiesR,  communiquant  par  un  premier  tube  de 
plomb  a  la  machine  pneumatique  a  mercure,  et  par  un  autre  a  deux 
vases  de  i^'\  servant  de  reservoirs  a  oxygene.  Chacun  de  ces  deux  fla- 
cons  portait^  mastique  dans  son  goulot,  outre  deux  tubes  abducteurs 
s'ouvrant  a  la  partie  superieure  du  vase,  un  large  tube  de  o^jSo  de 
longueur,  ferme  a  sa  partie  superieure  par  un  robinet  et  plongeant  par 
sa  partie  superieure  dans  du  mercure  sur  lequel  nageaient  quelques 
morceaux  de  potasse  fondue;  ces  tubes  servaient  de  manometres.  Le 
premier  flacon  portait,  en  outre,  un  siphon;  la  petite  branche  a  I'inte- 
rieur  du  recipient  plongeait  dans  le  mercure;  la  grande  branche  etait 
fermee  par  un  robinet.  Le  tube  de  communication  des  deux  reservoirs 
portait  un  robinet  R'. 

b.  L'appareil  employe  pour  produire  Tozone  etait  un  ozoniseur  de 
M.  Bertbelot  entierement  sonde;  il  etait  separe  du  deuxieme  reservoir 
k  oxygfene  par  un  tube  de  Will  et  Warentrapp  renfermant  quelques 
gouttes  d'acide  sulfurique  concentre,  et  dont  les  deux  boules,  reunies 
par  un  tube  muni  d'un  robinet  R"",  pouvaient  a  volonte  etre  mises  en 
communication  Tune  avec  Tautre. 

j4nn,  de  Vtc,  Normale,  a*Serie.  Torae  XI. —  Mai  1882.  19 
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Fig.  I. 
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L'efQuve  etait  produite  par  une  forte  bobioe  de  Ruhmkorff,  mise  en 
action  par  une  pile  de  6  elements  Bunsen. 

c.  Un  robinet  R'',  sonde  sur  le  tube  abducteur  de  Tappareil  a  ozone, 
le  separait  du  tube  d'observation.  Ce  tube  avait  une  longueur  de  4™»^o 
et  une  capacite  de  a^'^  II  etait  forme  de  quatre  tubes  de  verre  de  section 
elliptique  (grand  axe,  o",o3  a  o"",o4;  petit  axe,  ©"".oiS  a  o",o2) 
rodes,  ajustes  bout  a  bout  et  sondes  au  silicate  de  sonde.  Les  points  de 
jonction  etaient,  par  precaution  et  une  fois  le  silicate  sec,  enveloppcs 
de  bandes  de  caoutchouc  et  scelles  dans  un  bloc  de  platre  (in. 

Les  deux  ouverlures  extremes  elaient  fermees  par  des  lames  de  verre 
appliquees  contre  le  tube  rode,  et  mainlenues  d'abord  par  du  silicate 
de  soude  et  du  platre,  puis,  par  la  suite,  avec  du  mastic  Golaz.  ^ 

Dans  le  voisinage  de  chaque  extremite  etait  un  trou  de  o™,oo5  de 
diametre  perce  dans  la  paroi  du  tube ;  dans  ces  ouvertures  s'engageaient 
le  tube  qui  amenait  Tozone  et  le  tube  a  degagement;  ils  y  etaient 
sondes  au  silicate.  Le  tube  a  degagement  faisait  partie  d'un  tube  en  T, 
dont  la  grande  branche  verticale,  servant  de  barometre,  pouvait  ainsi  a 
chaque  instant  donner  la  pression  dans  I'interieur  du  tube,  et  dont 
I'autre  branche,  munie  d'un  robinet  R^^,  communiquait  par  un  tube  de 
plomb  a  la  machine  pneumatique. 

Preparation  de  rexpirience. 

Voici  maintenant  comment  Tappareil  etait  mis  en  experience.  Les 
robinets  r,  r  des  tubes  manometriques  des  reservoirs  etant  fermds  et 
tons  les  autres  ouverts,  la  machine  pneumatique  faisait  le  vide  dans 
toutes  les  parties  de  Tappareil;  on  amenait  la  pression  a  n'etre  plus 
que  de  0^^,002.  On  chautTait  alors  le  tube  producteur  d'oxygfene, 
jusqu'a  ramener  la  pression  a  o"*,  10;  le  vide  etait  fait  de  nouveau,  et 
la  memo  serie  d'operations  etait  reproduite  jusqu'a  trois  fois.  A  la  fin 
de  la  Iroisieme  operation,  la  pression  de  Tazote  ne  se  mesure  plus  que 
par  des  dix-milliemes  de  millimetre;  Tappareil  pouvait  etre  considere 
comme  totalement  purge;  on  fermait  alors  les  deux  robinets  R'*,R'^, 
qui  permettent  d'isoler  le  tube  d'observation;  on  fermait  egalement 
le  robinet  R''  qui  separe  Tozoniseur  des  reservoirs;  ceux-ci  comniu- 
niquent  entre   eux   et  avec  la  source  d'oxygene,  le  robinet  a  trois 
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voies  R  etant] dispose  de  fagon  k  les  separer  de  la  machine  pneuma- 
tique. 

On  cbauffait  alors  le  tube  a  oxyde  de  mercure  de  maniere  a  remplir 
les  deux  reservoirs  d'oxygene,  le  reservoir  B  a  la  pression  de  o",85  k 
o™,9o  de  mercure,  le  reservoir  A  k  une  pression  de  i",io  environ.  Les 
deux  robinets  r,  r'  des  lubes  manometriques  etaient  ouverts  de  fa?on  a 
les  faire  communiquer  avec  latmosphere,  et  de  fagon  que  la  colonne 
de  mercure  qu'ils  reuferment  put  servir  a  donner  d'une  faQon 
approximative  la  pression  du  gaz  dans  les  reservoirs.  Celte  colonne 
elait  done  de  o",io  a  a",i5  pour  le  reservoir  B,  et  de  o",3o  environ 
dans  le  manometre  de  A. 

Lorsque,  daus  la  suite  des  operations,  la  pression  avait  diminue  dans 
le  reservoir  B,  on  pouvait,  en  le  mettant  en  communication  avec  A, 
ramener  la  pression  k  sa  valeur  primitive;  quant  a  ce  dernier,  on  y 
maintenait  la  pression  a  peu  pres  constante  de  deux  fa^ons  a  volonle  : 
ou  bien  en  continuant  pendant  toute  la  duree  d'une  experience  le 
d^gagement  d'oxygeoe,  ou  bien  en  versant,  a  Taidc  d'un  entonnoir,  du 
mercure  dans  le  flacon  A,  par  le  tube  manometrique,  de  fa^on  a 
deplacer  Toxygene  qu'il  contenait.  Dans  ce  dernier  cas,  apres  une 
experience,  le  reservoir  A  etait  plein  de  mercure;  le  siphon  que  j'avais 
adapte  a  cette  parlie  de  Tappareil  permettait  d*enlever  le  mercure,  de 
le  chasser  par  de  Toxygene  et  de  r^tablir  Tappareil  en  experience. 

Dans  tons  les  cas,  on  pouvait  avoir  besoin,  au  milieu  d'une  expe- 
rience, de  remplacer  le  producteur  d'oxygene,  soit  que  Toxyde  de 
mercure  fut  epuise,  soit  que  ce  tube  de  verre  de  Boheme,  chauffe  trop 
longtemps  de  suite  ou  alternativement  chauffe  et  refroidi,  vint  a  se 
briser.  (Get  accident  ne  pouvait  avoir  d'inconveoients  au  point  de  vue 
de  la  rentrec  de  Tair  dans  les  reservoirs,  puisque  Toxygene  y  etait  tou- 
jours  maintenu  sous  pression.)  Ce  changement  pouvait  se  faire  faci- 
lement,  grace  a  la  disposition  du  robinet  a  trois  voies  R  qui  com- 
mandait  cette  partie  de  Tappareili  la  rendant  ainsi  independante,  et 
permetlant  d*abord  de  la  separer  des  reservoirs,  puis  de  faire  le  vide 
et  des  lavages  a  Toxygene  dans  le  nouveau  tube  avant  de  retablir  les 
communications. 
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Experience. 

Preparation  de  V ozone, 

L'appareil  ^tait  ainsi  pret  pour  une  experience.  Le  vide  etant  fait 
dans  le  tube  d*observation  et  Tappareil  ozoniseur  se  trouvant  plein 
d'oxygene  a  une  pression  superieure  de  quelques  centimetres  a  la 
pression  atmospberique, la  machine  de  Ruhmkorffetait  mise  en  marche, 
et  on  laissait  Teffluve  produire  son  eflet  pendant  dix  minutes;  on 
ouvrait  alors  le  robinet  du  tube  de  communication  R""  et  Toxygene 
ozonise  se  repandait  dans  le  tube  vide. 

On  avait  soin,  a  ce  moment,  de  fermer  le  robinet  R''  qui  faisait 
communiquer  les  deux  boules  de  I'appareil  de  Will  et  Warentrapp,  et 
qui  avait  permis  de  faire  le  vide  des  deux  cotes  de  la  colonne  d'acide 
sulfurique;  Toxygene  elail  alors  force  de  traverser  ce  liquide,  et  c'etait 
par  la  rapidite  du  passage  des  bulles  qu'on  reglait  Tadmission  du  gaz 
dans  Tappareil  k  efQuve,  et  par  suite  la  marche  de  I'experience. 

A  Tautre  extremite  du  tube,  d'ailleurs,  le  barometre  donnait  des 
indications  et  permettait  de  savoir  a  quel  point  on  en  etait  de  la  prepa- 
ration, quelle  etait  la  pression  de  I'oxygene  ozonise  soumis  a  I'obser- 
vation. 

Si  on  laissait  I'operation  continuer  ainsi,  le  reservoir  B  se  vidant, 
la  pression  y  deviendraitbientotinferieure  a  la  pression  atmospherique, 
Fozone  ne  serait  plus  prepare  dans  les  conditions  qui  paraissent  les 
plus  favorables  a  sa  production ;  aussi  fallait-il  souvent  arreter  le  courant 
d'oxygene  et  mettre  B  en  communication  avec  A,  pourrameoer  la  pres- 
sion dans  le  reservoir  B  a  sa  valeur  primitive.  L'operation  ainsi  conduite 
demandait  six  heures  environ,  pour  permettre  de  remplir  d'oxygene 
tres  riche  en  ozone  le  tube  d'observation,  dont  la  capacite  etait,  comme 
je  I'ai  dit,  de  2"^ 

Observation,  —  Resultats, 

I.  A  Tune  des  extremites  du  tube,  on  pla^^ait  une  lanterne  permeltant 
Tusage,  ou  de  la  lumibre  Drummond,  ou  d'une  lampe  a  gaz;  on  inter- 
posait  une  cuve  d*alun,  ou  simplement  d*eau,  entre  cette  source  de 
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lumiere  et  le  tube,  de  faQon  a  arreter  la  presque  totalile  des  rayoos 
calorifiques,  qui  determineraient  uue  diminution  rapide  dans  la  teneur 
en  ozone.  A  Taulre  extremite,  on  plagait  le  spectroscope  destine  a 
Tobservation. 

Dans  une  premiere  serie  d'experiences,  faites  avec  un  spectroscope 
qui  portait  a  yolonle  un  ou  deux  prismes,  j'ai  constate  la  presence, 
dans  la  partie  visible  du  spectre,  de  onze  bandes  obscures. 

II.  Ces  bandes  etaieut  faciles  a  reperer;  j'ai  pu  en  dresser  une  carte 
[Jig.  2);  le  spectroscope  ne  portant  qu'un  prisme,  les  mesures  micro- 
Fig.  2. 

80  9«  110  110  120  130  140  150  160  J70  180  191 


metriques  m'ont  donn^  le  Tableau  suivant,  D  (X  =  588,9)  etant  au  100 
du  microniMre. 

Degr^B  du  micrometre. 
Num^ros.  . n  ^  Largeurs. 

1 89  »  » 

2 94  99  5 

3 io4  no  6 

4 \  ii5  116  I 

5 120  123,5  3,5 

6 i32,5  i36  3,5 

7 i4» )5  142,5  I 

8 1 46 , 5  1 5o  3,5 

9 i56  167  I 

10 160  i63,5  3,5 

11 176  »  » 

III.  J'ai  conslruit  une  courbe  de  conversion  des  degres  du  micro- 
metre en  X,  en  mesurant  un  nombre  suffisant  de  raies  connues  avec  le 
spectroscope  qui  m*a  servi  dans  toutes  ces  experiences;  j'ai  pu  ainsi 
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obtenir  une  autre  Carte  {Jig.  3)  et  dresser  le  Tableau  suivant,  qui 
donuent  la  position  des  bandes  exprimee  en  longueurs  d'onde. 


Numeros. 

1 628,5 

2 609,5 

3 577,0 

^^ 547,0 

5 535,0 

6 5o8,5 

7 492,5 

8 484,5 

9 470 

10 464,5 

11 444 


Largeurs. 


» 

» 

593,5 

16 

56o,o 

•7 

544,5 

2,5 

527,0 

6,5 

503,0 

6,5 

491.0 

1,5 

479  >o 

4,5 

468,5 

1,5 

460,0 

4,5 

» 

)) 

lY.  La  bande  n^  1  est  douteuse;  ce  n'est  que  dans  les  experiences 
oil  I'ozone  a  ete  prepare  avee  le  plus  grand  soin  et  traverse  sous  la 


Fig.  3. 
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plus  grande  longueur  que  j*ai  reussi  a  Tobserver.  Je  Tai  vue  avec 
difftculte  dans  deux  observations,  et  sa  position  a  ete  notee  une  fois 
a88,5et  I'autre  k  89. 

La  deuxieme  est,  de  toules,  la  plus  visible;  elle  n'est  pas  egalement 
sombre  dans  toute  sa  largeur,  elle  presente  une  ombre  tres  forte,  s'^ta- 
lant  de  96  a  98,  et,  a  gauche  et  a  droite,  une  sorte  de  penombre 
qui  s'arrSte  assez  nettement  aux  limites  indiquees  dans  le  Tableau. 

La  troisieme  bande  parait  beaucoup  plus  sombre  dans  la  region 
voisine  de  D;  le  maximum  semble  tr^s  voisin  de  io5,  et  elle  va  en 
decroissant  jusqu'k  no,  oil  elle  est  encore  assez  nette  pour  qu'il  n'y 
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ait  pas  de  difference  bien  sensible  entre  deux  pointages,  fails  a  plu- 
sieurs  jours  d'intervalle. 

Je  n'ai  remarque  de  variation  d'intensite  dans  Tobscurite  de  la  bande 
que  dans  Tobservation  des  deux  bandes  dont  je  viens  de  parler;  dans 
toutes  les  autres,  la  teinte  semble  aniforme,  et  c'est  a  peine  si  les 
bords  se  fondent  un  peu,  laissant  quelque  indecision  sur  le  point  exact 
oil  elles  commencent  el  oil  elles  finissent. 

Quant  a  la  derniere,  on  juge  assez  bien  oil  elle  commence  dans  le 
bleu  violace,  mais  on  ne  pent  dire  oil  elle  finil^  pas  plus  qu*on  ne  pent 
a  Toeil  juger  s*il  en  existe  d'aulres  dans  le  violet. 

y.  Pour  m'assurer  de  ce  fait,  j*ai  du  faire  de  nombreuses  photo- 
graphies, qui  me  permeltent  d'affirmer  que  Tozone  ne  donne  nais- 
sance  a  aucune  bande  d'absorplion  dans  toute  la  region  du  spectre 
comprise  depuis  G  jusqu'a  H.  Les  photographies  ont  ele  faites  a  Faide 
de  la  gelatine  au  bromure.  Les  plaques  que  j'employais  elaient  sen- 
sibles  aux  rayons  lumineux  un  pen  avant  G,  et  jusqu'un  pen  au  delk 
de  H;  les  photographies  elaient  faites,  soil  avec  la  lumifere  solaire,  soit 
avec  la  lampe  Drummond;  dans  le  premier  cas,  on  obtenait  une  belle 
photographic  oil  les  raies  G>  A,  H|,  Ht  elaient  des  plus  faciles  a  recon- 
nailre,  mais,  dans  les  deux  cas,  on  ne  voyail  aucune  bande. 

YL  Tousles  essais  que  j'ai  fails  pourarriver  a  resoudre  les  bandes 
les  plus  larges  et  les  plus  noires,  en  raies  fines,  sont  restes  sans  succes. 

L*emploi  de  deux  prismes,  pour  Telude  de  ce  spectre,  ne  semble 
presenter  aucun  avantage.  Cest  bien,  en  realile,  un  speclre  de  bandes 
et  non  un  spectre  de  lignes.  Observees  avec  un  spectroscope  tres  dis- 
persif  portant  deux  prismes  a  sulfure  de  carbone,  ces  bandes  6*etalent, 
perdent  de  leur  nellele.  Cest  un  fait  deja  signale  par  M.  Gernez, 
dans  Tetude  qu*il  a  faite  des  spectres  d'absorplion  de  Ta/^ide  hypoazo^ 
tique  et  des  composes  oxyg^nes  du  chlore  (*),  observes  a  T^t  liquide 
ou  a  Tetat  de  dissolution,  mais  qui  ne  se  presente  pas  pear  ces  memes 
corps  etudies  a  Tetat  gazeux;  dans  le  cas  des  vapeurs,  en  effet, 
presque  toutes  les  raies  sont  Irfes  fines  et  apparaissent  d*autant  plus 
dislinctement  que  le  faisceau  lumineux  est  plus  itale. 


Gebnbz,  Comptes  remlus,  t.  LXXIV,  p.  660;  187a. 
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Ordre  d'apparition  des  landes. 

Brewster  le  premier,  dans  son  experience  sur  la  vapeur  d'acide 
hypoazoUque,  a  constate  que  les  bandes  obscures  s'etalent  de  plus  en 
plus,  a  nriesure  que  la  densite  du  gaz  augmente.  Le  phenomene  est  des 
pkis  nets  avec  ce  gaz;  les  bandes  apparaissent  peu  a  peu,  d'abord  dans 
le  bleu,  puis  dans  le  vert  et  le  violet,  et  ce  n'est  que  lorsque  ces 
bandes,  en  s*etalant,  ont  fini  par  se  reunir,  de  maniere  a  faire  dispa- 
raitre  tous  les  rayons  bleus  el  viblets  et  presque  la  totalite  du  vert, 
que  Ton  pent  apercevoir  d'une  faQon  nette  une  quantite  de  raies  tres 
fines  qui  viennent  d'apparaitre  seulemenl  dans  le  rouge. 

Ce  fait  a  depuis  ete  observe  par  Miller  (*),  qui  a  constate  que  les 
lignes  augmentaient  en  nombre  et  en  largeur  quand  on  augmente 
la  profondeur  du  milieu. 

M.  Gernez  le  signale  egalemenl  (^). 

J'ai  constate  la  production  d'un  phenomene  analogue  dans  le  spectre 
d*absorplion  de  I'ozone.  Les  bandes  n*apparaissent  pas  au  meme  in- 
stant dans  toutes  les  parties  du  spectre.  Leur  ordre  d'apparition  est  le 
meme,  soit  qu'on  fasse  varier  la  longueur  du  tube,  soit  qu*on  aug- 
mente par  compression  la  densite  du  gaz  soumis  a  Tobservation. 

i"*  Les  bandes  2  et  3  se  voient  d'abord.  L'apparition  de  la  bande  2 
precede  a  peine  celle  de  la  bande  3 ;  quoique  ayant  la  memo  largeur, 
la  bande  2  est  un  peu  plus  obscure  que  Tautre;  d'autre  part,  la  bande  3 
apparait  dans  la  region  la  plus  lumineuse  du  spectre;  ces  deux  bandes, 
encadrant  la  raie  D,  sont  toujours  celles  qu'il  faut  rechercher  dans 
les  experiences  eomme  caracterisant  Tozone. 

2**  Ensuite  viennent  successivement  les  bandes  5,  6  et  8,  la  pre- 
miere k  la  limite  du  jaune  et  du  vert,  la  seconde  dans  le  vert,  la  iroi- 
sieme  dans  le  vert  bleu. 

3^  Les  bandes  10  et  11  apparaissent  en  troisieme  lieu  et  presque 
en  meme  temps, 

4"*  Ce  n'est  que  dans  les  meilleures  experiences,  avec  une  longueur 

(^)  MiLLEE,  Philosophical  Magazine^  t.  U,  p.  38f. 

(*)  Gernbz,  Comptes  rendus,  t.  LXXIV,  p.  465  et  660;  1872. 
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de  4'"*5o  (I'oxygene  tres  riche  en  ozone,  que  Ton  voit  enfin  les 
bandes  4,  7  et  9;  et  meme  dansces  conditions,  la  bande  1  est  difiicile 
a  saisir. 

Avec  le  grand  lube,  des  le  debut  de  I'experience,  alors  que  la  pres- 
sion  n'elait  encore  que  de  0^,07  de  mercure,  on  voyait  deja  les  deux 
raies  caracteristiqnes  formant  ombre  a  gauche  et  a  droite  de  D;  a  une 
pression  de  0^,09,  il  y  avait  cinq  bandes  visibles;  a  o",ia  de  pression, 
les  sept  bandes  larges  pouvaient  se  reperer. 

On  ne  commencail  a  voir  les  trois  bandes  etroites  (n***  4,  7  et  9) 
que  pour  des  pressions  voisines  deo'°,5o  de  mercure,  etia  bande  1  que 
tout  a  fait  la  fin,  la  pression  etant  de  o",  76. 

Le  nombre  et  Tobscurite  des  bandes  visibles  va  done  certainement 
en  croissant,  avec  Tepaisseur  du  milieu  traverse  ou  avec  sa  densite.  Je 
n'ai  constate,  avec  le  tube  de  4™>^o  dans  ces  limites  de  pression 
(de  o'*"  a  I**™),  que  de  trop  faibles  differences  dans  la  largeur  des 
bandes  pour qu'il  y  ait  interet  a  les  signaler;  et,  d'ailleurs,  Tapparence 
particuliere  de  celles  qui  sont  dues  a  Tozone  exclut  la  possibilite  de 
mesures  bien  precises,  analogues  a  celles  que  permet  Tacide  hypoazo- 
tique  par  exemple. 

Influence  de  la  pression. 

II  m'a  paru  int^ressant  de  faire  des  experiences  avec  ud  tube  d'une 
faible  longueur,  mais  a  des  pressions  tres  fortes ;  elles  devaient  per- 
mettre,  en  effet,  de  voir,  en  meme  temps  qu'une  coloration  tres  intense, 
un  spectre  d*asorption  des  plus  nets,  et  sur  lequel  deux  observations 
restaient  a  faire  pour  confirmer  les  resultats  obtenus  jusque-la  et  les 
etablir  d'une  fagon  definitive  :  constater,  dans  ces  conditions  nouvelles, 
Tordre  d'apparition  des  bandes  et  leur  elargissement,  puis  essayer  a 
nouveau  la  resolution  des  bandes  en  raies  fines. 

Je  me  suis  servi,  dans  ce  but,  d'un  appareil,  que  j*ai  fait  construire 
en  vue  d'autres  experiences  encore,  et  qui  m*a  permis  Tobservation  du 
spectre  de  Tozone  a  des  pressions  differentes,  comprises  dans  des  limites 
beaucoup  plus  ecartees  que  celles  que  permet  la  premiere  experience. 
Rien  ne  prouvea/^nbn  que  Teffetproduit  par  Taugmentationd'epaisseur 
de  la  colonne  gazeuse  ou  celui  produit  par  une  augmentation  de  density 
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du  gaz  colore  soil  le  meine;  dans  le  cas  ou  les  rayons  lumineux  traver- 
sent  une  colonne  d'un  gaz  colore  vingt  ou  quarante  fois  plus  longue, 
la  modification  qu*il  subit  pent  etre  difTerente  de  celle  qu'on  observe  si 


Fig.  4. 


le  meme  rayon  traverse  un  gaz  vingt  ou  quarante  fois  plus  dense;  car, 
dansce  dernier  cas,  si  Ton  a  afTaire,  comme  cela  a  lieii  dans  la  cireon- 
stance,  a  un  gaz  relativement  aseez  facile  a  liquefier,  ce  n'est  plus  en 
realite  une  matiere  gazeuse  qui  determine  la  modification  de  la  lu- 
miere,  mais  une  veritable  vapeur. 
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L'observation  du  spectre  d'absorplion  des  corps,  soil  a  Tetat  gazeux, 
soil  a  Tetat  liquide,  cootenus  dans  des  tubes  cylindriques  ou  dans  des 
tubes  termines  par  des  surfaces  spberiques,  comme  je  Tai  pratiquee 
quelquefois,  presenle  des  inconvenients.  Aussi  me  suis-je  propose  de 
realiser  un  appareil  permettant  celte  meme  observation  a  travers  des 
surfaces  plaues,  a  travers  des  glaces. 

L'appareil  a  ete  construit  par  M.  Goiaz,  avec  Thabilete  dont  cecon- 
structeur  a  si  souvent  fait  preuve  {fig.  4). 

Le  principe  en  est  facile  a  saisir.  On  pent,  dans  cet  appareil,  consi- 
derer  trois  parlies  : 

En  premier  lieu,  un  vaste  reservoir  tout  en  verre,  form6  d*un  tube 
cylindrique  a  parois  pen  epaisses;  sa  longueur  etait  d'environ  o",8o, 
et  son  diametre  pouvait  varier  entre  o™, o3  et  o", o35 ;  il  etait  termine,  a 
chaque  extremite,  par  un  tube  de  o™,oo6  de  diametre  exterieur,  long 
deo",o6. 

Celte  partie  devant  etre  entierement  plongee  dans  le  mercure  et  dans 
Teau,  qui  transmettent  la  pression  de  la  pompe  hydraulique,  il  importe 
pen  qu'elle  soil  ou  non  resistanie,  la  pression  devant  y  etre  la  meme 
a  rinterieur  et  a  Texterieur. 

En  second  lieu,  le  tube  d'observation  {fig.  5).  Dans  un  epais  tube 
cylindrique  en  acier,  on  a  introduit  deux  coquilles,  A  et  B,  de  cuivre 
rouge,  ajustees  de  faQon  ky  penetrer  a  frottement.  Ces  deux  coquilles 
ont  ete  prealablement  rabotees  de  faijon  qu'une  fois  mises  en  place 
elles  laissent  entre  elles  un  tube  rectangulaire  dans  lequel  on  pent 
glisser  un  tube  sans  soudure,  en  platine,  qui  s'y  ajuste  exactemenL 

Le  cylindre  d'acier  a  o",2o  de  long,  o"*,o3  de  diametre;  le  tube  in- 
terieur  a  o™,ao  de  long,  o°*,oi  de  haul  et  o™,oo5  de  large;  c'est  done 
une  cavite  de  o°^S  lo,  dont  les  parois  sont  en  platine,  par  suite  inatta- 
quables  a  la  plupart  des  agents  cbimiques,  et  peuvent,  grace  a  Tacier 
qui  les  entoure,  resister  a  plusieurs  centaines  d'atmospheres. 

Ce  canal  est  ferme,  a  ses  deux  extremites,  par  des  glaces  de  o™,oo6 
d'epaisseur,  maintenues,  centre  Touverture  bien  rodee,  par  une  plaque 
d'acier,  percee  d*une  ouverture  rectangulaire  et  reliee  par  cinq  vis  de 
pression  au  corps  du  tube  d'acier,  qui  presente,  a  cet  effet,  un  renfle- 
ment  vers  chaque  extremite. 

Les  gaz  qui  doivent  etre  comprimes  dans  cet  espace  y  sont  introduits 
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par  uQ  trou  perce  dans  la  partie  cenlrale  du  canal,  a  travers  les  parois 
eaO. 

Eafin,  en  troisieme  lieu,  le  reservoir  de  verre  et  le  lube  d'observa- 
tion  communiquent  par  un  tube  capillaire  en  acier,  dont  le  diamelre 
exterieur  est  de  0^,012;  il  porte,  dans  le  voisinage  du  tube  d'observa- 
tion,  un  robinel  a  pointe  pouvant  resister  a  de  tres  fortes  pressions.  La 
figure  montre  le  systeme  bien  connu  de  raceords  employes. 

Fig.  5.    • 


La  partie  inferieure  du  tube  de  raccordenient  est  mastiquee  a  la  glu 
marinedans  unedouille,  a  laquelle  elle  est  de  plus  fixee  par  deux  ecrous; 
elle  est  percee  d'une  ouverture  de  diametre  suftisant  pour  recevoir  Tun 
des  tubes  extremes  du  reservoir  de  verre,  qui  y  est  egalement  sonde  a  la 
glu  marine. 

Le  maniement  de  Tappareil  est  facile  k  saisir.  En  E,  on  sonde  un  ro* 
binet  k  trois  voies,  dont  Tune  conduit  a  la  machine  pneumatique, 
Tautre  communique  par  une  soudure  a  un  appareil  de  M.  Berthelot.  Le 
vide  fait,  on  laisse  rentrer  pen  a  pen  Toxygene  ozonise.  L'appareil 
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plein,  on  le  separe  en  e,  on  le  renverse  sur  un  bloc  de  grande  dimen- 
sion plein  de  mercure,  et  Toperation  se  continue  comme  avec  un  tube 
ordinaire  de  M.  Cailletet. 

L^observation  de  I'ozone  dans  ces  conditions  permet  de  voir  appa- 
raitre  a  la  fois  la  couleur  bleue  et  les  deux  bandes  voisines  de  D  ^  une 
pression  de  5**"*. 

L'ordre  d'apparition,  a  mesure  que  la  pression  croit,  est  le  meme  que 
celui  deja  signale.  Des  mesures  raicrometriques  faites  k  25*^"  don" 
neot,  pour  les  bandes,  le  meme  aspect,  la  meme  position  et  la  mSme 
largeur  que  celles  observees  avec  le  tube  de  4'"»  So  plein  a  la  pression 
atmosph^rique.  Or  I'observation  dans  un  tube  de  o™,2o  de  long  a  25**" 
doit  correspondre  a  celle  faite  dans  un  tube  de  5"^  si  Taugmentation  de 
longueur  de  la  couche  gazeuse  et  son  augmentation  de  densite  pro- 
duisent  le  meme  efTet  sur  le  rayon  lumineux. 

J'ai  poursuivi  Tobservation  jusqu'a45*'"',  ce  qui  equivaut  a  I'observa- 
tion dans  un  tube  de  9™.  La  couleur  avait  notablemenl  augmente,  les 
bandes  etaient  sensiblement  plus  sombres;  la  moyenne  des  mesures 
leur  donnait  a  peu  pres  la  meme  largeur;  je  n'ai  pas  pu  en  observer 
de  nouvelles,pas  plus  que  je  n'ai  pu  les  resoudreen  raies  fines.  La  bande 
n®  1  a  pu  etre  notee  a  89.  La  fermeture  du  robinet,  empSchant  Tab- 
sorption  de  Tozone  par  le  mercure  et  sa  destruction,  puisqu'il  n'est 
plus  en  contact  qu'avec  du  platine  et  du  verre  (et  aussi  avecde  Tacier, 
mais  dans  la  tres  courte  partie  qui  separe  le  tube  d'observation  du  ro- 
binet),  m'a  permis  de  conserver  Tozone  a  cette  pression  pendant  un 
temps  suffisant  pour  faire  toutes  ces  observations  avec  le  soin  desi- 
rable. 

Influence  de  la  temperature. 

l^  SUR   LA   COULEUB. 

Nous  avions  constate,  M.  Hautefeuille  et  moi,  qu'un  abaissement  de 
temperature  determinait  pour  Tozone,  a  Tinverse  de  ce  qui  arrive  pour 
I'acide  liypoazotique,  une  augmentation  dans  Tintensile  de  coloration. 
Ce  fait  etait  assez  net  pour  donner  lieu  aux  experiences  suivantes  : 

Premiere  experience.  —  L'ozone  etant  comprime  a  la  temperature 
ordinaire,  a  8o*^/iar  exemple,  dans  le  tube  capillaire  de  Tappareil 
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Gailletet,  la  couleur  bleue  du  gaz  qui  paraissait  alors  douteuse  devenait 
tres  nelte  si,  tout  en  maintenant  la  pression  constante,  on  abaissait  la 
temperature  de  Tozone  a  —  ^3®,  en  plongeant  la  partie  superieure  du 
tube  dans  du  chlorure  de  methyle;  a  —  88°  la  coloration  etait  encore 
plus-intense. 

Deuxiime  experience.  —  Un  tube  de  i*"  de  long  etant  rempli  d'oxy- 
gene  aussi  riche  que  possible  en  ozone,  on  observait  une  feuille  de 
papier  blanc  placee  a  I'ouverture  opposee  a  celle  oil  Ton  mettait  Toeil. 
C'esta  peine  si  cetle  feuille  paraissait  coloree;  on  repandait  alors,  a 
Taide  d*un  siphon,  du  chlorure  de  methyle  sur  le  tube  enveloppe  de 
papier  ou  de  linge,  et  Ton  voyait  de  suite  la  coloration  apparaitre.  La 
variation  de  temperature  elait  assez  brusque  dans  cette  experience,  et 
Ton  pent  eslimer  a  —  5o®  la  temperature  obtenue  momentanement  par 
cette  evaporation  rapide  sous  Tactipn  du  vent,  Tappareil  etant  place  en 
plein  air  dans  une  cour. 

2**   SUR  LE   SPECTRE  D*ABS0RPTI0N. 

PremHre  experience.  —  De  ces  deux  experiences,  la  premiere  ne  se 
pretait  pas  facilement  aux  observations  spectroscopiques;  la  deuxieme 
permettait,  au  contraire,  tres  bien  la  recherche  des  bandes  aux  deux 
temperatures  si  differentes  auxquelles  se  trouvait  soumis  le  gaz  a 
quelques  moments  d'intervalle. 

Avec  un  tube  aussi  court  que  celui  que  j'employais  (i™),  et  en  pre- 
parant  et  maintenant  le  gaz  a  la  temperature  ambiante,  c'est  avec  diffi- 
cult6  qu'on  observait  les  deux  bandes  qui  encadrent  la  raie  D,  et  Ton 
ne  pouvait  voir  aucune  des  autres;  quand,  au  contraire,  le  tube  etait 
refroidi,  par  Tevaporation  rapide  du  chlorure  de  methyle,  les  bandes  2 
et  3  devenaient  plus  faciles  a  observer  et  Ton  apercevait  les  bandes  qui 
se  trouvent  dans  le  vert  (5,  6  et  8). 

Ainsi  les  bandes  d'absorption  semblent  suivre  la  meme  marche  que 
la  coloration;  toutes  les  causes  qui  augmentent  la  coloration  du  g^z, 
augmentation  de  longueur,  accroissemen^  de  pression,  abaissement  de 
temperature,  augmentent  aussi  le  pouvoir  d'absorption  du  gaz  et,  par 
suite,  le  nombre  et  Tintensite  des  bandes  qui  en  resultent. 

Deuxieme  experience.  —  Tai  tenu  a  multiplier  les  observations  de  ce 
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spectre  dans  les  conditions  les  plus  varices.  J'ai  construit  un  appareil 
qui  m'a  permis  d'observer  Tozone  prepare  a  -—  23**,  et  maintenu  a  cette 
temperature.  On  pouvait  songer  a  deux  procedes  :  Tun  consistant  a 
faire  passer  les  gaz  dans  un  appareil  de  M.  Berthelot,  oil  Teau  acidul^e 
serait  remplacee  par  le  chlorure  de  methyle,  et  communiquant,  par  un 
tube  aussi  court  que  possible,  avec  un  tube  d'observation  maintenu 
egalement  a  la  meme  temperature;  I'autre  permettant  dans  le  meme 
tube  la  preparation  et  Tobservalion  du  gaz;  c'est  a  ce  deuxieme  procede 
que  je  me  suis  de  preference  arrete. 
Des  lames  de  verre  [fig.  6)  etaient  disposees  de  fagon  k  laisser  enlre 

Fig.  6. 


ellesun  canal  long  deo'°,7o,  large  deo"',oo2el  haut  deo",oa.  Les 
deux  lames  qui  fermaient  les  parois  laterales  de  ce  canal  etaient  en 
verre  mince  de  o™,ooi  d'epaisseur.  Dans  chacune  des  ouvertures 
extremes  dece  canal  penetrait  un  tubedeo^jooi  dediametre  exterieur 
destine  \  Tintroduction  ou  a  la  sortie  des  gaz;  et  sur  chaque  ouverture 
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etait  mastiqu^e  une  lame  de  verre  fermant  ainsi  le  tube  prismatique  a 
ses  deux  extremites.  Une  couche  de  mastic  coulee  sur  la  tranche  de 
Tappareil  reunissait  les  lames  de  verre,  et  faisait  du  canal  un  espace 
hermetiquement  clos,  ne  coramuniquant  avec  Texterieur  que  par  les 
deux  petits  tubes  sondes  aux  extremites. 

D'aulres  lames  de  verre  elaient  disposees  a  gauche  et  ^  droite  du 
canal,  et  forraaient  des  auges  ouvertesdans  lesquelles  on  devait  placer 
le  chlorure  de  melhyle  destine  a  servir  a  la  fois  de  conducteur  et  de 
refrigerant.  Des  vis  de  pression  en  bois  maintenaient  a  la  fois  ces  deux 
cuves  pressees  centre  les  parois  du  canal. 

L'oxygene  pur  et  sec,  destine  a  Texperience,  iraversait  d'abord  un 
appareil  ordinaire  a  effluves  oil  la  preparation  se  commencjait;  puis  les 
gaz  elaient  introduits  par  Tun  des  tubes  capillaires  dans  le  canal  oil 
devait  s'achever  la  transformation  en  ozone,  el  ou  devait  se  faire 
I'observation  des  bandes  d'absorption. 

Un  bee  de  gaz  papillon  etait  place  a  Tune  des  ouvertures,  le  spec- 
troscope a  Tautre. 

Quand  Pair  etait  chasse  de  Tappareil,  en  y  faisant  assez  longtemps 
passer  Toxygene  contenant  4  a  5  pour  loo  d'ozone,  on  remplissait  les 
deux  auges  laterales  de  chlorure  de  methyle;  dans  chacune  plongeail 
un  long  fil  de  platine  communiquant  a  Tun  des  poles  d'une  forte 
bobine  de  Ruhmkorfl.  L'effluve  traversait  alors  le  canal,  et  Ton  voyait 
facilement  Techange  electrique  se  faire  sous  forme  d'une  tres  belle 
pluie  de  feu,  et  assez  regulierement  dans  tout  Tespace  occupe  par  le 
gaz. 

L'oxygene  achevait  ainsi  de  s'enrichir  en  ozone  dans  le  tube  meme 
d'observation  et  a  la  temperature  de  —  aS^.  Le  spectroscope  permettait 
Tobservation  des  raies  principales.  J'avais  dispose  a  cote  de  celui-la 
un  deuxieme  appareil  forme  d'un  tube  de  2",  rempli  d'ozone  prepare 
dans  un  appareil  de  M.  Berthelot  a  la  temperature  ordinaire.  L'obser- 
vation  du  phenomene  ne  semblait  pas  presenter  de  difference  bien 
marquee  dans  les  deux  experiences,  et  s'il  y  en  avait  une,  elle  etait 
plutot  en  faveur  de  Tobservation  faite  a  basse  temperature,  dans  le 
tube  de  0^,70. 

Or,  d'apres  les  exjJeriences  faites  avec  M.  Hautefeuille,  la  proportion 
d'ozone  obtenue  a  —  aS*"  est  a  pen  pres  double  de  celle  qu'on  pent  se 
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procurer  a  -+-  20**.  Le  phenomene  observe  dans  le  tube  de  0^,70  devait 
done  etre  au  plus  comparable  a  celui  oblenu  avec  un  tube  de  i™,5o. 

Cetle  experience  est  done  bicn  d'accord  avec  celle  que  j*ai  dccrite 
precedemment,  et  tend  encore  a  prouver  que,  si  I'abaissement  de  tem- 
perature augmente  la  coloration  du  gnz,  il  rend  aussi  plus  neltes  les 
bandes  d'absorption.  Cetle  serie  d'experiences  pcrmet  de  prevoir 
combien  de  difficuUes  on  renconlrerait,  de  conibien  de  condilions  il 
faudrait  tenircomptc,  si  Ton  vouiait  juger  de  la  teneur  en  ozone  d'un 
melange  gazeux,  soit  a  Taide  de  la  coloration,  soit  a  Taide  des  bandes 
d'absorplion. 


Spectre  d'absorption  de  rozone  liquids. 

La  coloration  et  le  spectre  d'absorption  se  produiscnt  done  avec 
Tozone  gazeux,  observe  a  des  pressions  et  a  des  temperatures  tres 
differentes;  noussavons,  d'autre  part,  que  I'ozone  conserve  sacouleur, 
lorsqu'il  a  passe  a  Tetat  liquide. 

Produit-il  encore,  sous  cet  etat,  un  spectre  d'absorption,  et  ce 
spectre  c^t-il  identique  a  celui  que  donne  le  gaz  eloigne  de  son  point 
de  liquefaction? 

La  disposition  a  employer  pour  resoudre  cette  question  s'imposait ; 
j'ai  reproduit  Texperience  qui  m'avait  permis  d'observer,  avec  M.  P. 
Hautefeuille,  Tacide  carbonique  liquide,  colore  en  bleu  par  la  presence 
de  Tozone.  Cependant,  au  lieu  d'operer  avec  un  melange  conlenant 
volumes  egaux  d'acide  carbonique  et  d'oxygene  ozonise,  je  n'ai  intro- 
duit  dans  le  reservoir  de  Tappareil  de  M.  Cailletet  qu'un  volume  d'acide 
carbonique  pour  deux  volumes  d'oxygene.  L'oxygene  ozonise  elait 
prepare  avec  toutes  les  precautions  deja  indiquees,  a  la  temperature 
de  —  a3*',  eties  gazelaient  comprimes,  par  du  mercure  a  o*",  a  45o**" 
dans  le  tube  capillaire  non  refroidi. 

La  lumiere  Drummond  envoyait  un  faisceau  lumineux  sur  le  tube 
dans  la  region  voisine  du  mcnisque  du  mercure.  Ce  tube  elait  enve- 
loppe  dans  une  feuille  de  papier  noir  collee  a  sa  surface,  et  prescnlant 
deux  fenles  opposees  do  o™,ooi  de  largeur,  par  ►esquelles  passait  la 
lumiere,  qui,  de  Tautre  cote,  tombait  sur  la  fentc  du  spectroscope. 
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CeUc  disposition  avait  pour  but  de  ne  recevoir  dans  le  spectroscope 
que  les  rayons  ayant  traverse  Ic  liquidc. 

J'ai  pu  observer  ainsi  le  spectre  de  Fozonc  liquefie  et  conslater  son 
analogic  avec  celui  du  gaz.  La  faible  coloration  du  liquide  ne  m'a  pas 
permis  d'apercevoir  d'autres  raies  que  les  deux  raies  caracteristiques 
voisines  de  D,  ce  a  quoi  on  devait  s'attendre;  la  coloration  du  liquide 
etait,  en  effet,  celle  qu'on  aurait  observee  avec  un  tube  de  i™  a  i™,  5o 


(>)  P.  Hautepeuillb  el  J.  Chappuis,  Comptes  rendus,  I.  XCH,  p.  80;  1881. 


Digitized  by 


Google 


li)f\  J.    CHAPPUIS. 

Les  composes  oxygenes  de  I'azole,  porles  a  la  temperature  du  rouge 
sombre,  se  decomposent  en  donnant  naissance  a  de  Tacide  liypoazo- 
tique,  gaz  facile  a  reconnaitre,  lant  a  cause  de  sa  couleur  qu'a  cause 
des  bandes  que  presente,  observe  au  spectroscope,  un  rayon  de  lu- 
miere  qui  a  Iraverse  ce  gaz. 

L'ozone,  au  contraire,  se  decompose  lentement  a  la  temperature 
ordinaire  ou  rapidement  a  temperature  elevee,  en  regenerant  Toxy- 
gene  qui  a  servi  a  le  preparer. 

II  resulte  de  ces  laits  que  Televation  a  la  temperature  du  rouge 
sombre  des  gaz  eludies  permettra  de  decider  si  la  couleur  et  les 
bandes  d'absorption  sonl  dues  a  un  compose  de  Tazote  ou  a  I'ozone. 
Dans  le  premier  cas,  n'y  eut-il  que  des  traces  d'acide  hypoazolique 
formees,  le  spectroscope  permettra  d'observer  le  spectre  de  ce  corps; 
dans  le  deuxieme  cas,  la  couleur  et  les  bandes  devront  disparaitre  a 
la  fois. 

D6composition  de  T ozone. 

L'experience  qui  doit  decider  est  facile  a  faire;  on  remplit  un  tube, 
de  petit  diamelre  et  de  a™  de  long,  d'oxygene  pur  et  bien  sec,  auquel 
on  a  fait  traverser  lentement  I'appareil  de  M.  Berthelot.  Ce  tube  est 
ferme  a  chaque  extremite  par  des  glaces,  et  presente  a  chaque  bout 
une  petite  ouverture  capillaire.  L'une  sert  a  Tentree  du  gaz,  I'autre  a 
sa  sortie.  Quand  on  juge  que  le  tube  est  plein,  ces  deux  ouvertures 
sont  fermees  au  chalumeau. 

On  pent  alors  observer  la  decomposition  lente  de  Tozone,  a  la  tem- 
perature ordinaire;  sa  couleur  diminue  peu  a  peu,  en  meme  temps  les 
bandes  d*absorption  deviennent  plus  difficiles  a  saisir;  enfin,  au  bout 
de  plusieurs  jours,  une  feuille  de  papier,  placee  a  une  des  extremiles 
el  observee  de  Taulre,  ne  parait  plus  coloree,  et  le  spectre  est  devenu 
continu. 

On  pent  suivre  cette  meme  decomposition,  determinee  plus  rapide- 
ment, en  portant  successivement  toutes  les  parties  du  tube  au  rouge 
sombre.  Le  tube  doit  elre,  dans  ce  cas,  en  verre  de  Boheme;  le  resultat 
observe  est  le  meme. 

Apres  Tune  quelconque  de  ces  deux  experiences,  a  Touverture  du 
tube,  on  constate  la  disparition  lotale  de  Todeur  de  I'ozone  et  une  legere 
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augmenlation  de  pression.  On  peul  encore  interposer,  entre  Tappareil 
a  effluves  et  rorifice  du  long  tube  d'observation,  un  lube  etroit  en 
verre  de  Boheme,  porter  ce  lube  en  un  point  au  rouge  et  faire  passer 
le  courantgazeux;  on  detruit  ainsi  la  tolalite  de  Tozone  forme,  imme- 
dialeinent  apres  sa  sortie  de  i'ozoniseur  et  avant  son  introduction  dans 
le  lube ;  a  aucun  moment,  on  ne  peut  y  constater  Todeur  ou  la  couleur 
du  gaz;  on  ne  peut  non  plus  relrouver  son  spectre.  De  toutes  ces  ex- 
periences, il  resulte  que  le  gaz  colore  en  bleu  qui  donne  le  spectre 
decrit  est  un  gaz  decomposable  a  la  temperature  ordinaire  lentement, 
ou  au  rouge  rapidement,  et  decomposable  sans  donner  d'acide  hypo- 
azolique,  puisque,  a  aucun  moment,  le  spectre  n'est  traverse  par  les, 
raies  caracterisliques  de  ce  gaz.  Ce  n'est  done  pas  un  compose  oxy- 
gene  de  I'azote,  et  ces  deux  proprietes  appartiennent  bien  a  I'ozone, 


Ddcomposition  de  rozone  en  presence  de  razote. 

Les  memes  phenomenes  s'observent,  d'ailleurs,  quand  la  decompo- 
sition de  Tozone  a  lieu  en  presence  de  I'azote. 

Schoenbein  croyait  que  Tozone  pouvait  se  combiner,  sans  I'inter- 
vention  de  Telectricite,  a  I'azote  pour  donner  de  I'acide  hypoazoiique, 
et  c'est  ainsi  qu'il  expliquait  la  formation  des  nitrates;  s'il  etait  besoin, 
apres  les  travaux  de  M.  Berthelot,  de  demontrer  que  cetle  explication 
etait  inadmissible,  nous  pouvions  facilement  en  trouver  dans  nos  expe- 
riences une  nouvelle  preuve.  Si,  en  effel,  on  detruit  par  la  chaleur 
I'ozone  en  presence  de  I'azote,  soit  qu'on  observe  le  phenomene  en  vase 
clos,  soit  qu'on  emploie  un  courant  gazeux,  le  resultat  est  le  meme 
que  celui  obtenu  dans  les  experiences  precedentes  avec  I'ozone  en 
presence  de  I'oxygene  pur;  on  peul  egalement  conserver  a  la  tempe- 
rature ordinaire  le  melange  des  deux  gaz;  I'ozone  se  detruit  a  la  longue 
en  presence  de  I'azote  sans  se  combiner  aucunement  a  lui.  On  ne  voit, 
en  effet,  pas  traces  de  bandes  de  I'acide  hypoazotique,  meme  si  Ton 
chauffe  les  gaz  une  fois  la  decomposition  terminee. 

Ainsi  done,  rien  n'est  change  au  resultat,  a  cette  condition  que 
I'azote  n'ait  pas  eie  soumis  en  presence  de  I'oxygene  a  Taction  dc 
I'electricite. 
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Ph^nomdnes  qui  peuvent  r^sulter  de  la  presence  de  Tazote  dans 
Toxyg^ne  soumis  k  reifluve  ^lectrique. 

II  est  une  nouvellc  verification  que  nous  n'avons  pas  manque  de 
faire,  el  qui  eonsiste  a  reproduire  loutes  ces  experiences  en  intro- 
duisant  a  dessein  quelques  bulles  d'azote  dans  Toxygene  soumis  a 
rt^ffluve. 

Si  le  resultat  est  le  meme,  c'est-a-dire  si  Ton  obtient  le  meme 
spectre,  rcxperience  ne  prouvera  rien,  Tincertitude  subsistera;  on 
.pourra  douler  d'avoir  dans  le  premier  cas  opere  avec  de  Toxygene  bien 
exempt  d'azote,  et  allribuer  a  un  compose  oxygene  dc  ce  gaz  la  pro- 
duction simultanee  d'une  coloration  bleue  et  de  bandes  d'absorption; 
mais  si,  au  contraire,  on  observe  dans  ce  deuxieme  cas  des  phenomenes 
nouveaux,  si  un  spectre  different  vient  se  supcrposer  a  celui  deja 
observe,  el  cela  par  le  seul  fait  de  Tintroduction  d'azote  dans  les  gaz 
soumis  a  Teffluve,  on  aura  ainsi  demontre  que,  dans  les  premieres 
observations,  c'ctait  bien  sur  de  Toxygene  prive  d'azote,  par  consequent 
sur  Tozone,  que  Ton  avail  opere. 

Or  c'est  precisement  celte  deuxieme  hypotbese  qui  se  realise;  Tin- 
troduction  d*azole  dans  I'oxygene  donne  naissance  a  un  phenomena 
tout  nouveau. 

Premier  cas.  —  Acide  pernitrique. 

Si  nous  lanQons  dans  I'appareil  a  effluves  un  melange  d'oxygene  et 
d*azote,  nous  produisons  avec  Tozone,  caracterise  encore  dans  ces 
circonstances  par  sa  couleur  et  par  son  spectre,  un  compose  d'oxygene 
et  d'azote  qui  presente  un  spectre  d'absorption  tout  special. 

II  y  a  done  une  difference  bien  facile  a  saisir  entre  les  resultats 
obtcnus  avec  I'oxygene  pur  et  coux  que  donne  I'oxygene  melange 
memo  a  de  faibles  proportions  d'azote.  L'observation  de  ce  spectre  nou- 
veau, toutes  les  fois  qu'on  n'operc  pas  sur  de  I'oxygene  bien  exempt 
d'azoie,  m'a  conduit  a  exagerer  encore  les  precautions  employees  dans 
la  prcparalion  de  I'oxygene  et  dans  la  purification  des  appareils  des- 
tines a  Tobservalion  du  spectre  de  I'ozone. 

L'observatipn  de  ce  nouveau  spectre  nous  a  determines  ^  faire  une 
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serie  d'experiences  dont  la  conclusion  necessaire  a  ete  Texistence  d'un 
compose  nouveau  d'oxygene  et  d'azole  plus  oxygene  que  Tacide  azo- 
lique,  el  pour  lequci  nous  avons,  M.  Hautefeuille  et  inoi,  propose  le 
nom  A'acide pernitrique  ( * ). 

Les  proprieles  que  nous  avons  Irouvees  a  ce  corps  nous  ont  permis 
de  preciser  les  conditions  de  sa  formation;  j'ai  pu  alors  preparer  ce 
compose  dans  le  hut  d'eludier  et  de  decrire  completemenl  son  spectre 
d'absorplion. 

Nous  ne  savons  pas  encore  preparer  Tacide  pernilrique  seul,  en 
Tabsence  de  I'ozone;  et  de  ce  fait  resulte,  dans  le  spectroscope,  la 
superposition  sur  le  meme  spectre  des  bandes  de  Tozone  et  des  bandes 
du  compose  do  Tazote.  Heureusement,  Tinlensite  des  bandes  est  Jbien 
plus  grande  pour  I'acide  pernilrique,  et  leur  caraclere  bien  neltement 
tranche.  Des  traces  de  ce  corps  suffisent  pour  qu'on  a|)erQoive  deux 
raies  entre  A  et  D,  dans  une  region  ou  Tozone  ne  presente  pas  de 
bandes;  de  plus,  ce  sonl  des  raies  fines  et  noires,  au  lieu  dc  ces  bandes 
larges  et  grises,  a  contours  peu  nets,  qui  caractcrisent  Tozone.  Cest 
grace  a  ces  differences  essentielles  que  nous  avons  pu  distinguer  de 
suite  les  deux  spectres  malgre  leur  superposition.- 

Je  m'ecarterrus  de  mon  sujet  en  rapportant  ici  les  resultals  intcres- 
sants  que  nous  avons  ete  conduits  a  observer  en  poursuivant  I'etude 
des  proprieles  de  ce  nouvel  acide  (^).  Le  fail  que  je  voulais  prouver  est 
suffisamment  etabli.  La  presence  de  I'azole  dans  Toxygene  que  Ton  a 
soumis  a  rerfluvc  pour  le  transformer  en  ozone  se  manifeste  par  I'appa- 
rition  de  bandes  nouvelles  dans  le  spectre.  Dans  cette  experience,  on 
observe  encore  la  couleur  bleue  et  les  bandes  d'absorption  <lues  a 
Tozone,  mais  en  meme  temps  un  autre  spectre  superpose  au  premier; 
de  plus,  quand  on  vient  a  delruire  par  la  chaleur  les  gaz  soumis  a 
Texperience,  ou  quand  on  observe  les  produitsde  leur  decomposition 
spontanee,  les  resultats  sonl  tout  differents  de  ceux  observes  avec 
Tozone  pur. 

La  decomposition  est  lente  a  la  temperature  ordinaire;  suivie  au 
spectroscope,  elte  presente  une  particularite  tres  importanle.  On  con- 


<*)  P.  Hautkfeuille  et  J.  Chappuis,  Comptes  rendtts,  t.  XCII,  p.  82,  1881. 
{*)  P.  Uavtefeuille  et  J.  Cqappcis,  Comptes  remins,  t.  XCII,  p.  i34;  1881. 


Digitized  by 


Google 


l68  J.    CHAPPUIS. 

state  une  periode  de  vingt-quatre  a  quarante-huit  heures  pendant 
laquelle  les  bandes  de  I'acide  pernitrique  onl  lolalement  disparu,  sans 
qu'il  y  ait  trace  d'acide  hypoazotique;  puis  I'acide  hypoazotique  appa- 
rait  lenterhent  et  la  decomposition  parait  terminee  au  bout  de  quelques 
jours.  II  y  a  done  passage  par  un  produit  de  decomposition  inlerme- 
diaire  et  non  decomposition  directe  avec  production  d'acide  hypoazo- 
tique; de  plus,  le  compose  intermediaire  se  detruit  spontanement 
sous  Tinfluence  de  la  lumiere  en  donnant  de  Tacide  hypoazotique. 
Tous  ces  faits  portent  a  conclure  que  c'est  de  I'acide  azotique  anhydre 
qui  a  tout  d'abord  pris  naissance. 

Le  melange  se  decompose  rapidement  au'  rouge,  les  bandes  de 
I'ozone  et  les  bandes  nouvelles  sont  rapidement  remplacees  par  les 
bandes  qui  caracterisent  I'acide  hypoazotique,  soit  qu'on  opere  en  vase 
clos  soil  qu'on  opere  sur  un  courant  gazeux. 

En  resume,  on  observe,  dans  lecasoii  Ton  a  introduit  de  I'azote  dans 
Toxygene,  tous  les  pbenomenes  que  Ton  pouvait  desirer  pour  differen- 
cier  le  plus  nettement  possible  les  deux  gaz  :  ozone  et  compose  oxy- 
gene  de  Tazote. 

II  devenait  necessaire,  apres  ces  observations,  de  faire  une  etude 
comparative  des  spectres  de  I'ozone  et  de  Taoide  pernitrique  qui  per- 
mette,  dans  tous  les  cas  ou  Ton  aura  prepare  Tozone,  de  savoir  si  Ton 
a  opere  avec  de  I'oxygene  exempt  d'azole,  et  qui,  dans  tous  les  cas, 
ne  laisse  place  a  aucune  erreur  possible  sur  la  provenance  des  bandes 
observees  dans  le  spectre. 

Delxi^me  cas.  —  Acide  hypoazotique, 

Mais  les  choses  sont  encore  plus  compliquees  que  je  ne  les  ai  mon- 
trees  jusqu*ici;  les  faits  que  je  viens  d'indiquer  ne  sont  pas  les  seuls 
que  Ton  puisse  observer  en  preparant  I'ozone  avec  I'oxygene  contenant 
de  I'azote,  avec  Fair,  par  exemple.  M.  Berthelot  a  demontre  que,  par 
I'emploi  des  plus  fortes  tensions  electriques  que  Ton  puisse  realiser 
avec  les  appareils  de  Ruhmkorff,  on  pent  arriver  a  determiner  une  com- 
binaison  tout  autre  de  I'azote  et  de  I'oxygene.  Dans  ce-cas,  en  eflet,  ce 
ne  sera  plus  I'acide  pernitrique  qui  se  produira;  ce  corps  n'est  pas 
stable  a  la  haute  temperature  que  determine  dans  les  gaz  le  passage  de 
I'efQuve  provenant  de  I'electricite  h  forte  tension;  il  sera  decompose. 
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et  c*est  le  produit  de  sa  decomposition  par  ia  chaleur,  i'acide  hypoazo- 
tique,  qui  apparaitra  seal.  Les  fortes  tensions  sont  encore  tres  propres 
a  la  production  deTozone;*  on  devra  done  trouver,  dans  le  spectre 
d'absorption  du  melange  gazeux,  observe  dans  les  memes  conditions 
que  j*ai  deja  decrites,  a  la  fois  les  bandes  de  Tozone  et  les  bandes  de 
Tacide  hypoazotique, 

Le  spectre  de  Tacide  hypoazotique  est  assez  connu  pour  que  je  n'aie 
pas  besoin  d'insister  longuement.  Ici,  d'ailleurs  encore,  les  bandes  qui 
caracterisent  Tozone  et  Tacide  bypoazotique  ont  un  caraclere  lout 
different,  et  ilsuffit  de  suivre  la  naissance  deces  bandes  dans  le  spectre 
pour  savoir  si  Ton  a  produit  Tozone  seul  ou  le  melange  des  deux  gaz. 
En  effet,  tandis  que  pour  Tozone  les  bandes  qui  prennent  tout  d*abord 
naissance  sont  les  deux  caracterisliques  qui  enlourent  la  raie  D^  pour 
Tacide  hypoazotique,  les  premieres  bandes  visibles  se  trouvent  dans  le 
bleu  et  le  violet. 

De  tons  ces  fails,  il  resulte  qu'on  pent  cerlainement  avoir  a  observer, 
en  mdme  que  Tozone,  Tacide  pernitrique  et  Tacide  hypoazotique ; 
I'acide  azotique  anhydre  se  Irouve  aussi  dans  certaines  circonslances 
melange  a  ce  gaz.  L'etude  du  spectre  de  Tacide  pernitrique  etait  in- 
dispensable a  faire;  je  devais  rechercher  egalement  si  Tacide  azotique 
anhydre  donnait  naissance  a  un  spectre.  Tons  les  autres  composes 
oxygenes  de  Tazote  pouvaient  se  trouver  melanges  a  ceux-la,  ou  d'une 
faQon  constante  ou  momentanement  a  la  sorlie  de  Tappareil  a  effluves, 
soit  comme  produitsde  decomposition,  soit  comme  produits  interme- 
diaires  de  reaction. 

L'etude  spectroscopique  de  tons  ces  composes  presente  en  elle- 
meme  quelque  interet;  c'elait  un  complement  necessairea  Telude  des 
spectres  de  Tozone  et  de  I'acide  pernitrique,  qui  devait  permetlre  de 
terminer  Tetude  de  I'influence  de  Tazote  sur  la  preparation  de  Tozone. 

Acide  pernitrique. 

Appareil  el  experience. 

La  disposition  employee  pour  Telude  du  spectre  de  ce  corps  rap- 
pelait  celle  dont  je  m'etais  servi  pour  I'ozone,  mais  considerablement 

Ann.  de  I  Be,  Normale,  V  Serie.  Tome  XI.  —  Mai  1882.  0.1 
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simplifiee.  II  D*y  avait  plus  ici  aucune  precaution  a  prendre  pour  de- 
barrasser  les  appareils  de  Tair  qu*iis  reofermaient.  Les  dimensions  de 
ces  appareils  pouvaienl  etre  fortement  reduites^  les  bandes  etaient  en 
eflet  visibles  facilement  avec  une  epaisseur  de  gaz  ne  depassani  pas 
o™,  10,  el  devenaieot  tres  noires  et  plus  larges  avec  ud  tube  de  i™  de 
longueur,  reproduisaot  le  meme  phenomene  signale  pour  Taeide  hypo* 
azotique  el  que  j*avais  observe  avec  Tozone. 

Le  melange  d'oxygene  et  d*azote  etait  fait  a  Tavance,  dans  un  ap- 
pareii  a  deplacement,  par  une  dissolution  de  sonde.  J'employais^  de 
preference,  un  melange  conlenant  1^**'  d'azote  pour  3^**'  a  4^**  d'oxy- 
gene, melange  qui  avait  paru  ie  plus  favorable  a  une  grande  produc- 
lion  d'acide  pernitrique.  Le  reservoir  a  gaz  etait  muni  d'un  robinet 
el  communiquail,  par  un  tube  de  caoutchouc,  avec  un  tube  a  cinq 
boules  de  M.  Alvergniat  conlenant  de  Tacide  sulfurique  bien  pur;  cet 
appareil  etait  sonde  a  un  tube  conlenant  des  fragments  aussi  petits  que 
possible  de  potasse  fondue,  maintenus  entre  deux  tampons  d'amiante. 
L'autre  extremite  de  ce  dernier  lube  etait  sendee  a  Tappareil  deM.  Ber- 
thelot,  qui  communiquail,  lui  aussi,  sans  Tinlermediaire  de  bouchons 
ni  de  caoutchoucs,  a  Touverture  pratiquee  a  Tune  des  extremites  d'un 
tube  de  2*°,  ferme,  a  ses  deux  extremites  rodees,  par  des  glaces.  Une 
precaution  indispensable  consiste  a  sender  a  Touverture  situee  a  Tautre 
extrcrmile  du  tube  d'observalion,  ouverture  par  laquelle  doivent  sortir 
les  gaZ)  un  tube  a  potasse,  destine  a  empecher  Tair  humide  de  rentrer 
dans  Tappareil,  quand  on  cesse  d'y  faire  passer  un  courant  gazeux. 

II  faul  respecter  scrupuleusemenl  tous  res  details  d'experience,  sans 
lesquels  loule  observation  devient  impossible;  nous  avons  reconnu, 
en  effet,  que  des  traces  d'humidite  suffisent  pour  arreter  la  production 
de  Tacide  pernitrique.  Si  les  gaz  ou  les  appareils  sent  incompletement 
desseches,  il  devient  impossible  d'observer  autre  chose  que  les  bandes 
de  Tozone. 

Le  speclroscope  elant  place  a  Tune  des  extremites  du  lube,  on  plagait 
a  Tautre  ou  la  lampe  Drummond,  ou  simplement  la  flamme  d*un  pa- 
pillon,  ou  une  lampe  a  gaz. 
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Rhultats. 

La  Carte  des  bandes  d'absorption  de  ce  corps  a  ete  dressee  avec  Ic 
meme  spectroscope  qui  avail  deja  servi  a  elablir  celle  de  Tozone.  La 
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fig.  7  montre  les  bandes  de  Tacide  pemitriqne  et  celles  do  Tozone 
superposees  sur  le  meme  spectre  telles  qu'on  les  observe.  L^i  fig.  8 
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repr6sente  la  partie  de  ce  spectre  qui  est  due  a  Tacide  pernitrique.  Les 
mesures  micrometriques  ant  donne  le  Tableau  suivant : 


Num^ros. m  ^ — -^  Largeurs. 

1 80  81  )) 

2 86,5  ))  » 

3 88  89,25  1,25 

4. 89,25  90  0,75 

5 92  ))  » 

6 95  »  » 

7 97»5  ''  >> 

8 99,5  100,5  I 
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La  position  de  ees  bandes  sur  line  Carte  graduee  [fig.  9)  en  longueurs 
d'ondes  serait  la  suivante  : 


Niimer.ks. 


1. 
2. 
3. 

k. 
5. 

6. 

7. 
8. 


668 

663 

639 
632 

)) 
628 

628 
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)> 
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598 
590 
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Largeon. 
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3 

n 
» 

1,5 


Les  bandes  1  et  4  sont  les  plus  neltes  et  les  plus  noires,  ce  sont  les 
doux  caracterisliques  de  Tacide  pernitriquc,  on  peul  les  relrouver  en 
observant  sous  une  epaisseur  de  o"",  10  seulement  les  gaz  soumis  ^ 
reflluve,  gaz  dans  lesquels  la  transformation  en  acide  pernitriquc  est 
loin  d'etre  totale. 


tM       «M        CT*       ««f       «M 


est      CM      ft*       «••      9M      SM      C7« 


La  bande  3  est  grise  et  ne  semble  pas  separee  de  la  quatrieme;  elle 
n'est  visible  que  quand  la  colonne  gazeuse  est  plus  longue. 

Les  bandes  6  et  7  sont  superposees  a  la  bande  2  de  rozooe,  aussi 
leurs  contours  sont-ils  mal  definis;  je  n'ai  note  que  leur  milieu;  elles 
apparaissent  en  meme  temps  que  la  bande  8,  qui  couvre  exaclement  les 
deux  rates  D. 

Les  bandes  2  et  5  sont  extremement  fines  et  ne  sont  visibles  qu'avec 
le  tube  de  2"". 

Acide  azotique  anhydre. 

Quand  on  prepare,  par  la  m^thode  de  M*  Weber  et  de  M.  Berthelot, 
I'aeide  azotique  anhydre,  Tobservation  spectroseopique  des  gaz  qui 
remplissent  la  cornue  de  i^'^  oil  se  fait  la  preparation  permet  d*af* 
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firmer  qu'il  n'y  a,  dans  le  spectre,  aucune  bande  obscure  que  Ton  ne 
doive  attribuer  a  Tacide  hypoazotique. 

Cette  observation  est  importante,  parce  qu'elle  conduit  a  conclure, 
en  premier  lieu,  que  le  spectre  observe  quand  un  melage  d'oxygene  et 
d'azote  a  traverse  Tappareil  a  effluves  n'est  pas  du  a  I'acide  azotique 
anhydre;  en  deuxieme  lieu,  que  le  gaz  observable,  lors  de  la  decom- 
position de  I'acide  pernitrique,  apres  la  disparition  de  ce  corps  et 
avant  Tapparition  de  I'acide  hypoazotique,  est  bien  probablemenl 
I'acide  azotique  anhydre. 

L'acide  pernitrique  nous  donne  un  exemple  de  decomposition  lente, 
comparable  a  ces  reactions  limitees,  non  instantanees,  signalees  par 
M.  Berthelot.  II  y  a,  en  quelque  sorte,  des  echelons  dans  la  decom- 
position. 

Le  gaz  observe  dans  un  tube  de  2™  pr6senle  d'abord  le  spectre  de 
Tacide  pernitrique,  mais,  avant  que  Ton  puisse  constater  Tappariiion 
du  produit  ultimo  de  la  decomposition,  I'acide  hypoazotique^  il  s'ecoule 
un  temps  notable  ou  le  spectre  n'est  traverse  par  aucune  raie. 

L'acide  azotique  anhydre  pr6sente  ce  caractere  d'une  decomposition 
lente,  et  aussi  ce  caractere  spectroscopique,  puisqu'il  ne  donne  aucune 
bande,  memo  quand  le  rayon  lumineux  a  traverse  un  tube  de  plus  de 
0^  plein  de  la  vapeur  de  ce  corps. 


Fig.  10. 


Le  tube  {^g.  10)  oil  j'ai  fait  I'observation  ne  differaitdesautresque 
parce  qu'il  pr^sentait  a  une  extremite  A  un  large  tube  sonde  lateralement 


Digitized  by 


Google 


174  J-    CHAPPUIS* 

en  G»  dans  leqael  entrait  un  tube  use  a  I'emeri,  par  iequel  on  faisait 
eonstamment  passer  un  courant  d'air  bien  sec.  Les  crisfaux  d'acide, 
prepares  et  secbes  rapidement  dans  un  courant  d'air,  etatent  introduits 
par  la  tubulure  laterale  dans  le  tube  d*experience;  1e  courant  d'air^ 
rapide  d'abord,  pour  cbasser  Tacide  bypoazotique  inevitable  au  debut, 
etait  ensuite  ralenti  et  entrainait  dans  tout  le  tube  la  vapeur  a  etudier. 
Les  cristauxetaient,  au  commencementt  jaunis  par  Tacide  bypoazo- 
tique, mais,  quand  la  plus  grande  partie  en  avait  passe  a  Tetat  de 
vapeur,  ils  etaient  devenus  parfaitement  blancs;  le  tube  alors  ne  ren- 
fermait  plus  que  des  traces  d'acide  bypoazotique  qui  determinaient  des 
raies  dans  le  spectre,  mais  pas  assez  nombreuses  pour  qu'il  n'ait  ete 
possible  de  remarquer  les  bandes  nouvcUes,  s*il  s'en  etait  presente. 

L'acide  azolique  anhydre  observe  dans  ces  circonstances  ne  donna 
pas  naissance  a  un  spectre  d*absorption. ' 


Acide  azoteox. 
Conditions  de  V observation, 

II  est  certainement  impossible  d'admettre  que  Tacide  azoteux  puisse 
exister  en  presence  de  Tozone  comme  produit  definitif  de  reaction, 
maisce  compose  pent  exister  melange  a  Tozone  d'une  faQon  passagere; 
la  recherche  d'un  spectre  d*absorption  du  a  ce  corps,  s'il  en  produit 
un,  pouvait  done  avoir  un  certain  interet  au  point  de  vue  de  Tetude 
de  la  production  de  I'ozone  et  de  l'acide  pernitrique;  d'ailleurs  This- 
toire  de  ce  corps  est  encore  assez  pen  avancee  pour  que  toute  obser- 
vation soit  interessante  a  faire;  aussi  n'ai-je  pas  hesite  k  faire  avec 
Tacide  azoteux  quelques  experiences  de  spectroscopic. 

Ce  corps  a  pu  etre  isole  a  Tetat  liquide  et  conserve  pendant  quelque 
temps  sous  forme  d'un  liquide  bleu  fence;  mais  on  n'a  pu  se  procurer 
l'acide  azoteux  a  I'etat  de  vapeur  on  a  Tetat  gazeux  d'une  fa<;on  perma- 
nente;  on  n*a  guere  dispose  de  ce  gaz  que  melang^  aux  produits  de  sa 
decomposition  et  aux  gaz  qui  servaient  k  le  former  :  bioxyde  d'azote, 
acide  bypoazotique  et  oxygene.  Aussi  I'observation  spectroscopique  de 
la  vapeur  qui  surmonte  l'acide  azoteux  anhydre  liquide  peut-elle  con- 
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duire  h  atlpibuer  a  Tacide  azoteux  le  spectre  de  Tacide  hypoazotique; 
c'est  ce  qu'a  fait  Brewster. 

Luck  (*),  qui  a  reprisTetude  de  cette  question,  dit  qu'on  peut  inter- 
preter cette  observation  de  irois  fagons  differentes  :  ou  en  attribuant 
ia  production  du  phenomfene  a  Tacide  azoteux,  et  admettantque  Tacidc 
hypoazotique  gazeux  est  un  melange  des  acides  azotique  et  azoteux, 
ou  en  attribuant  la  production  du  phenomene  a  I'acide  hypoazotique, 
la  vapeur  d'acide  azoteux  ne  pouvant  exister  et  Tacide  azoteux  en 
vapeur  etant  alors  un  melange  d'acide  hypoazotique  et  de  bioxyde 
d'azote;  ou  en  admettant  entin  que  les  vapeurs  des  deux  corps  acide 
azoteux  et  acide  hypoazotique  produisenl  le  meme  effet  sur  un  rayon 
lumineux.  Jl  semble  difficile  d'admettre  que  deux  corps  parfaitement 
diff^rents  puissent  donner  le  meme  spectre  d'absorplion;  de  ces  deux 
vapeurs.  Tune  provient  d'un  liquide  jaune,  Tautre  d'un  liquide  bleu; 
la  premiere  est  fortement  coloree,  tandis  qu'on  n*a  jamais  demontr^ 
que  Tautre  le  fut.  Nous  6carterons  done  cette  derniere  solution. 

La  question  m6ritait  evidemment  d'etre  etudiee  de  pres  pour  faire 
un  choix  entre  les  deux  premieres  hypotheses. 

Un  passage  du  livre  de  M.  Berthelot  m'a  semble  indiquer  la  marche 
a  suivre  pour  arriver  presque  suremcnt  a  une  solution,  et  permettre  de 
savoir  si  Tacide  azoteux  sous  une  faible  epaisseur  est  colore  et  pr6- 
sente  un  spectre  d'absorption,  comme  cela  a  lieu  pour  Tacide  hypoazo- 
tique. 

t  Les  reactions  (^)  limitees  ne  sent  pas  d'habitude  instantanees,  dit 
M.  Berthelot.  Ainsi  I'acide  azoteux  et  I'oxygene  ne  s'unissent  pas  subi- 
tement  de  fagon  a  former  tout  d'abord  les  systemes  en  equilibre  qui  se 
manifestent  au  bout  de  quelques  instants,  lesquels  renferment  a  la  fois 
les  trois  gaz  :  bioxyde  d'azote,  gaz  acide  azoteux,  gaz  acide  hypoazo- 
tique. Ce  qui  leprouve,  c'estque  I'oxygene  et  le  bioxyde  d'azote,  meles 
k  froid  en  proportions  quelconques  et  agites  dans  I'instant  meme  de 
leur  melange  avec  une  solution  alcaline  concentree,  fournissent  un 
azotite  exempt  d'azotate  :  ce  resultat  prouve  que  I'acide  azoteux  seul 


(*)  Luck,  Ueber  das  FerhaUen  dainpfformlgen  salpetrigen  Sdurc  ii/id  Uniersalpeter" 
satire  gegen  durchfallendes  Uc/it  [Zeitsclirlft fur  analytischc  Chcmic,  I.  VIU,  p.  406;  1869). 
(*)  Beatuelot,  Essai  de  Mdcanique  chimique,  1. 11,  p.  92. 
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avait  pris  naissance  a  Texclusion  du  gaz  hypoazotique.  »  11  est  done 
possible,  d*apres  eela,  d'avoir  de  I'acide  azoteux  gazeux  en  I'absence 
de  i'acide  hypoazotique  dont  on  lui  altribue  la  couleur  et  le  spectre; 
il  est  done  possible  aussi  de  savoir  s'il  a  une  couleur  et  un  spectre  qui 
lui  soient  propres.  Voyons  quelles  sont  les  precautions  a  prendre  pour 
faire  une  semblable  observation.  Elles  nous  sont  indiquees  dans  la 
suite  de  la  merne  citation  :  c  Mais  un  tel  etat  de  choses  ne  dure  qu'un 
moment.  Pour  peu  que  la  reaction  ait  lieu  sans  qu'on  absorbe  a  mesure 
i'acide  azoteux,  Tacide  hypoazotique  apparait  bienlot,  et  i'anaiyse 
indique  alors,  dans  tousles  cas  oil  i'oxygene  fait  defauti  un  melange 
de  ces  trois  gaz  :  AzO^,  AzO\  AzO*.  11  en  est  ainsi  quel  que  soit  Texces 
reiatif  du  bioxyde  d'azole,  c'est-a-dire  que  I'acide  azoteux  ne  saurait 
subsister  queique  temps  sous  la  forme  gazeuse  a  Tetat  pur,  et  autre- 
menl  qu'en  presence  des  produils  de  sa  decomposition.  C'est  ce  melange 
complexe  et  variable  avec  les  circonstances  qui  constitue  le  corps 
appele  vapeur  nitreuse.  Mais  si  Ton  opere,  au  contraire,  en  presence 
d'un  exces  d'oxygene,  il  est  clair  qu'au  bout  de  queique  temps  il 
subsistera  seulement  du  gaz  hypoazotique.  Tons  ces  effels  sont  extre- 
mement  remarquabtes;  mais  ils  se  succedent  trop  rapidement  pour 
qu*on  puisse  faire  autre  chose  que  les  constater  sans  les  soumettre  a  des 
mesures  quantitatives.  » 

Les  conditions  dans  lesquelles  on  pourra  observer  I'acide  azoteux 
gazeux  sont  done  parfaitement  definies  dans  ce  passage;  il  est  clair 
qu'en  faisaut  passer  dans  un  tube  froid  un  courant  d'oxygene  et  de 
bioxyde  d'azole,  refroidis  a  I'avance,  on  pourra,  en  reglant  la  rapidity 
du  courant  du  melange  gazeux  d'apres  la  longueur  du  tube  d'obser- 
vation,  arriver  a  n'avoir  dans  ce  tube  que  de  i'acide  azoteux.  II  suffira, 
si  la  reaction  se  produit  plus  eompletement,  avec  formation  d'acide 
hypoazotique,  d'augmenter  la  rapidite  du  courant  pour  entrainer  ce 
gaz  de  faQon  qu'il  ne  commence  a  se  produire  qu'a  la  sortie  du  tube 
d'observation. 

Experience, 

L'appareil  destine  a  realiser  ces  diverses  conditions  etait  dispose  de 
la  faQon  suivante  [fig.  11); 

Un  tube  AB  de  o'",2o  de  longueur,  de  6*^^02  de  diametre,  i'erme  a 
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ses  deux  extr^mites  par  des  glaces  mastiquees,  etait  place  horizontal 
lement  dans  une  cuve  en  fer-blanc  qui  pouvait  recevoir  un  melange 
refrigerant  ou  du  chlorure  de  melhyle.  A  Tune  des  exlremiies  A,  et 
touchant  !a  glace,  etait  sonde  un  targe  tube  permettanl  la  sortie  des 
gaz;  a  I'autre  extr6mile  B,  et  contre  la  glace  egalement,  etait  sonde  un 
tube  CE  place  verticalement,  longdeo",3o,  et  presen tan t  vers  sa  parlie 
superieure  en  D  un  tube  DF  sonde  laleralement.  Un  tube  de  plus  petit 
diametre  etait  mastique  en  E  a  la  parlie  superieure  de  celui-Ia  et  venait 
s'ouvrir,  a  la  partie  inferieure  en  C,  a  la  soudure  au  tubed'observation. 


FIr.  II. 


En  CD,  on  avait  place,  avant  de  faireles  soudures,  un  tube  de  verre 
plus  large,  soutenu  en  C  par  un  bouchon,  et  qui  etait  destine  a  refroidir 
les  gaz  dans  leur  parcours  de  D  en  C  avant  leur  introduction  dans  le 
tube  d'observation.  Le  bioxyde  d*azote,  prepare  a  Taide  de  Tacide 
azotique  et  du  cuivre,  traversait  un  flacon  laveur,  contenant  une  disso* 
lution  concentree  de  potasse,  puis  un  tube  a  acide  sulfurique  et  un 
tube  contenant  des  fragments  de  potasse,  dans  lesquels  il  se  debarras- 
sait  de  I'acide  hypoazotiquo  et  se  dessechait.  Ces  deux  derniers  tubes 
etaient  refroidis  dans  un  melange  de  glace  et  de  sel  marin.  Le  gaz 
arrivait  enfin  par  Touverture  F  et  se  repandait  par  Tespace  annulaire 
jusque  en  AB. 

L'oxygfene,  provenant  d'un  appareil  a  deplacement,  traversait  un  tube 

Ann,  de  VEc,  Normale.  a«  Scrie.  Tome  XI.  —  Mai  1882.  23 
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a  acide  suirurique  et  un  tube  a  potasse  refroidisy  avant  d'arriver  en  E. 
Toules  les  parties  de  I'appareil  etant  refroidies,  on  faisait  passer  un 
courant  de  bioxyde  d*azote,  et,  I'appareil  etant  plein  de  ce  gaz,  on 
admettait  Toxygene.  Avec  un  tube  aussi  long  que  celui  que  j'avais 
employe,  il  fallait  une  grande  rapidite  dans  le  courant  gazeux  et  un 
exces  de  bioxyde  d'azote,  pour  eviter  la  production  d'acide  hypoazo- 
tique;  maison  pouvait,  malgre  la  difficulte,n)aintenir  pendant  quelques 
instants  le  tube  parfaitement  incolore. 

Le  spectroscope  ne  permettait,  dans  ces  moments^  d^observer  aucune 
des  bandes  caracteristiques  de  I'acide  hypoazotique;  en  laissant  ralentir 
le  courant  gazeux,  on  pouvait  observer  une  absorption  partielle  et  tres 
faible  de  la  lumiere,  s*etendant  dans  le  spectre  de  la  gauche  jusqu'au 
vert,  et  de  meme  vers  la  droite,  de  la  fin  du  bleu  aux  limites  visibles 
du  spectre. 

Ces  deux  regions  du  spectre  semblaient  legerement  voilees;  les 
rayons  verts  et  bleus  paraissaient,  au  contraire,  etre  transmis  sans 
etre  aucunement  absorbes.  En  general,  au  moment  ou  cette  observa- 
tion etait  devenue  possible,  par  suite  du  ralenlissement  du  courant  ga- 
zeux, les  bandes  de  I'acide  hypoazotique  apparaissaient;  on  constatait 
aussi  que,  a  ce  meme  instant,  il  y  avait  condensation  de  traces  d'acide 
azoteux  dans  le  tube  d*observation. 

II  y  avait  alors  de  Tacide  azoteux  en  vapeur  melange  k  Tacide  hypo- 
azotique; si  cette  vapeur  avait  du  determiner  des  bandes  d'absorption 
on  aurait  pu  les  retrouver,  superposees  au  spectre  de  Tacide  hypo- 
azotique; la  comparaison  a  ce  spectre,  a  Taide  d*un  prisme  a  reflexion 
totale,  ne  m'a  pas  permis  d'observer  une  seule  bande  nouvelle.  L'acide 
azoteux  n'a  done  pas  un  spectre  de  bandes.  On  voyait  cependant,  dans 
le  spectre  de  Tacide  hypoazotique,  cette  absorption  de  tons  les  rayons 
lumineux,  sauf  le  vert  et  le  bleu,  deja  observable  avant  la  formation 
de  I'acide  azoteux  liquide,  absorption  que  Ton  doit  evidemment  attri- 
buer  a  la  vapeur  de  ce  corps. 

Tant  que  le  tube  d*observation  contenait  des  traces  d'acide  azoteux 
liquide,  il  etait  impossible  d'eviter  la  presence  de  I'acide  hypoazotique 
gazeux;  en  augmentant  la  rapidite  du  courant,  on  parvenait  a  en- 
trainer  I'acide  azoteux  en  le  volatilisant,  mais  ce  n'est  qu'apres  ce 
resultat  obtenu  que  le  tube  pouvait  de  nouveau  devenir  incolore. 
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Une  experience  faite  par  M.  Gernez»  dans  le  but  d'obtenir  le  spectre 
de  Tacide  azoteux,  Ta  conduit  a  observer  un  fait  analogue  a  celui  que 
je  signale.  Une  ampoule  renfermant  Tacide  azoteux  liquide  etail 
brisee  dans  un  tube  plein  d'un  gaz  inerte  et  refroidi  et  a  travers  le- 
quel  passait  un  rayon  de  lumiere  analyse  a  sa  sortie  dans  un  spectro- 
scope; il  n^a  pas  ete  possiblCt  dans  ces  conditions,  d'observer  un 
seul  instant  la  vapeur  d'acide  azoteux,  en  Tabsenee  de  Tacide  hypo- 
azotique('). 

C'est  pourtant  ce  que  les  experiences  et  les  analyses  de  M.  Ber- 
thelot  demontrent  etre  possible,  et  ce  que  mes  propres  experiences 
m'ont  permis  de  faire,  niais  a  cette  condition  seulement,  de  prendre 
la  vapeur  de  ce  corps  avantsa  condensation,  pendant  sa  formation.  Les 
analyses  faites  par  M.  Berthelot  lui  ont  permis  d'obtenir  a  ce  moment 
un  azotite  sans  azotate;  d'un  autre  cote,  j'observe  un  gaz  qui  parait 
sous  faible  epaisseur  incolore,  qui  presente  au  spectroscope  une  ab- 
sorption toute  differente  de  celle  qui  caracterise  Tacide  hypoazotique, 
et,  au  meme  moment,  ce  gaz  condense  donne  un  liquide  bleu,  puis  le 
phenomene  cesse  d'etre  observable. 

Le  fait  signale  parM.  Berthelot,  comme  se  produisant  momentane- 
ment  pendant  la  formation  de  facide  azoteux,  et  qui  permet  d'avoir 
en  presence  de  ce  gaz  Toxygene  et  le  bioxyde  d'azote  seulement,  parait 
etre  un  phenomene  tres  particulier,  pjuisqu'il  ne  semble  pas  y  avoir, 
lors  du  passage  a  Tetat  de  vapeur  en  presence  de  AzO^  et  0,  un 
moment  analogue  a  celui-la,  oil  la  vapeur  existerait  seule,  en  Tab- 
sence  des  produits  de  sa  decomposition,  puisqu'on  ne  pent  pas  non 
plus  observer  la  vaporisation  de  Tacide  azoleux  dans  un  gaz  inerte, 
sans  constater  en  meme  temps  la  decomposition  de  cette  vapeur. 

J*ai  d*ailleurs  fait  sur  Tacide  azoteux  liquide  une  observation,  que 
Ton  pent  considerer  comme  une  confirmation  des  resultats  obtenus 
avec  Taeide  azoteux  gazeux.  Le  liquide  produit  sur  la  lumiere  un  etfet 
analogue  a  celui  que  donne  le  gaz,  mais  beaucoup  plus  facile  a  saisir. 
Cela  semble  etre  un  fait  general  et  qui  presente  quelque  interet.  il  a 


( *)  Gernez,  Note  sur  le  pretendu  spectre  d^ absorption  special  de  Cacide  azoteux  [Bui'' 
letin  de  la  Socidte  philomathique  de  Paris,  j*'  s^rie,  t.  V;  1881). 
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deja  ete  observe  sur  I'acide  hypoazotique;  Kundl  (')  a  retrouve,  en 
observant  ce  corps  a  Tetat  liquide,  quelques  bandes,  assez  peu  nettes 
d'ailleurs,  mais  correspondant  aux  groupes  principaux  de  ce  meme 
corps  a  Tetal  gazeux.  M.  Gernez  (^)  a  observe  le  meme  fait  plus  faci- 
lement  et  d'une  fa^on  plus  nette  en  dissolvant  I'acide  liquide  dans  des 
liquides  anhydres  bien  (ransparents.  Je  Tai  observe  egalement  avec  le 
dispositif  qui  m'a  servi  pour  Tacide  azoteux,  et  que  voici  :  Tacide 
azoteux  etait  prepare  a  tres  basse  temp^ralure  et  verse  dans  une  cuvc 
en  verre  prealablement  refroidie,  placee  devant  la  fente  du  spectro- 
scope. L'observation  en  vase  clos  presente  des  dilBcultes  :  j'y  avais 
renonce;  Tobservalion  en  vase  ouvert  n'a  qu'un  inconvenient :  c'estque 
la  quantite  considerable  de  vape\)rs  oitreuses  qui  se  degagent  sans 
cesse  de  la  cuve  gene  Tobservateur,  et,  formant  souvent  une  couche 
^paisse  entre  la  source  lumineuse  et.le  spectroscope,  y  determine 
Tapparition  de  bandes  dues  a  ces  gaz;  j*y  avais  remedie  en  installant,  a 
un  pied  de  distance  de  la  cuve,  la  large  ouverture  d'une  souilQerie« 
qui,  envoyant  un  rapide  courant  d*air,  balayait  incessamment  Tespace 
traverse  par  les  rayons  lumineux.  Pour  toutes  ces  observations,  une 
cuve  d'epaisseur  variable  parait  indispensable;  on  retrouve,  en  efTet, 
avec  les  liquides,  le  pbenomene  signale  pour  les  gaz  :  une  variation 
dans  la  largeur  et  Tintensite  des  bandes  obscures,  ou  d'une  fa<;on 
generale  dans  Tabsorption,  qui  depend  de  Tepaisseur  du  milieu  tra- 
verse. J'avais  prepare  des  lan^s  de  verre,  d'epaisseurs  varices,  qui 
pouvaient  entrer  dans  la  cuve;  elles  etaient  maintenues  froides  et  Ton 
pouvait  a  volonte,  en  les  introduisant  dans  la  cuve  pleine  d'acide 
azoteux  liquide,  se  procurer  une  lame  liquide  dont  Tepaisseur  variait 
entre  o"",5  et  o™,oi.  On  constate  que  Tacide  azoteux  ne  laisse  passer, 
sous  une  epaisseur,  meme  la  plus  faible,  que  la  lumiere  bleue;  il  eteint 
sous  une  epaisseur  de  o™,oi  totalement  les  aulres  lumieres,  il  les  eteint 
partiellement  sous  les  epaisseurs  plus  faibles.  II  est  impossible  de  voir 
aucune  bande  d'absorption. 

L'acide  azoteux,  pas  plus  a  Tetat  gazeux  qu'a  I'etat  liquide»  ne  pre- 


(M  KuNDT,  Poggendorff^s  Annalen,  t.  CXLI,  p.  iSy;  octobre  1870. 
(*)  Gernez,  Compies  rencUis,  t.  LXXIV,  p.  {65;  1872. 
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sente  done  de  spectre  de  bandes,  mais  sous  les  deux  etats  il  absorbe 
partiellement  la  lumiere  de  certaines  regions  elendues  du  spectre. 

Azote,  bioxyde  et  protoxyde  d'azote. 

Le  bioxyde  et  le  protoxyde  ne  determinent  ni  Tun  ni  I'aulre,  etudies 
sous  une  epaisseur  aussi  faible  que  celle  qui  permet  d'observer  les 
spectres  de  Tozone  ou  de  Tacide  pernitrique,  ni  bandes  d'absorption 
ni  absorption  quelconque  de  la  lumiere. 

Le  bioxyde,  maintenu  a  5oo**"  dans  le  tube  de  o™,ooi  de  section 
de  Tappareil  de  M.  Cailletet,  parait  tout  a  fait  incolore;  le  protoxyde 
liquide  ressemble  a  de  Teau.  La  lumiere  qui  a  traverse  ces  gaz  ne 
parait  aucunement  modifiee. 

J'ai  fait  Tobservation  dans  I'appareil  Cailletet  moditie,  decrit  a 
proposde  Tozone,  etj'ai  maintenu  le  bioxyde  d'azote  a  35**";  lacouche 
de  gaz,  etant  de  o™,  ao,  equivalait  h  celte  pression  a  une  colonne  de  7°^. 
Aces  fortes  pressions  seulement,  on  commenQait  a  apercevoir  un  voile 
sur  le  rouge  et  le  violet,  qui  semblaient  partiellement  absorbes;  le  gaz, 
du  reste,  paraissait  totalement  incolore. 

L'azote,  soumis  ou  non  a  Taction  des  effiuves,  ne  presente  pas  non 
plus  de  spectre  d*absorption. 

La  description  des  spectres  d'absorption  de  Tozone  et  de  Tacide 
pernitrique  fournit  des  elements  indispensables  a  connaitre  pour  la 
recherche  spectroscopique  des  composes  gazeux  et  des  reactions  qui 
peuvent  se  produire  dans  les  melanges  de  gass,  dont  Tozone  et  les  com- 
poses oxygenes  de  Tazote  font  partie. 

Get  examen  oplique  conslitue  une  methode  tres  sure  et  tres  sen- 
sible; nous  nous  en  sommes  constamment  servis,  M.  Hautefeuille  et 
moi;  il  nous  a  permis,  outre  les  observations  que  j'ai  deja  signa- 
lees,  d'etudier  les  produits  obtenus  par  I'electrisation  de  I'acide  car- 
bonique  et  de  reconnaitre  quelques-unes  des  proprietes  de  I'acide 
pernitrique. 
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TROISIEME  PARTIE. 

APPL1CAT105IS  A  LA  PHYSIQUE  DU  GLOBE. 


Raies  tellariqaes. 

Ce  travail  louche  a  une  ires  grande  et  tres  iDteressante  question  de 
la  Physique  cosmique,  celle  de  la  spectroscopie  siderale.  Parmi  les 
raies  decouvertes  daus  le  spectre  solaire,  la  plupart  sont  dues  a  Tab- 
sorption  produite  par  ratinosphere  solaire;  il  en  est,  cependantt  dont 
Torigine  ne  pent  s*expliquer  de  cette  fa^on.  Celles-la  sont  dues  a 
Tatmosphere  terrestre;  Brewster  et  Gladstone,  qui  les  ont  pour  la 
premiere  fois  etudiees,  leur  ont  donne,  pour  rappeler  leur  origine,  le 
nom  de  raies  telluriques. 

La  question  qui  se  presente  a  propos  de  ces  raies  est  double. 

Le  premier  probleme  qui  se  pose  est  celui-ci  :  Rechercher  les  raies 
telluriques  et  en  dresser  une  Carte.  On  pent  dire  qu'il  n'est  pas  comple- 
tement  resolu,  quoique  les  plus  grands  savants  s*en  soient  occupes. 

II  existe  une  Carte  des  raies  telluriques  donnee  par  Brewster  et 
Gladstone  ('). 

Posterieurement  a  ce  trgivail  parut  celui  d'Angstrom  ('). 

Ces  savants  ne  sont  pas  d'accord;  Angstrom  declare  (p.  39)  que  les 
dessins  qui  accompagnent  le  Memoire  de  Brewster  et  Gladstone  sont 
assez  peu  satisfaisants;  la  Carte  publiee  par  Angstrom  est  d'ailleurs  fort 
incomplete,  puisque  Tauteur  a  borne  ses  etudes  a  Textremite  rouge  du 
spectre,  region  ou  se  trouvent  les  raies  telluriques  les  plus  nombreuses 
et  surtout  les  plus  nettes. 


(»)   Brbwster  et  Gladstone,  £tude  du  spectre  solaire  (Philosophical  Transactions^ 
t.  CL;  London,  i860). 
(«)  Angstrom,  Spectre  normal  du  Soleil;  1869. 
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Le  travail  de  M.  Janssen  (*)  sur  les  raies  telluriques  n'indique  pas 
la  position  des  raies  en  longueur  d'onde,  et,  de  plus,  se  borne  aussi  h 
Tetude  de  la  region  CD,  fait  qui  s'explique  quand  on  sait  que  le  but 
poursuivi  par  M.  Janssen  etait  la  recherche  des  bandes  dues  a  la  vapeur 
d*eau,  et  quand  on  sait  qu'une  observation  directe  lui  avait  appris  que 
la  vapeur  d'eau  determine  la  formation  de  bandes  dans  la  region  AD. 

Cependant  ce  savant  annonce  que  Tatmosphere  produit  une  absorp- 
tion du  meme  ordre  dans  les  autres  regions  du  spectre,  et  qu'on 
remarque  quelques  autres  bandes,  en  particulier,  dans  le  bleu  et  le 
violet. 

II  n'exisle  done  pas  de  Carte  des  raies  telluriques  a  laquelle  nous 
puissions  comparer  la  Carte  des  bandes  d*absorption  de  Tozone,  puisque 
la  presque  totalite  des  bandes  dues  a  ce  gaz  se  trouve  dans  la  region 
non  decrite  du  spectre  des  raies  telluriques. 

Le  deuxieme  probleme  se  pose  tout  aussi  nettement  :  A  quelles 
matieres  contenues  dans  I' air  atmosphdrique  doit-on  attribuer  la  produc- 
tion des  bandes  telluriques? 

Angstrom  voit  toute  la  difBculte  du  probleme;  il  se  borne  h  indiquer 
la  vapeur  d'eau  et  Tacide  carbonique  comme  devant  etre  etudies  ^  ce 
point  devue,  t  ^t,  dit-il  en  terminant  (p.  40»  ^^  pourrait  meme  sup- 
poser  que  Tozone  pent  produire  une  action  analogue  >. 

M.  Janssen  est  le  seul  jusqu'ici  qui  ait  etudie  cette  question  avec  tout 
le  soin  qu'elle  merite.  Une  etude  attentive  du  spectre  solaire  lui  a  fait 
attribuer  a  la  vapeur  d'eau  dissoute  de  notre  atmosphere  une  part  tres 
importante  dans  la  production  du  phenomene  (^). 

€  Mais,  dit-il  ('),  je  suis  loin  d'attribuer  a  la  vapeur  d'eau  Tuniver- 
salite  des  raies  telluriques  du  spectre  solaire;  j'ai  toujours  pense,  au 
contraire,  que  tons  les  gaz  de  notre  atmosphere  doivent  avoir  leur  part 
dans  le  phenomene,  part  qui,  pour  certains  d'entre  eux,  sera  peut-etre 
fort  difficile  a  faire,  mais  qui  doit  exister  en  principe.  » 


( ' )  Janssen,  Etudes  sur  les  raies  telluriques  du  spectre  solaire  [Annales  de  Chimie  et  de 
Physique,  4*  siSrie,  t.  XXIII,  p.  274;  1871. 

(')  Janssen,  Sitr  le  spectre  dela  vnpeur  d'eau  [Comptes  rendus^  t.  LXUI,  p.  289;  1866). 

(')  Janssen,.  Remarque s  sur  une  recent e  Communication  de  M,  Angstrdm  relative  a 
quelques  fails  d'analyse  spectrale  {Comptes  rendtis,  t.  LXHI,  p.  728;  1868). 
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Cependant  M.  Janssen  n*a  pas  publie  de  Cartes  du  spectre  de  la 
vapeur  d'enu,  document  qui  serait  indispensable  pour  la  discussion  des 
^esultats. 

II  donne  une  figure  (* )  representant  les  premiers  resultats  obtenus  et 
sur  laquelle  sont  dessinees,  entre  autres,  deux  bandes  a  droite  et  a 
gauche  de  D,  etqui  semblent,  d'apres  lui,  correspondre  exactementa 
des  bandes  observees  dans  le  spectre  du  Soleil  vers  rhorizon. 

Ce  seul  fait  suffit  pour  faire  comprendre  la  complexite  du  probleme, 
puisque,  a  gauche  et  a  droite  de  D,  outre  les  raies  dues  a  Tatmosph^re 
solaire,  nous  devons  rechercher  les  bandes  dues  a  la  vapeur  d'eau  et 
celles  dues  a  Tozone,  bandes  qui  sont  partiellement  ou  peut-etre  tota- 
lement  superposees. 

Les  recherches  que.j'ai  faites  pour  savoir  si  certaines  bandes  tellu- 
riques  doivent  etre  attribuees  a  Tozone  me  permettent  d'affirmer  la 
presence  de  trois  bandes  de  Tozone  dans  le  spectre  du  Soleil  vu  a 
I  horizon.  Ce  sont  les  suivantes  : 

Poftition 
en  longueur  d'ondc. 
Num^roB.  m,  „, 

2 609,5     593,5 

3 S77>o     56o,b 

5 535,0     527,0 

Ces  bandes  sont  celles  qui  apparaissent  les  premieres  dans  une  obser- 
vation directe  de  Tozone. 

Pour  les  bandes  2  et3,  qui  presentcnt  une  variation  dans  rintensit6 
d'un  bord  a  Tautre,  il  n'y  a  pas  correspondance  entre  leur  maximum 
etcelui  observ6  directement  dans  les  bandes  correspondantes  du  spectre 
solaire.  Ce  resultat  n'a  rien  qui  doive  nous  surprendre,  puisqu'en  ces 
mdmes  regions  sc  trouvent  superposees  des  bandes  de  la  vapeur  d'eau; 
mais  on  comprend,  d'apres  cela,  I'interet  qu'il  y  aurait  a  pouvoir  com- 
parer»  k  une  Carte  exacte  des  bandes  telluriques,  deux  Cartes  super- 
posees des  bandes  de  la  vapeur  d'eau  et  des  bandes  de  Tozone. 


(>)  Janssen,  Sur  le  spectre  de  la  vapeur  d^eau  (Annalcs  de  Chiinie  et  de  Physique, 
4*s6rie,  t.  XXIV,  p.  aiS;  1871). 
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Bleu  du  del. 


De  ce  seul  fait,  que  dans  le  spectre  solaire  il  est  possible  de  retrouver 
les  plusvisibles  parmi  les  bandes  d*absorption  dues  a  Tozone,  il  resulte 
que  Ton  ne  peut  chercher  a  etablir  une  theorie  du  bleu  du  ciel  sans 
tenir  connpte  de  la  presence  de  ce  gaz;  les  rayons  lumineux  qui  nous 
arrivent  seront  necessairennent  colores  en  bleu  par  leur  transmission  a 
travers  Tozone  contenu  dans  Tatmosphere. 

J'ai  deja  annonce  ce  resultat  dans  une  Conrimunication  faite  a 
riostitut  le  12  decembre  1880  ('),  ou  je  dis  que,  Tozone  etant  un 
element  imporlant  des  hautes  regions  atmospheriques,  sa  couleur  bleue 
joue  certainement  un  role  dans  la  coloration  du  ciel. 

Au  mois  de  mars  de  Tannee  suivante  parul  un  Memoire  de  M.  Hart- 
ley (*),  dans  lequel  ce  savant  chimisle  expose  qu'il  a  ete  conduit,  par 
des  considerations  toutes  difTerentes  des  mienneSt  ^  des  conclusions 
qu'il  formule  dans  des  termes  presque  identiques  a  ceux  dont  je  me 
suis  servi;  il  conclut,  comme  je  Tai  fait,  que  Tozone  est  un  element 
normal  des  hautes  regions  atmospheriques,  et  qu'il  existe  la  en  plus 
grande  quantite  qu'a  la  surface  du  sol. 

Mais,  au  lieu  de  se  borner  k  affirmer  le  role  que  Tozone  doit  jouer 
dans  la  coloration  du  ciel,  il  attribue  nettement  cette  coloration  k  la 
presence  de  ce  gaz.  II  faut  bien  reconnaitre,  cependant,  que  la  theorie 
proposee  par  M.  Lallemand  (')  pour  rendre  compte  du  bleu  du  ciel, 
si  elle  detruit  toutes  les  explications  jusque-la  proposees,  resiste  a 
toutes  les  objections  et  permet  seule  une  assez  bonne  interpretation  de 
tons  les  resultats  observes. 

Si  la  coloration  etait  seulement  due  a  la  transmission  k  travers  un  gaz 
colore,  la  portion  bleue  de  la  lumiere  emise  par  le  ciel  serait  polarisee 
tout  autant  que  la  lumiere. blanche  provenant  du  mSme  point  du  ciel; 


(*)  Spectre  d* absorption  de  Vozone  [Comptes  rcndusy  t.  XQ,  p.  985;  decembre  1880). 

I*)  Hartley,  On  the  absorption  of  solar  rays  by  atmospheric  ozone  [Journal  of  the  che^ 
mical  Society,  n*  CCXX,  p.  1 11-128;  inarch  1881). 

(')  Lallemand,  Sur  la  polarisation  et  la  fluorescence  de  I* atmosphere  (Comptes  rendus, 
t.  LXXV,  p.  707;  1872). 

Ann.  de  I' Be,  Normale.  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Jci!i  188a.  ^4 
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or  ies  experiences  de  M.  Lallemand  prouvent  qu'il  nVn  est  pas  ainsi; 
et  c*est  sur  ces  experiences  qu'il  s*appuie  pour  altribuer  la  couleur 
hieue  de  Tatmosphere  a  un  phenomene  de  fluorescence  quinique;  ph6- 
nomene  dans  lequel  Ies  rayons  ullra-violets  et  violets,  partieilement 
absorbes,  sont  ensuite  emis  avec  changement  de  refrangibiKte  et  en 
cessant  d'etre  polarises.  Les  faits  sur  lesquels  s'appuie  cette  theorie 
semblent  rigoureusement  etablis;  et  en  particulier  Tabsbrption  des 
rayons  ultra-violets  par  Tatmosphere  vient  d'etre  Tobjet  d'une  etude 
des  plus  interessantes  de  M.  Cornu  ( * ). 

II  n*en  est  pas  moins  prouve  qu'une  portion  de  la  lumiere  bleue 
semble  devoir  etre  attribuee  a  la  presence  de  Tozone;  c*est  la  un  fait 
qui  parait  parfaitement  certain,  et  dont  il  y  aura  lieu  de  lenir  compte 
pour  expliquer  en  totalite  la  coloration  bleue  du  ciel.  Si  une  autre 
cause  concourt  a  produire  ce  remarquable  phenomene,  il  n'en  reste 
pas  moins  ^tabli  que  Tozone  participe  a  sa  production. 


{ * )  Cornu,  Sttr  r absorption  atmospherique  dfs  rates  uiira-vioiettes  [Jmirnalde  Physique, 
I.  X.  nMOO,  p.  5;  1881). 
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SUR  LES 


SILICOMOLYBDATES, 


Par  M.  F.  PARMENTIER. 

Ancien  tthve  de  Vico\e  Normale,  Sous-Directeur  du  Laboratoire 
d'Enneignement  chimique  de  U  Faculte  def  Sciences. 


INTRODUCTION. 


L*etude  des  priDcipales  combinaisons  chimiques  avail  conduit,  au 
commencement  de  ce  siecle,  les  savants  a  admettre  une  grande  simpii- 
eite  pour  les  rapports  des  poids  suivant  lesquels  les  corps  entrent  en 
combinaison. 

Les  progres  de  la  Chimie  organique  ont  dcmontre  que  ce  caractere  de 
simplicite  n'existe  pas  toujours  pour  les  corps  qu'elle  etudie.  Si  les 
rapports  des  poids  suivant  lesquels  existent  les  elements  dans  les  corps 
organiques  artificiels  et  naturels  sont  constants,  ils  sont  souvent  com* 
pliques.  Le  carbone  s*unit  aux  autres  elements  d'une  fa^on  non  seu- 
lement  tres  variee,  mais  souvent  compliqu^e;  les  matieres  ainsi  pro*- 
duites,  en  se  combinant  entre  elles,  donnent,  pour  les  composes 
organiques,  une  tresgrande  variete  et  une  tres  grande  richesse. 

Les  composes  mineraux  ont  longtemps  semble  devoir  presenter 
le  caractere  de  simplicite  pr^cedemment  admis,  et  les  analyses  nom- 
breuses  et  delicates  de  Berzelius  venaient  confirmer  cette  fa^on  de  voir, 
Les  m^tauXy  en  s*unissant  avec  les  autres  elements,  le  font  en  general 
suivant  des  rapports  de  poids  simples  et  pen  nombreux;  les  corps  ainsi 
produits  semblent,  en  se  combinant  entre  eux,  suivre  la  meme  regie. 
De  Ik,  il  est  vrai,  une  nettete  quelquefois  tres  grande  pour  Tetude 
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(les  composes  niineraux,  mais  aussi  un  nombre  restreint  de  combi- 
naisons,  ce  qui  semblait  meme  Hre  le  caractere  distinctif  de  la  Cbimie 
minerale. 

Et  cependant»  un  certain  nombre  d'especes  minerales,  parfaitemeot 
cristaHisceSy  donnent  ^  Tanalyse  des  rapports  souvent  compliqu^s  pour 
les  elements  qu'elles  renfennent.  Les  lois  de  risomorphisme  sonl  venues 
expliquer  rassociation,  en  apparence  quelquefois  anormalet  de  certains 
elements,  et  ont  permis  d'assigner  des  formules  simples  a  un  grand 
nombre  de  mineraux. 

Mais  quand  cos  lois  ne  peuvent  pas  rendre  compte  des  faits  observes, 
n'a-t-on  pas  quelquefois  considere  des  elements  peu  obondants  pomme 
des  impuretes,  comme  des  matieres  dues  a  des  inclusions  plus  ou  moins 
bien  constatees? 

L*existence  de  combinaisons  complexes  en  Cbimie  minerale  est  main- 
tenant  admise  comme  certaine  par  la  pinpart  des  chimistes.  Mais  les 
rechercbes  dans  cetle  direction,  toujours  penibles,  sont  encore  peu 
nombreuses, 

M.  Marignac(*)  le  premier,  en  i864«  dans  son  remarquable  Me- 
moire  Sur  les  siUcotungstates,  a  mis  nettement  ce  fait  en  evidence.  11  a 
fait  voir  que  les  tungstates  peuvent  dissoudre  des  quantites  tres  pe- 
tites  de  silice,  et  qu'il  se  forme  des  composes  nouveaux,  entierement 
distincts  des  premiers  par  leurs  propri^tes  et  leur  forme  cristalline.  II 
a  demontr^  qu'il  se  produit  des  composes  parfaitemenl  definis,  en 
retirant  de  corps  ainsi  obtenus  des  acides  nouveaux.  Ces  acides  sont 
tres  solubles  dans  Teau,  cristalHsent  en  conservant  toujours  la  meme 
composition,  et  reproduisent,  par  leurs  combinaisons  avec  les  bases, 
les  sels  dont  on  les  a  extraits.  On  est  1^  en  presence  d'especes  cbi- 
miques  nouvelles,  ct  cependant  la  quantity  de  silice,  dans  ces  combi- 
naisons, est  toujours  trfes  petite;  le  rapport  de  Tequivalent  de  ce  corps 
a  celui  des  autres  est  complique. 

Pour  ne  citer  que  la  serie  principale  des  combinaisons  etudides  par 
M.  Marignac,  nous  rappellerons  que  le  rapport  des  equivalents  de 
Facide  silicique  et  de  I'acide  lungstique  y  est  i :  ir^,  et  que  les  sels  de 
cetle  serie  conliennent  2^  ou  l\^  de  base. 

( *  I  Annttlcs  dv  Clumie  ci  dc  Physique,  4"  9<5tie,  t.  III. 
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Quelque  temps  apres,  M.  Debray  (*),  dans  Tetude  de  Tacide  molyb- 
dique,  est  ^galement  arrive  k  des  faits  noo  moins  inattendus. 

On  sayait  que  Tacide  molybdique  se  dissout,  en  presence  de  I'acide 
phosphorique,  pour  donner  naissance  a  une  liqueur  jaune.  On  savait 
aussi  que  I'acide  phosphorique  et  I'acide  arseuique,  en  presence  des 
molybdates  alcalins  dissous  dans  les  acides,  donnent  naissance  a  des 
precipit^s  jaunes,  peu  riches  en  acide  phosphorique  et  en  acide  arse^ 
oique;  on  s'etait  meme  servi  de  ce  fait  pour  rechercher  et  doser  Tacide 
phosphorique,  dans  certains  cas  particuliers.  Se  trouvait-on  la  en  pre- 
sence de  combinaisons  bien  definies?  Les  analyses  de  ces  produits  ne 
concordaient  pas,  Tobscurite  r^gnait  sur  la  question,  et  Ton  n'erait 
arrive  qu*a  donner  sur  ce  sujet  des  recettes  empiriques.  M.  Debray  a 
fait  voir  que  Ton  avait  affaire  a  des  combinaisons  parfaitement  definies. 
Par  des  artifices  speciaux,  il  est  arriv^  k  reproduire  les  combinaisons 
precedentes  a  T^tat  cristallise.  Enfin,  de  ces  substances  amorphes,  ila 
retire  un  acide  •nouveau,  I'acide  phosphomolybdique,  d'une  grande 
stabilite,  d'une  beaule  remarquable  comme  forme  cristallinct  d'une  so- 
lubilite  etonnanle,  reproduisant  les  combinaisons  salines  d'ou  on  I'avait 
extraityjouissant,  en  unmot,  deproprietes  completementdifferentesde 
celles  de  I'acide  molybdique.  M.  Debray,  du  meme  coup,  eiucidait  une 
question  de  Ja  plus  haute  importance  au  point  de  vue  analylique  et  de- 
montrait  le  fait  de  la  combinaison  possible,  en  proportions  definies,  de 
deux  acides  differents,  combinaison  se  faisant  dans  le  rapport  de  i  a  20 
pour  les  equivalents,  et  donnant  des  sels  dans  lesquels  le  rapport  des 
equivalents  des  bases  a  celui  des  acides  etait  3: 121,  'jiaiet  1^:21. 

Les  combinaisons  de  I'ordre  de  celles  dont  nous  venons  de  parler 
sont  peut-etre  fort  nombreuses.  II  y  en  a  meme  de  plus  compliquees. 
M.  Marignac  et  M.  Debray  ont  en  effet  Irouve  que  les  sels  qu'ils  ont 
etudi^s  peuvent  se  combiner  a  leur  tour  avec  les  azotates,  pour  donner 
naissance  a  de  nouveaux  sels. 

Dans  ce  genre  de  recherches  surgissent  de  grandes  difficult^s  :  il  est 
difficile  d'arriver  a  faire  I'analyse  complete  et  rigoureuse  de  pareils 
composes  et  de  demontrer  la  Constance  des  rapports  des  elements.  II 
est  souvent  plus  difficile  encore  d'en  separer  des  acides  nouveaux,  dont 

(*)  Comptes  remiiis  de  VJcad^mie  des  Science s,  t.  LXVI,  1868. 
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risolemenl  est  le  crilerium  le  plus  certain  de  I'existence  d'une  classe 
nouvelle  de  sels. 

C'est  UD  travail  de  eel  ordre  que  j'ai  Thonneur  de  soumettre  aujour- 
d*hui  au  jugement  de  la  FacuUe. 

J'ai  etudie  racliou  des  inolybdates  sur  la  silice,  et  je  suis  arrive  a 
demontrerrexistence  des  silicomolybdates. 

On  salt  les  analogies  de  Tacide  molybdique  et  de  i'acide  tungstique. 
Existe-t-il  des  combinaisons  de  silice  et  d*acide  molybdique  analogues 
aux  silicolungstates?  M.  Marignac  le  pensait :  diffi^rents  essais  ont 
m^me  ete  fails  dans  cette  direction;  ils  sont  restes  sans  risultatt  parce 
que,  pour  trouver  ces  corps,  on  s'etait  place  dans  les  conditions  de 
formation  des  silicotungstateSt conditions  incompatiblesavecrexistence 
des  silicomolybdates. 

Nous  avons  dit  que  certains  chimistes  avaient  trouve  des  variations 
dans  la  composition  des  phosphomolybdates  jaunes.  Cela  tenait  a  des 
causes  complexes,  mais  le  plus  souvent  a  la  precipitation  simultanee 
des  phosphomolybdates  jaunes  et  de  molybdates  tr^s  acides,  molybdates 
dont  j*ai  constate  I'existence,  et  que  je  n*ai  trouves  signalds  nulle  part; 
ou  encore,  a  Texistencc  simultanee,  dans  les  precipites,  de  phospho- 
molybdates de  bases  differentes. 

Un  autre  fait,  dont  I'etude  fait  partie  de  ce  travail,  pouvait  amener 
des  variations  dans  la  composition  des  prodiiits  obtenus.  L*acide  sili-* 
cique,  dans  les  memos  conditions  que  I'acide  phosphorique^  donne 
naissance  a  des  precipites  de  memo  couleur,  de  meme  aspect  exterieur 
que  les  phosphomolybdates. 

Ces  precipites  ont  ete  signales,  pour  la  premiere  fois,  en  1 867  et  1 858 
par  Knop  (* )  qui,  k  une  epoque  anterieure  aux  travaux  de  M.  Marignac 
et  de  M.  Debray,  ne  fit  que  constater  Ic  fait  de  la  production  d*une 
matifere  jaune,  insoluble  dans  le  chlorhydrate  d*ammoniaque. 

Ce  resultat  fut  contredit,  d'abord  par  Habel,  puis  par  Jenkins  (^)  el 
de  nouveau  confirme  par  Atkinson  (').  Les  resultats  contradictoires 
obtenus,  dus  a  des  modes  differents  d'operer,  laissaient  la  question 


(«)  Knop,  Chem.  Cent.  Blait;  iSSj  et  i858. 
(«)  Zeitschrifttler  atutl.Chem,,  1876. 
(»)  Chem.  Neih'Syi.  XXXV,  p.  127. 
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iDdecise,  et  j*08C  esperer  que  ce  travail  jettera  quelque  lumiere  sur  ce 
sujet  si  important  en  analyse. 

La  majeure  partie  de  ce  travail  a  ^te  faite  au  laboratoire  de  rechercbes 
de  TEcole  Normale.  Qu'il  me  soil  permis  de  remercier  ici  M.  Debray, 
pour  les  bons  conseils  et  la  critique  toujours  bienveillante  qu'il  m*a 
prodigues  dans  ie  cours  de  ce  travail. 

Conditions  de  formation  et  propri6t6s  gtoirales  des  silicomolybdates. 

Les  analogies  de  l^acide  molybdique  et  de  Tacide  tungstique  per- 
mettaient,  apres  les  recberches  de  M.  Marignac,  de  prevoir  Texistence 
de  silicomolybdates  analogues  aux  silicotungstates.  Toutefois,  les  tra- 
vaux  faits  dans  ce  sens  n'avaient  pas  abouti,  et  la  remarque  de  Koop, 
qui  devait  mettre  sur  la  voie  de  la  decouverte  de  ces  corps,  avait  passe 
inaperQue. 

On  s'etait  place,  pour  obtCDir  les  silicomolybdates,  dans  les  condi- 
tions qui  avaient  permis  a  M.  Marignac  de  produire  les  silicotungstates, 
c*est-a-dire  qu*on  avait  cbercbe  a  attaquer  la  silice  gelatineuse  par 
des  molybdates  voisins,  comme  composition,  des  paratuDgstates. 
La  silice,  dans  ces  conditions,  n*est  pas  attaquee^  comme  je  Tai, 
du  reste,  verifie  moi-meme.  Bien  plus,  la  presence  simultanee  de 
bimolybdates  et  de  silicomolybdates  produit  la  decomposition  de  ces 
dernicrs. 

II  fallait  attaquer  la  silice  par  des  molybdates  beaucoup  plus  acides, 
ou  bien  se  mettre  dans  des  conditions  telles,  que  ces  molybdates 
pussent  prendre  naissance  et  agir  sur  la  silice.  Ces  conditions  sont 
precisement  celles  de  la  production  des  phospho  et  arseniomolybdates 
jaunes,  etudies  par  M.  Debray. 

Quand,  a  udo  dissolution  d'un  molybdate  alcalin  dans  les  acides, 
on  ajoute  de  I'acide  orthophospborique  ou  un  orthophospbate,  ii  se 
forme  un  pbosphomolybdate  correspondant  k  la  base  employee.  Les 
silicomolybdates  se  produisent  dans  les  mdmes  circonstances.  On  les 
forme  en  ajoutant  a  la  dissolution  acide  de  molybdates  de  la  silice 
dialysee  ou  un  silicate  dissous  dans  un  acide. 

Od  obtient  ainsi  des  corps  de  forme  cristalline,  de  composition  par- 
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faitement  definie  et  de  proprietes  specialos.  Ces  corps  presentent  une 
stabilite  assez  grande  en  presence  des  acides,  comme  les  phospho- 
molybdates;  de  plus^  ilssontjaunes  comme  ces  derniers. 

Mais  la  s'arrete  Tanalogie  de  ces  deux  series  de  corps.  Les  phosplio- 
molybdates  alcalins,  sauf  ceux  de  soude  et  de  lithine,  sont  insolubles 
dans  I'eau  et  les  acides.  Les  silicomolybdates  alcalins,  sauf  ceux  de 
coesium  et  de  rubidium,  sont  plus  ou  moins  solubles.  Traites  par 
Tammoniaque  ou  les  carbonates  alcalins,  les  silicomolybdates  aban- 
donnent  une  portion  de  leur  silice  et  regenerent  les  molybdates  ordi- 
naires.  Dans  ces  circonstances,  lesphosphomolybdates  jaunes  donnent, 
au  contraire,  naissance  a  la  production  simultanee  de  molybdates  et 
de  phosphomolybdates  blancs,  plus  riches  que  les  jaunes  en  acide 
phosphorique,  et  tres  bien  cristallises.  De  plus,  le  phosphomolybdale 
d*ammoniaque,  traite  par  Teau  regale,  qui  detruit  Tammoniaque, 
donne  naissance  a  Tacide  phosphomolybdique  jaune.  Quand  on  traite 
le  silicomolybdate  d'ammoniaque  par  Teau  regale,  on  n'obtient  pas 
Tacide  de  ce  corps.  On  produit,  en  meme  temps  que  la  destruction  de 
I'ammoniaque,  la  precipitation  d'une  portion  de  la  silice,  et,  pour 
isoler  Tacide  silicomolybdique,  j'ai  du  recourir  a  un  autre  procede. 

Avant  d*entrer  dans  I'etude  detaillee  de  ces  corps,  et  pour  ne  pas 
interrompre  cetle  etude,  je  crois  devoir  dire  d*abord  comment  j'ai  pu 
y  doser  la  silice. 


Dosage  &  Viiai  cristallisd  de  la  silice  dans  Tacide  silicomolybdique 

et  ses  composes. 

Dans  I'analyse  des  matieres  qui  font  Tobjet  de  ce  travail,  se  pre- 
sentent de  grandes  difficultes.  De  tons  les  elements  de  ces  corps,  leseul 
abondant  est  Tacide  molybdique.  Les  bases  et  la  silice  s'y  irouvent  en 
quantites  faibles. 

On  pouvait  choisir  les  bases  de  fagon  que  leur  dosage  fut  sur;  on 
pouvait  encore  les  choisir  de  fagon  que  leur  equivalent  fut  consi- 
derable. Dans  ce  dernier  cas,  la  teneur  en  silice  diminuait,  et  de  toutes 
manieres  le  dosage  de  ce  corps,  pour  Stre  eflfectud  avec  certitude,  pre- 
sentait  des  difficultes  reelles. 
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On  sail  que,  lors  meme  qu*on  est  arrive  a  separer  d'une  faQon  sure 
la  silice  des  elements  qui  Tacconipagnent,  comme  dans  le  proced^  de 
Henri  Sainte-Claire  Deville,  on  eprouve  de  grandes  difficultes  a  peser 
ee  corps.  Pendant  rincineration  des  fillres,  on  risque  de  voir  se  perdre 
des  quantites  notables  de  silice;  quand  on  ne  prend  de  grandes  precau- 
tions, ce  corps  est  entraine  avec  les  fumfes  produites.  Quand  on  veut 
peser  cette  silice,  il  Taut  le  faire  pendant  le  refroidissement  de  la  ma- 
tiere,  afin  d'eviter  une  augmentation  de  poids  due  ^  Tabsorption  de  la 
vapeur  d'eau  contenue  dans  Tatmosphere. 

Dans  le  cas  des  silicomoiybdates,  les  procedes  de  separation  de  la 
silice  ecbonent.  Quand  on  les  evapore  a  siccite  en  presence  des  acides, 
la  silice  n'en  est  pas  completement  separee.  Les  attaquer  par  un  cxces 
de  chaux  ou  de  carbonates  alcalins  a  baute  temperature  et  les  rcprendre 
par  un  acide,  c'est  se  placer  dans  les  conditions  memes  de  leur  forma- 
tion, et  cependaut,  pour  arriver  a  etablir  les  formules  des  silicomolyb- 
date3,  il  fautpouvoir,  non  seulement  determiner  d'une  faQon  directe  le 
poids  de  silice,  mais  le  faire  d'une  faQon  sure.  Essayer  de  doser  cet 
element  par  difference,  c'est-a-dire  reporter  sur  lui  la  somme  des 
erreurs  faites  dans  le  dosage  des  autres  elements,  est  s'exposer  a  etre 
conduit,  par  I'interpretation  rigoureuse  des  resultats,  a  des  conse- 
quences fort  eloignees  de  la  verite. 

Le  seul  procede  de  separation  connu  que  je  pouvais  esperer  utiliser 
etait  Tattaque  de  mes  produits  par  les  bisulfates  alcalins  ^  la  tempera- 
ture de  decomposition  de  ces  matieres.  Cette  metbode,  grace  a  des 
precautions  speciales,  avait  ete  employee  avec  succes  par  IVI.  Marignac, 
pour  I'analyse  des  silicotungstates,  et  c'est  d'elle  que  je  me  suis  servi 
pour  fuirc  mes  premieres  analyses.  Mais  je  ne  tardai  pas  a  reconnaitre 
que  la  quantite  de  silice  precipitee  variait,  apres  fusion  complete  des 
matieres,  avec  la  dur^e  de  I'attaque  ulterieure,  c'est-a-dire  avec  la  com- 
position finale  du  melange  obtenu.  De  nombreuses  analyses,  faites  par 
ce  procede,  m'avaient  cependant  conduit  a  des  formules  tres  rappro- 
ebees  de  la  verite.  Mais  il  me  restait  des  doutes.  Jamais,  en  effet,  je 
n'etais  arrive  a  precipiter  totalement  la  silice;  j'en  etais  averti  par  ce 
fait  que  les  liqueurs  Bltrees,  addilionnees  d*un  acide,  reprenaient  la 
teinte  jaune,  caracteristique  de  la  presence,  meme  de  petites  quantites 
de  silice. 

jnn.  de  VEe.  Kormale,  a«  Sorie.  Tome  XI.  —  Juin  i8Si.  ^5 
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L'actioQ  des  moiybdates  acides  de  soudc  ou  de  polasse  sur  la  silice. 
a  haute  temperature,  m'a  mis  sur  la  voie  d'un  procede  de  dosage  tres 
rigoureux  de  la  silice,  procede  nouveau  qui  permet  de  doser  ce  corps 
a  i'etal  cristallise  et  qui  pourra  peut-etre  servir  avantageusemeni  a 
Tanalyse  d*un  certain  nombre  d'aulres  substances  silicat^es. 

AI.  Hautefeuille  (*),  en  maintenant  de  la  silice  en  presence  de  tung- 
states  el  de  vanadates  acides  en  fusion,  avait  obtcnu,  a  haute  tempe- 
rature, de  la  tridymite;  a  temperature  plus  basse,  du  quarlz. 

En  faisant  fondre  les  silicomolybdates  avec  unc  quantite  de  carbonate 
alcalin  inferieure  a  celle  necessaire  pour  la  saturation  complete  de 
Tacide  molybdique,  je  suis  arrive  aux  mSmes  resultats.  Par  les  pesees 
de  la  silice  obtenue  par  ce  procede,  je  ne  tardai  pas  a  reconnaitre  que 
j*avais  des  quantites  plus  considerables,  et  surtout  plus  constantes  que 
par  Tattaque  au  bisulfate.  De  plus,  la  silice  etait  cristallisee,  a  Tetat  de 
quartz  quand  Texperience  etait  faile  a  la  plus  basse  temperature,  a 
Tetat  de  tridymite  quand  la  fusion  avait  lieu  a  haute  temperature;  dans 
tons  les  cas,  a  raison  de  son  etat  cristallin,  le  maniQment  de  la  silice 
devenait  plus  facile.  Ainsi  disparaissaient  un  certain  nombre  de  causes 
dVrreur,  dues  a  la  facilite  de  Tentrainement  de  la  silice  dans  les  inci- 
nerations des  filtres  et  a  Tabsorption  de  la  vapeur  d*eau  quand  elleest 
amorphe. 

Mais,  pour  etre  complelement  sflrde  ce  procede,  il  fallait  le  verifier 
par  des  experiences  synthetiques;  il  fallait,  par  des  poids  determines 
de  moiybdates  alcalins  de  composition  determinee,  bien  exempts  de 
silice,  attaquer  des  poids  connus  de  silice  jusqu'a  complete  cristalli- 
sation  de  ce  corps,  et  etudier  dans  quelles  conditions,  s'il  se  pro- 
duisait  des  pertes  de  silice,  on  pouvait  arriver  a  une  perte  minima, 
et  au  besoin,  si  cette  perte  6tait  faible,  en  tejiir  compte  dans  les 
analyses. 

La  perte  en  silice  devait,  a  priori,  varier  avec  un  certain  nombre  de 
circonstances : 

i^  Elle  devait  dependre,  une  foisla  cristallisation  produite,  du  mode 
de  refroidissement; 


(«)  An  miles  de  VEcole  Nor  male,  t.  IX,  1880. 
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a^  Yarier  avec  la  composition  chimique  du  fondant; 

3°.  filre,  jusqu'a  un^  certaine  limite,  proportionnelle  an  poids  du 
fondant  employe; 

4°  £tre  independante  de  la  quantite  absolue  de  silice  atlaquee. 

II  fallait  done,  par  des  ossaiseomparatifs,  eludier  le  r6le  de  cbacune 
de  ces  variables* 

C'est  ce  que  j'ai  fait  dans  une  assez  longue  serie  d'exp^riences,  dont 
je  rapporterai  les  plus  essenlielles. 

I**  Influence  de  la  durie  du  re/roidissement.  —  Cetail  la  le  premier 
point  a  elucider.  Pour  reconnaitre  la  part  de  cet  element,  il  fallait, 
toutes  autres  conditions  ^gales  d'ailleurs,  cbaufTer  de  la  meme  faQon, 
pendant  le  memc  temps,  a  la  meme  temperature,  la  meme  quantite  de 
silice  avec  la  meme  quantite  de  molybdate  alealin,  et  voir  dans  quelles 
circonstances  on  arriverait  k  une  perte  minima.  Pour  realiser  ces  con- 
ditions, il  fallait  etre  en  possession  d*une  enceinte  dans  laquelle  on  put 
placer  des  crcusets,  les  cbaufTer  de  la  mdme  faQon,  et  faire  varier  faci- 
lement  la  temperature  entre  des  limites  assez  etendues.  Je  me  suis 
servi,  dans  ce  but,  d'un  moufle  de  masse  assez  grande,  cbaufTe  au  gaz, 
dans  lequel  je  pouvais  placer  deux  creusets  Tun  a  c6te  de  I'autre;  en 
modifiant  Tarrivee  du  gaz  et  de  Pair  dans  les  bruleurs,  je  pouvais  aller 
depuis  le  boti  rouge  jusqu*k  la  temperature  ordinaire.  La  masse  du 
moufle  elant  assez  considerable,  la  terre  pen  conductrice,  il  se  pro- 
duisait  des  abaissemenls  de  chaleur  reguliers  et  lents,  pendant  les 
baisses  successives  et  repetees  du  feu. 

Une  s^rie  d*experiences  a  ete  faite  en  pla^ant  dans  le  moufle  deux 
creusets,  Tun  k  cote  de  Tautre,  et  les  cbaufi*ant  pendant  un  temps  plus 
long  que  celui  determine  d'avance  comme  necessaire  pour  produire 
une  cristallisation  complete.  L'un  des  creusets  etait,  tantot  retire  brus- 
quement  du  moufle  et  refroidi  a  Texterieur,  tantot  enleve  plus  lente- 
ment,  en  le  laissant  refroidir  prealablement  quelque  temps  sur  les 
bards.  L'autre  restait  en  place  et  ^tait  refroidi  lentement  pendant  un 
temps  variant  de  deux  k  trois  heures,  quelquefois  plus. 

On  verra,  d'apres  les  resultats  ci-joints,  que  la  perte  etait  la  plus 
petite  quand  le  refroidissement  etait  le  plus  lent.  De  la  la  conclusion 
pratique,  pour  les  experiences  ullerieures,  de  la  necessite  de  refroidir 
la  mati^re  le  plus  lentement  possible. 
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Refroidisseinenl  tres  lent : 

I.        Bimolybdale  employe 3 , 44 i 

Silice  attaqu^e 0,091 

Silice  retrouv^e 0,088 

Perle o,oo3 

Creuset  retire  brusquement  du  moufle  : 


«•• . 


II.  '    Bimolybdate  de  polasse 3 ,  525 

Silice  attaquee 0,0915 

Silice  retrouv6e o,o85 

Perte  lolale o,oo65 

RefroidissemeDt  lent : 

III.  Bimolybdale  de  polasse 3 ,  545 

Silice  altaqu6e 0,092 

Silice  relrouvee 0,089 

Perle o,oo3 

Refroidissement  plus  lent  que  pour  II,  plus  court  que  pour  1  el  111  : 

IV.  Bimolybdale  de  polasse 3,53a 

Silice  allaqu6e 0,095 

Silice  relrouvee 0,091 

Perle  lolale o,oo4 

II  convient  de  faire  remarquer  que  la  silice  retrouveeapres  Tattaque, 
quoique  cristallisee,  ne  doit  elre  comptee  que  d*aprcs  la  perte  subie  a 
la  suite  de  Tattaque  par  Tacide  fluorhydrique.  Sans  cette  precaution, 
on  pourrait  elre  conduit  k  des  resultats  errones.  En  efTet,  il  sc  forme, 
entre  tes  lamelles  cristallines,  des  inclusions  renfermant  des  molyb- 
dates  alcalins  que  les  lavages  a  I'eau,  meme  rendue  ammoniacale,  n'en- 
levent  pas.  Ainsi,  dans  des  experiences  analogues  a  celles  I  et  III,  en 
pesant  directement  la  silice  lavee,  j'ai  retrouve  exactement  le  poids  de 
silice  introduite  :  il  y  avail  eu  compensation  entre  la  quantite  de  silice 
dissoute  par  le  fondant  et  la  quantite  de  molybdate  inclus  entre  les 
lamelles  crislallines. 

2^  Influence  de  la  composition  chimique  du  mofybdate  employe.  — 
On  voil,  d'apres  les  experiences  precedentes,  qu'avec.un  refroidis- 
sement lent,  les  perles  en  silice  sout  faibles,  mais  qu'elles  sont  sen- 
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sibles.  Les  biraolybdates  sonl  assez  fusibles,  e\  c'esl  a  eux  que  je  m'elais 
d'abord  adresse.  II  fallait  voir  si  d'autres  molybdates  ne  pourraient 
pas  etre  employes  plus  avantageusement.  Les  molybdates  sont  fusibles 
dansune  limite  assez  etendue,  et  on  pent  les  chauffer  en  faisant  varier 
le  rapport  de  Tacide  a  la  base,  dans  les  limites  de  4  a  r  pour  le  rapport 
des  equivalents,  sans  produire  de  perle  sensible  d'acide  molybdique. 
Tai  done  pu  faire  une  serie  assez  6tendue  de  recbercbes  en  variant  la 
composition  cbimique  du  fondant  employe.  Cest  un  certain  nombre  de 
ces  experiences  que  je  vais  rapporler  ici,  non  pas  dans  Tordre  ou  je  les 
ai  faites,  c'est-a-dire  en  conservant  Tune  h  cole  de  I'aulre  les  expe- 
riences comparatives,  mais  en  les  classant  d'apres  le  degre  d'aciditr 
du  fondant.  Nous  donnerons  en  meme  temps  la  perle  par  gramme  de 
fondant,  ou  du  moins  celte  perle  approcbee  : 

V.  T^lramolybdate  de  potasse 12, 208 

Silice  attaqu^e 0,9205 

Silice  relrouvee o,8o3o 

Perte  totale o,  1 175 

Perle  par  gramme  de  fondant 0,0097 

VI.  Trimolybdate  de  potasse 10,828 

Silice  attaqu^e o,/4635 

Silice  relrouvee o,4i3o 

Perte  totale o,o5o5 

Perle  moyennc  par  gramme  de  fondant. .       o,oo45 

VII.  Bimolybdate 8,280 

Silice  attaquee o,585 

Silice  relrouvee 0,677 

Perle  totale 0,008 

Perte  par  gramme  dc  fondant 0,001 

VIII.  Bimolybdate 16,277 

Silice  attaqu6e ; . .  0,426.5 

Silice  relrouvee o,4io5 

Perte  totale , 0,0160 

Perle  par  gramme  de  fondant 0,001 

IX.  Bimolybdate 8,820 

Silice  attaquee 0,870 

Silice  relrouvee o,36i 

Perte  totale 0,008 

Perte  par  gramme  de  fondant 0,001 
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\.       Molybdale  l^gdrement  acide,  mais  Ir^s 

voisin  (Te  la  neutralite 8,685 

Silice  employ6e 0,2696 

Silice  relrouvec 0,2680 

Perle  totalc o,ooi5 

Perte  par  gramme  de  fondant 0,0002 

XI.  Mime  molybdale  que  dans  X 2,34oo 

Silice  employee 0,2280 

Silice  relrouv6e 0,2275 

Perle  lolale o,ooo5 

Perle  par  gramme  de  fondant 0,0002 

XII.  Molybdale  neulre 4»026 

Bimolybdale 1,10 

Silice  allaqu6e o,  126 

Silice  relrouv6e o,  124 

Perle  lolale 0,002 

Perle  pour  le  molybdale  neulre 0,0008 

Perte  pour  le  bimolybdale 0,0012 

XIII.  Molybdale  neulre 2 ,  207 

Bimolybdale 2 ,  4o 

Silice  altaqu6e o,3i65 

Silice  retrouvee o,3i4o 

Perle  lolale 0,0025 

Perle  pour  le  molybdale  neulre o,ooo4 

»  bimolybdale 0,0021 

On  voil)  d'apres  le  Tableau  precedent,  que  la  perte  est  d*autant  plus 
petite  que  Ton  se  sertd'un  molybdale  plus  voisin  de  la  neutralite.  Les 
p(M*tes  pour  la  silice  retrouvee,  pertes  dues  a  une  dissolution  dans  les 
sols  employes  comme  fondants,  soot  assez  considerables  pour  Us 
molybdates  tres  acides.  Le  fait  qui  sc  produit  ici  est  d'accord  avec  ce 
qui  se  passe  a  basse  temperature.  La  silice,  dans  les  deux  cas,  se  com- 
bine d'autant  plusfacilement  aux  molybdates  qu'on  se  trouve  dans  un 
milieu  plusacide. 

Ce  fait  explique  aussi  la  difficulte  qu'on  eprouve  a  separer  la  silice 
des  silicomolybdates  par  le  bisulfate  de  potasse.  On  se  trouve  ici  dans 
un  milieu  trfes  acide.  La  quantite  de  silice  precipitee  est  d'autant  plus 
grande  qu'on  est  en  presence  d'une  matiere  plus  decomposee,  c'esi- 
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a-dire  moins  acide.  On  arriverait  probablement  k  une  decomposilion 
(otale  avec  uae  maii^re  voisine  de  la  neutralile. 

11  rcsulte  aussi  du  Tableau  precedent  que  la  quantite  de  siliee  dis- 
parue  est  independante  de  la  quantite  de  siliee  attaquee.  Cest  ve 
que  prouvenl  les  experiences  VII  et  IX,  dans  lesquelles,  les  quanlites 
de  fondant  etant  resides  constantes,  les  poids  de  siliee  ont  varie  dans 
une  limite  assez  etendue.  La  perte  totale  est  restee  sensiblement  la 
meme;  ce  resultat  ^lait  facile  a  prevoir. 

De  plus,  la  perte  est,  jusqu'a  un  certain  point,  propoitionnelle  au 
poids  du  molybdate  employe.  Nous  avons,  en  eflet,  en  meme  temps  que 
la  perte  totale  eprouvee  dans  chaque  experience,  donne  la  perte  par 
gramme  de  fondant  employe;  et  Ton  voit  que,  dans  des  limites  assez 
etendues,  cette  perte,  ainsi  calculee,  reste  constante.  Bien  plus,  en 
employant,  comme  dans  les  experiences  XII  et  XlII,  des  melanges  de 
molybdates,  et  en  calculant  la  perte  produite  pour  cliacun  des  sels 
employes,  perte  determinee  par  d'aulres  experiences,  on  retrouve  assez 
rigoureusement  la  perte  totale.  Enfin,  et  c'est  la  le  point  important  a 
noter,  quand  on  se  met  dans  des  conditions  telles  que  le  molybdate 
employe  soit  voisin  de  la  neulralite,  on  trouve,  en  prenant  les  precau- 
tions convenables,  que  les  pertes  dcviennent  tres  petltes.  Elles  n'attei- 
gnent  pas  la  limite  des  erreurs  que  Ton  commet  generalement  en 
analyse.  De  telle  sorte  que  ce  procede  d'analyse  pent  etre  employe 
pour  doser  d'une  faijon  tres  rigoureuse  la  siliee,  dans  les  silicomolyb- 
dates,  et  peut-etre  dans  d'aulres  malieres. 

II  etait  naturel  de  rechercher  si  Ton  ne  pourrait  pas  appliquer  cette 
melhode  a  Tanalyse  des  silicotungstates,  d'autant  plus  que  M.  Haute- 
feuille,  dans  ses  reproductions  de  quartz  et  de  tridymite,  avait  deja 
constate  que  les  tungstates  acides  qu'il  employait  ne  retenaient  en 
dissolution  qu*une  tres  petite  quantite  de  silica.  Sans  reproduire  les 
experiences  que  j'ai  faites  a  ce  sujet,  je  dirai  que  les  resultats  que  j*ai 
obtenus  me  semblent  permettre  d'affirmer  qu*on  pourrait  egalemenl 
employer  dans  ce  cas  mon  procede  de  dosage  de  la  siliee.  Les  quantites 
de  siliee  perdues  sont  toujours  tres  faibles;  de  plus,  elles  paraissent 
diminuer  quand  le  degre  d'acidite  du  fondant  augmente.  Mais  la  faible 
fusibilite  des  tungstates  tres  acides  ne  permet  pas  d'etendre  aussi  loin 
que  pour  les  molybdates  la  verification  de  ce  fait. 


Digitized  by 


Google 


20t>  F,   PARMENTIER. 

Conclusion.  —  En  resume,  pour  faire  Tanalyse  des  silicomolybdales 
ou  d'autres  substances  par  ce  procede,  il  faut  se  mettre  dans  des  condi- 
tions lelles,  que  Ton  se  trouve  en  presence  d*un  nnolybdate  voisin  de 
la  neutralite.  Un  essai  preliminaire  est  done  toujours  necessaire.  Get 
essai  donnera  des  indications  suffisantes  comme  precision,  pour  qu'on 
puisse  ensuite  operer  avec  certitude.  Ainsi,  en  ajoutant  a  la  matiere  a 
analyser  un  poids  d*un  carbonate  alcalin  quelconque,  roais  tel  qu'on 
soit  sur  de  ne  pas  produire  de  perte  d'acide  molybdique  par  la  calci- 
nation de  la  maliere  et  de  ne  pas  atteindre  la  neutralite  du  molybdate 
produit,  on  aura  des  resultats  qui  perniettront  d'operer  dans  ies 
conditions  voulues. 

De  plus,  la  matiere  une  fois  fondue  pendant  un  temps  suffisant  pour 
etre  sur  de  la  cristallisation,  il  faudra  la  refroidir  aussi  lentement  que 
possible.  Sans  cette  precaution,  on  serait  expose  a  des  ecarts  assez  sen- 
sibles. 

Remarque.  —  Je  pense  qu'il  est  a  peine  necessaire  d*ajouter  que 
toules  Ies  experiences  precedentes  et  Ies  operations  necessaires  pour 
avoir  Ies  molybdates  fondus  ont  ete  faites  dans  des  vases  de  platine.  Les 
molybdates  attaquent  en  general  les  vases  en  porcelaine,  et,  en  se  ser- 
vant de  produits  prepares  dans  des  vases  pareils,  on  s'exposerait  a 
introduire  dans  les  molybdates  des  matiferes  dont  la  presence  trouble- 
rait  considerablemenl  les  resultats  obtenus. 


£tude  de  Tacide  silicomolybdique  et  de  ses  principales  combinaisons. 

Acide  silicomolybdique, 
SiOSi2MoO%26HO. 

Nous  avons  vu  que  le  silicomolybdate  d'ammoniaque  prend  nais- 
sance  quand  on  met  une  dissolution  de  molybdate  d*ammoniaque  dans 
Tacide  nitrique  en  presence  de  silice  soluble.  Le  sel  qui  s'est  precipite 
est  redissous  dans  Teau  et  additionne  de  nitrate  de  sous-oxyde  de  mer- 
cure.  Par  double  decomposition,  il  se  produit  du  silicomolybdate  de 
sous-oxyde  de  mercure  dont  la  formule  a  et^  etablie  par  une  analyse 
preliminaire.  Ce  corps,  mis  en  suspension  dans  Teau,  est  trarte  par 
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une  dissolution  litree  ou  une  dissolution  etendue  quelconque,  d'acide 
chlorhydrique,  qu'on  ajoute  par  pelites  portions.  On  reconnait  que 
Toperation  est  tcrmin6e  quand  le  precipite  blanc  de  sous-chlorure  de 
mercure  abandonne  nellement  la  liqueur  jaune  qui  le  surnage.  II  faut 
eviter  d'introduire  une  quantile  trop  grande  d'acide  chlorhydrique. 
Le  silicoinolybdate  de  sous-oxyde  de  hiercure  retient  toujours,  en  effet, 
des  traces  de  nitrate  de  sous-oxyde,  et  il  se  formerait  alors  de  Teau 
regale  qui,  a  un  moment  donne,  pourrait  detruire  Tacide  silicomolyb- 
dique. 

Dans  cette  operation,  il  reste  toujours,  dans  la  liqueur,  des  traces  de 
sel  de  mercury.  Pour  Ten  debarrasser,  il  suffit  d'y  faire  passer,  en  Tagi- 
tant  conslamment,  quelques  bulles  d'hydrogene  sulfure.  II  se  produit 
alors  un  leger  precipite  de  sulfure  de  mercure,  en  meme  temps  que  le 
liquide  verdil,  et  meme  bleuit,  par  suite  d'une  faible  reduction.  L'eva- 
poration  a  Tairlibre  suffit,  en  general,  pour  produire  la  reoxydation  de 
la  matiere.  En  tout  cas,  quelques  bulles  de  chlore  ramenent  la  liqueur 
a  sa  couleur  jaune  primitive. 

Cette  preparation  donne  Tacide  tres  etendu.  On  pent  le  faire  cristal- 
liser,  soit  en  Tabandonnant  a  Tair  libre  a  Tabri  des  poussieres  atmo- 
spheriques,  soit  en  hatant  Tevaporalion  par  une  faible  elevation  de  la 
temperature.  Une  brusque  elevation  de  temperature  en  quelques  points 
produirait  une  decomposition  partielle  de  Tacide.  En  pla<;ant  le  liquide 
sur  un  bain-marie  maintenu  vers  5o^,  j'ai  pu  Tamener  a  un  degre  de 
concentration  suffisant  pour  obtenir  rapidement  des  cristaux,  en  utili- 
sant  ensuite  le  vide  de  la  machine  pneumatique  en  presence  de  I'acide 
sulfurique. 

On  obtient  de  cette  faQon  des  cristaux  jaunatres,  translucides,  sem- 
blables  par  leur  grosseur  et  leur  eclat  aux  cristaux  d'alun.  Ces  cristaux 
appartiennent  au  systeme  cubique.  Enaction  de  la  lumiere  polarisee  sur 
eux  n*est  pas  sensible.  Ce  sont  des  cubes  modifies  par  les  faces  de 
I'octaedre.  Les  angles  que  j'ai^mesures  et  les  angles  calcules  se  corres- 
pondent. 

Chaufies,  ils  fondent  vers  4^^  dans  leur  eau  de  cristallisation,  et  se 
decomposent  au-dessous  de  loo^  Quand  on  continue  a  Clever  la  tempe- 
rature, la  matiere  perd  son  eau,  puis  Tacide  molybdique  se  volatilise, et 
il  reste  finalement  un  residu  de  silice. 
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Ces  cristaux  sont  Ires  solubles  dans  Teaii,  qui  en  dissoul  environ  trois 
fois  son  poids,  a  la  temperature  ordinaire,  en  donnant  un  liquide  jaunc, 
sirupeux;  I'evaporation  de  ce  liquide  reproduit  les  memes  cristaux. 

Les  acides  etendus  et  froids  les  dissolvent  egalement.  Una  elevation 
de  temperature  amene  une  decomposition  de  racide.  Ce  fait  est  surtout 
sensible  pour  I'eau  regale  et  Tacide  sulfurique  :  ce  dernier  decolore 
eompletement  la  liqueur,  et  donne  un  precipite  abondant  de  silice 
gelatineuse. 

Les  bases  produisent  egalement  un  phenomenede  decomposition,  et, 
en  essayant  de  reproduire  un  certain  nombre  de  silicomolybdates  par 
le  melange  direct  des  bases  et  de  I'acide,  j'ai  toujours  observe  une  de- 
composition plus  ou  moins  compliquee,  suivant  la  nature  des  bases  em- 
ployees. 

Pour  obtenir  les  silicomolybdates,  leseul  moyen  quim'aitreussi  a  ete 
Taction  de  Tacide  sur  un  sel  soluble  de  la  base  qu*on  veut  faire  entrer 
en  combinaison,  ou  la  methode  de  double  decomposition.  On  se  trouve 
ainsi  dans  un  milieu  acide,  seul  convenable  pour  la  reproduction  de  ces 
matieres. 

L'ammoniaque  en  exces^  ainsi  que  les  carbonates  alcalins,  precipite 
la  majeure  partie  de  la  silice  et  decolore  la  matiere.  Les  liqueurs, 
filtr^es  et  traitees  par  un  acide,  redeviennent  jaunes.  Quand  on  les 
abandonne  k  elles-memes,  ellesreproduisent  les  molybdates  ordinaircs; 
mais  ces  corps  retiennent  de  la  silice  dont  on  ne  pent  les  debarrasser 
que  par  cristallisations  successives. 

L'acide  silicomolybdique  ne  donne  a  froid  aucun  precipite  avec  les 
sels  metalliques  et  alcalino-terreux,  sauf  les  sels  d'oxyde  de  thallium  et 
de  sous-oxyde  de  mercure,  dont  les  silicomolybdates  sontpeu  solubles. 

Lesselsd'ammoniaque,en  dissolution  concentric,  donnentnaissancc 
a  un  precipite  de  silicomolybdate  d*ammoniaque,  totalement  insoluble 
dans  ce  milieu. 

Les  alcalo'ides  ou  leurs  combinaisons*  salines  (quinine,  morpliine, 
cinchonine,  etc.),  les  ammoniaques  composees  ou  leurs  sels  (ani- 
line, rosaniline,  naphtylamine,  ethylaroine,  etc.),  ineme  en  liqueur 
etendue,  sont  precipites. 

Les  silicomolybdates  de  potasse,  de  sonde,  de  lithine,  sont  solubles. 
Ceux  de  coesium  el  de  rubidium,  au  contraire,  le  sont  pen. 
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Pour  analyser  racide  silicomolybdique,  j'ai  mis  sa  dissolution  dans 
Teau  en  presence  d'une  quantile  de  carbonate  alcalin  telle,  que  le  mo- 
lybdate  forme  fut  Irfes  voisin  de  U  neutralite.  Apres  expulsion  de 
Tacide  carbonique,  la  matifere  a  6le  dessechee,  puis  fondue  a  tem- 
perature elevie.  La  perte  de  poids  eprouvee  correspondait  au  poids 
de  Tacide  du  carbonate  employ^,  et  au  poids  de  Teau  de  Tacide 
silicomoiybdique.  En  reprenant  la  matiere  par  Teau,  on  dissolvait 
le  molybdate.  La  silice  restait  a  T^tat  cristailise.  Son  poids  etait 
determine,  et  Ton  en  retranchait  le  residu  leger  que  laissait  le  traite- 
ment  a  Tacide  fluorhydrique.  L'acide  niolybdique  se  trouvait  dans  la 
liqueur  fillree. 

Les  chimtstes  qui  ont  etudie  le  molybdene  savent  combien  le 
dosage  de  ce  corps  est  delicat.  J'aurais  cependant  voulu  doser  cet 
element  directement  et  surement,  comme  les  autres,  et  j'ai  fait  dans 
ce  but  de  tongues  et  patientes  recberches.  Un  precede  qui  m'a 
donne  des  resullats  un  peu  precis  a  ete  de  doser  ce  corps  k  Tetat 
de  bisulfure,  en  modifiant  un  peu  la  m^thode  classique.  Les  molyb- 
dates,  mis  en  digestion  avec  le  sulfliydrate  d'ammoniaque,  donnent 
naissance  a  des  sulfomolybdales  qui,  traites  par  Tacide  chlorhydrique, 
abandorinent  le  molybdene  a  Tetat  de  trisulfure  melange  de  soufre. 
En  general,  ce  melange  est  jete  sur  un  filtre  tare,  puis  dessech^; 
on  en  prend  une  portion  que  Ton  ramfene,  k  haute  temperature,  dans 
un  courant  d*hydrogene,  a  Tetat  de  bisulfure.  Du  poids  de  cette  por- 
tion, on  deduit  le  poids  que  Ton  aurait  trouv^  si  Ton  avait  employe 
la  totalite  du  produit. 

Cette  methode  est  sujette  a  deux  graves  objections :  le  filtre  lav^  a 
Tacide  chlorhydrique  varie  de  poids;  la  matiere  sur  laquelle  on  op^re 
n'est  pas  hx)mogene,  et  le  residu  qu*on  laisse  sur  le  filtre  est  surtout 
forme  de  soufre  qui,  plus  leger  que  le  sulfure  de  molybdene,  lombe  le 
premier  sur  le  filtre  et  y  reste  attache.  J*ai  done  cherche  a  operer  sur 
la  totalite  du  sulfure.  Pour  cela,  je  redissolvais  le  residu  attache  au  fillre, 
dans  du  sulfliydrate  d'ammoniaque,'et  j'evaporais  doucement  la  liqueur 
jusqu'a  siccite.  Jedetachaisde  la  capsule  oil  s'etait  faite  Tevaporation  le 
residu  solide  produit,  en  enlevant  les  dernieres  traces  avec  un  peu  de 
soufre  en  poudre.  Cette  portion  ^tait  ajoutee  au  reste  de  la  matifere. 

Par  ce  proc^de,  je  suis  arriv^  a  doser  le  molybdene  avec  une  assez 
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grande  approximatioD.  Slais  cette  approximation  D*est  pas  plus  consi- 
derable que  celle  qu*on  obtient  en  reportant  sur  Tacide  molybdique, 
dans  le  cas  des  silicomolybdales,  la  somme  des  erreurs,  faibles  ton- 
jours,  que  Ton  commet  dans  le  dosage  des  aulres  elements.  L*aeide 
molybdique  etant  en  grande  quantite  dans  ces  corps,  son  equivalent 
etant  eleve,  Terreur  relative*  qui  seule  est  a  considerer,  est  toujours 
tres  petite. 
En  employant  ce  procede,  j'ai  trouve  les  quantites  suivantes  : 

Trouve. 
Clcule.  I.  II.  HI.  IV. 

SiO* 2,6  2,4         2,6        2,5        2,6 

HO 20,8  20,8      20,9      20,7       20,8 

MoO» 77,6  77,8      77,5      77,8      77,6 

La  formule  de  Tacide  silicomolybdique  est,  d*apres  ces  resultats. 

SiO*,i2MoO»,26HO. 

L'analyse  I,  que  j*ai  conservee  ici,  n*est  que  Tessai  preliminaire  que 
j*ai  fait  pour  avoir  une  premiere  approximation.  Je  Tai  indiqqee  pour 
donner  un  exemple  du  degre  de  precision  auquel  on  pent  arriver  par 
une  premiere  analyse  qui  doit  servir  de  guide  pour  les  analyses  ulte- 
rieures. 

Silicomolrbdale  d'ammoniaque, 
2 AzH^O,SiO*,  i2MoOS8HO. 

Ce  sel  est  le  point  de  depart  de  tons  les  autres,  et,  par  consequent, 
de  Tacide  silicomolybdique  lui-meme.  C'est  lui  qu*on  obtient  le  plus 
facilement  a  Petal  de  purete.  Sa  faible  solubilite  en  presence  des  sels 
ammoniacaux  permet  de  Tavoir  cristallise  au  sein  des  liqueurs  oil  il 
prend  naissance,  et  sa  solubilite  relative  dans  Teau  et  dans  les  acides 
permet  de  le  faire  cristalliser  un  certain  nombre  de  fois,  et  de  le  debar- 
rasserdes  impuretes  qu^il  pourrait  contenir. 

Pour  le  preparer,  le  moyen  le  plus  simple  consiste  dans  Taddition, 
a  une  dissolution  de  molybdate  d'ammoniaque  dans  Tacide  chlorhy- 
drique  ou  mieux  dans  Tacide  azotique,  de  silice  dialysee  ou  d'un 
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silicate  alcalin  dissous  dans  le  meme  acide.  La  liqueur,  d'abord  inco- 
lore,  devient  d'un  beau  jaune,  surtout  si  Ton  eleve  sa  temperature 
vers  70**;  et,  en  la  laissant  refroidir,  il  se  forme  une  cristallisation 
d'un  sel  jaune  dont  la  quantite  augmente  quand  on  abandonne  la 
dissolution  a  elle-meme;  Le  sel  obtenu  est  le  silicomolybdate  d'ammo- 
niaque. 

Dans  celte  preparation,  tout  I'acide  molybdique  employe  n*entre 
jamais,  en  une  seule  operation^  en  combinaison  avee  la  silice.  II  ne  se 
forme  qu'une  quantite  limitee  de  matiere.  Mais,  par  des  operations  suc- 
cessives,  on  arrive  k  une  transformation  complete  de  tout  I'acide  molyb- 
dique employe  en  silicomolybdate. 

Le  sel  ainsi  obtenu  est  jaune.  II  est  cristallise  en  petits  octaedres 
n'appartenant  pas  au  systeme  cubique  :  la  lumiere  polarisee  agit  en 
eflet  energiquement  sur  ces  cristaux.  II  est  soluble  dans  I'eau  k  froid» 
et  plus  encore  k  chaud.  Chauflee  en  tube  scelle,  sa  dissolution  se  deco- 
lorc  et  se  decompose  en  produits  assez  complexes,  qui  sont  tons  blancs : 
ces  produits  contiennent  en  particulier  des  silicomolybdates  dont  la 
composition  differe  de  celle  des  sels  jaunes. 

Lesacides  etendus  et  froidsles  dissolvent  egalement;  mais  une  ele- 
vation de  temperature  amene  une  decomposition.  L'acide  sulfurique 
decolore  completement  la  liqueur  et  donne  un  precipite  abondanl  de 
silice  gelatineuse.  L'eau  regale  produit  le  meme  eifet.  On  oblient  faci- 
lement  I'acide  phosphomolybdique  en  traitant  par  l'eau  regale  le  phos- 
phomolybdate  d'ammoniaque.  II  n'est  pas  possible  d'extraire  I'acide 
silicomolybdique  en  traitant  de  la  meme  maniere  le  silicomolybdate 
d'ammoniaque.  II  y  a»  en  meme  temps  que  decomposition  de  I'ammo- 
niaque,  precipitation  d'une  faible  quantity  de  silice,  et,  par  cristalli- 
sation, on  n'obtient  qu'un  melange  de  silice  et  d'acide  molybdique. 

L'ammoniaque  en  exces  et  les  carbonates  alcalins  le  dissolvent  avec 
precipitation  de  silice  et  formation  de  molybdates  blancs,  retenant 
une  notable  portion  de  silice,  qu'on  peut  enlever  par  cristallisations 
successives. 

Une  propriete  importante  a  noter  est  I'insolubilite  de  ce  sel  en  pre- 
sence des  sels  ammoniacaux.  Si,  a  une  dissolution,  meme  tres  etendue, 
de  silicomolybdate  d'ammoniaque,  on  ajoute  du  cblorhydrate  d'ammo- 
niaque ou  de  I'azotate  d'anomoniaque  en  cristaux,  on  voit  le  sel  jaune 
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se  precipiter  peu  a  pen,  et  la  liqueur  devenir  incoloie,  quand  elle  est 
saturee  de  sels  ammoniacaux. 

Le  silicomolybdate  d*ammoniaque  ne  precipile  de  leurs  liqueurs 
eteudues  que  les  oxydes  de  ihaliium,  de  coesium  et  de  rubidium,  le 
sous-oxyde  de  mercure,  les  alcaloides  et  les  ammoDiaques  composees. 
Ce  sontla  les  proprietes  de  I'acide  lui-meme. 

Pour  faire  Tanalyse  de  ce  sel,  il  iaut  diviser  la  matiere  en  deux  :  une 
portion  sert  au  dosage  de  Tammoniaque,  une  autre  a  celui  des  autres 
elements.  Pour  doser  Tammoniaque,  je  me  suis  servi  de  Tappareil  de 
M.  Schloesing.  Le  liquide  distille  a  etetrecueilli,  tantot  dans  une 
dissolution  titree  d*un  acide  quelconque  qu'on  achevait  de  salurer 
par  une  liqueur  alcaline  titree,  tantot  dans  de  Tacide  chlorhydrique 
etendu;  on  le  dosait,  dans  ce  cas,  a  Tetat  de  chloroplatinate  d'ammo* 
niaque.  Ce  dernier  procede  est  plus  long,  mais  plus  sur.  Pour  deter- 
miner les  autres  elements,  je  faisais  fondre  le  sei,  apres  un  essai 
preliminaire,  avec  un  poids  calcule  de  carbonate  alcalin.  La  perte  da 
poids  correspondait  a  Tacide  du  carbonate  employe,  a  I'ammoniaque 
eta  Teau  du  sel.  En  reprenant  la  matiere  par  Teau,  j'obtenais  la  silice. 
L'acide  molyhdiquese  trouvait  dans  la  liqueur. 

J'ai  trouve  ainsi  ; 


Tpoiive. 


Calcule.  I.  11.  HI.  IV. 


AzH*0 5,1  4>9  ^  4>8  4,9 

SiO* 2,9  2,8  2,7  2,9  2,8 

HO 7,o5  7,2  7,1  6,9  7,2 

MoO' 84,95  85,1  85,2  85,4  85,  i 

D'apres  ces  resultats,  la  formule  du  silicomolybdate  d'ammoniaque 

est 

2AzH*0,  SiOS  i2MoO»,  8H0. 

La  quanlite  d'ammoniaque  trouvee  est  legerement  plus  faible  que 
celle  qu'exige  la  formule,  maisTecartobtenu  est  dans  lesens  voulu,  et 
est  inherent  au  procede  de  dosage  de  cet  Element. 
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Silicomolybdate  de  potasse, 
aKO,  SiOS  i2MoO»4-i4HO. 

Ge  sel  a  ^te  obtenu  par  Taction  de  Tacide  silicomolybdique  sur  le 
chlorure  de  potassium.  En  faisant  evaporer  le  melange  de  ces  deux 
corps,  on  obtient  par  refroidissemeut  de  longues  aiguilles  flexibles, 
d'un  beau  jaune,  que  Ton  pent  purifier  par  cristallisations  successives. 
Ce  set  est  ires  eftlorescent. 

Je  n*ai  pu  obtenir  directcment  les  sels  de  potasse  et  de  soude«  par 
Taction  de  la  silice  sur  les  molybdates  correspondants  dissous  dans 
Tacide  nitrique.  Quand  on  melange  les  deux  dissolutions,  il  se  produit, 
comme  dans  la  preparation  du  silicomolybdate  d*ammoniaque,  un  phe- 
nomene  de  coloration  de  la  liqueur;  mais  ici  les  sels  jaunes  formes,  en 
raison  de  leur  grande  solubilite,  ne  peuvent  pas  etre  separes  de  la 
meme  fagon  des  autres  matieres  qui  tendent  a  se  produire. 

Quand  on  eleve  la  temperature  du  melange,  il  se  produit  un  precipit^ 
blanc  abondant,  sur  la  nature  duquel  nous  reviendrons,  et  il  se  forme 
une  liqueur  jaune  composee  d*un  melange  de  nitrates  alcalins  et  d'un 
sel  jaune.  On  pent  separer  les  deux  matieres,  grace  a  leur  difference  de 
solubilite  a  chaud,  et  Ton  arrive  a'isoler  des  sels  jaunes  bien  cris- 
tallises;  mais  ces  corps  ne  sont  pas  des  silicomolybdates  proprement 
dits  :  ce  sont  des  combinaisons  de  ces  sels  avec  les  nitrates,  combi- 
naisons  analogues  a  celles  obtenues  par  M.  Marignac  avec  les  silico- 
tungstates,  par  M.  Debray  avec  les  phosphomolybdates.  Le  silicomo- 
lybdate d'ammoniaque,  chauffe  avec  du  nitrate  d'ammoniaque,  se 
combine  egalement  avec  ce  corps,  et  donne  naissance  a  de  petits  cris- 
taux  rhomboedriques  renfermant  de  Tacide  nitrique. 

L'analyse  du  silicomolybdate  de  potasse  exige  deux  operations :  dans 
la  premiere,  on  dose  la  potasse;  dans  la  seconde,  on  dose  les  autres 
elements. 

Pour  doser  la  potasse,  on  traite  une  portion  du  sel  par  Tammoniaque 
en  exces  qui  precipite  une  parfie  de  la  siTue,  puis  par  le  sulfbydrate 
d*ammoniaque,  et  enfin  par  Tacide  chlorbydrique.  Sur  le  filtrereste  le 
sulfure  de  molybdene.  La  liqueur  contient  les  sels  ammoniacaux  intro- 


Digitized  by 


Google 


2o8  F.    PARMENTIER. 

duits,  une  partie  de  la  silice  du  set,  et  la  potasse.  En  la  traitant  par 
Teau  regale,  on  detruit  les  sels  ammoniacaux,  et  par  des  traitements 
successifs  a  I'acide  ehlorbydrique,  on  chasse  Texces  d'acide  azotique; 
en  amenant  a  siccite,  on  rend  lesdernieres  traces  de  silice  insolubles. 
Le  chlorure  de  potassium  est  ensuile  traite  par  le  chlorure  de  platine 
ou  par  Tacide  sulfuriquejsuivant  qu*on  veut  doser  la  potasse  a  Tetat 
de  chloroplatinate  ou  a  i*.etat  de  sulfate.  On  obtient  toujours*  de  cette 
fagon,  un  exces  de  potasse  du  a  Tattaque  des  vases  ou  Ton  a  fiut  les 
diverses  operations  necessaires  pour  isol^^r  la  potasse. 

Une  autre  portion  de  silicomolybdalc  de  potasse  est  fondue  avee  une 
quantite  convenable  de  carbonate  de  potasse. La  perte  en  poids«  dimi- 
nuee  de  celle  correspondant  a  Tacide  carbonique  expulse,  donne  le 
poidsde  Teau,  et  la  silice  reste  insoluble. 

Nous  avons  trouve,  par  ce  procede  d*analyse,  les  resultats  suivants  : 

Trouve. 

Calcule.  I.  n.  in. 

KO 84  8,9  8,7        9 

SiO* 2,6  2,6  2,5        2,5 

HO 11,3  iiyf\  11,3  11,2 

MoO» 77,7  77,3  77,5  77,3 

La  formule  du  silicomolybdate  de  potasse  est  done 

2K0,Si0«,  ifiMoO»4-i4HO. 

Silicomolybdate  d* argent, 
2AgO,  SiO*,  i2MoO». 

Cc  sel  a  et6  obtenu  en  inelangeant  des  dissolutions  etendues  de  ni-^ 
trate  d*argent  et  d'acide  silicomolybdique.  La  liqueur  evaporee  donne 
naissance  a  des  cristaux  jaunes,  de  forme  prismatique,  et  toujours 
tres  petits.  Le  silicomolybdate  d'argent  est  moins  soluble  que  Tazotate 
d'argent.  En  effet,  quand  a  une  dissolution  concentree  d'azotate  d'ar- 
gent  on  ajoute  une  dissolution  concBntree  d'acide  molybdique,  on 
obtient  un  precipite. 

Le  sel  d'argent^est  anbydre.  11  ne  perd  que  difticilement  une  portion 
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(le  son  acide  molybdique  quand  on  le  chaufle.  Traite  par  rammoniaque 
etendue,  il  donne  naissance  a  un  precipite  gelatineux  abondant,  qui  est 
detruit  par  rebuUition,  et  doDne  un  precipite  de  siiice  gelalineuse. 

L*analysede  ce  sela  cte  taiteen  traitant  lesel  dissousdansTeau,  par 
Tacide  chlorhydrique,  jusqu*a  precipitation  tolale  du  chlorure  d'ar- 
gent.  La  liqueur  contenant  l*acide  et  un  petit  exces  d'acide  chlorhy- 
drique,  on  la  traite  comme  si  Ton  avait  affaire  a  Tacide  isol^. 


CalcuU. 

AgO 20,7 

SiO« 2,65 

MoO^ 76,65  76,6 

D'apres  ces  resultals,  la  formule  du  silicomolybdale  d'argenl  est 

2AgO,SiOSi2MoO'. 

S iUcomolybdate  de  thallium, 
2Th0,Si0Si2Mp0%ioH0. 

Ce  sel  pent  se  preparer  directement.  Quand,  a  du  inolybdate  de 
thallium  mis  en  suspension  da'Yis  de  Teau  chargee  d'acide  nitrique, 
on  ajoute  une  dissolution  d*un  silicate,  on  voit,  surtoutsi  Ton  eleve 
la  temperature,  la  matiere  blanche  se  transformer  rapidement  en  un 
precipite  jaunatre.  La  transformation  parait  ici  totale,  et  elle  est  assez 
rapide. 

Pour  preparer  ce  sel  d'une  fa<;on  plus  sure  et  a  un  plus  grand  etal  de 
purete,  il  vaut  mieux,  a  une  dissolution  etendue  d*un  sel  de  thallium, 
ajouter  une  dissolution,  egalement  elendue,  de  silicomolybdate  d*am- 
moniaque  ou  d'acide  silicomolybdique.  Dans  ces  conditions,  il  se  forme 
un  precipite  gelatineux  jaunatre,  qui  bientdt  se  transforme  en  une 
poudre  cristalline  ressemblant  un  peu  a  Tiodure  de  thallium.  On  pent 
laver  cette  poudre,  par  decantation,  avec  une  dissolution  etendue  d*un 
sel  de  thallium.  Quand  on  Tabandonne  a  elle-4neme,  en  presence  de 
Teau,  elle  se  transforme  a  la  longue  en  cristaux  un  peu  plusgros,  qui 
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presenlent  des  faces  assez  nelles  au  microscope,  et  qui,  dans  la  lumiere 
polarisee,  donnent  naissance  k  des  phenomenes  de  lumiere  ne  permet- 
tant  pas  de  douter  de  leur  nature  cristalline.  J  ai  ohlenu  egalement  des 
crislaux  sensibles,  en  soumettant  ce  sel,  en  tube  scelle,  a  une  serie 
allernaiive  d'echauffements  et  de  refroidissements. 

Ce  sel,  en  lube  scelle,  en  presence  de  Teau,  se  decompose  vers  Soo** 
en  donnant  un  precipite  blanc  d'acide  molybdique,  de  molybdate  de 
thallium  et  d*autres  produits.  11  est  decompose  par  Tammoniaque  el 
les  carbonates  alcalins,  avec  precipitation  de  silice. 

Un  faitinteressant  a  noter  est  Taction  di^  sulfhydrate  d*ammoniaque 
sur  ce  sel.  Quand  on  mel  ces  deux  corps  ensemble  en  digestion, 
meme  pendant  un  temps  assez  long,  on  voil  se  produire  un  precipite 
noir  a  reflets  bleuatres,  tandis  que  la  liqueur  surnageante  reste  d'un 
beau  jaune  el  ne  renferme  pas  trace  d'acide  molybdique.  Le  precipite 
noir,  form6  d*un  sulfhydrate  tres  acide,  reproduit  le  sel  primitif, 
quand  on  le  traite  par  Tacide  azotique.  Celte  experience  permet  peut- 
etre  de  conclure  a  Texistence  de  sulfomolybdates  contenanl  de  la 
silice. 

Pour  faire  Tanalyse  de  ce  sel,  on  peut  employer  la  methode  gene- 
rale,  c'est-a-dire  Tallaquer  par  un  carbonate  alcalin,  qui  donne,  par 
pertc  de  poids,  Teau  du  sel.  La  silice  reste  insoluble,  et  la  liqueur 
obtenue  par  lavage  permet  de  doser  le  thallium  a  Tetat  d*iodure.  Mais 
ici  Ton  obtient  du  molybdate  de  thaliiflm  difficilement  soluble.  11  vaut 
mieux«  pour  doser  le  thallium,  recourir  a  Tattaque  prealable  par  le 
bisulfate  de  potasse.  Les  deux  methodes  combinees  m*ont  conduit  aux 
resultats  suivants  : 


Trouvd. 


Calcule. 

HO 6,3o 

SiO* 2,  lo 

ThO 3o,io 

MoO» 6i,5o 


La  formule  du  sel  de  thallium  correspond  done  a 
aThO,  SiO*,  laMoO'  n-  loHO. 


1. 

n. 

ni. 

6y20 

6,3o 

6,40 

3,00 

1,90 

a, 10 

0.9, 5o 

3o,oo 

3o,o5 

6a ,  3o 

61, 85 

61,45 
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Silicomolybdate  de  sous^xyde  de  mercure, 
4Hg«0,  SiO«,  laMoO^ 

Ce  sel  s*obtieQt»  par  double  decomposition!  avec  Tacide  silicomo- 
lybdique  ou  le  sel  d'ammoniaque,  et  le  nitrate  de  sous-oxyde  de  mer- 
cure.  Quand  on  verse  une  dissolution  de  silicomolybdate  d*ammoniaque 
dans  du  nitrate  de  sous-oxyde  de  mercure*  il  se  produit  une  masse 
gelatineuse  jaunatre  qui,  peu  a  pen,  se  transformeen  une  poudre  cris- 
talline  jaune,  ressemblant,  a  premiere  vue,  k  du  bioxyde  de  mercure 
obtenu  par  precipitation.  Ce  sel  pent  aussi  etre  obtenu  directement  en 
ajoutant  a  du  molybdate  de  mercure  un  silicate  soluble  en  presence 
de  I'acide  nitrique.  11  vaut  cependant  mieux  employer  le  premier  pro- 
cede  de  preparation.  On  obtient  ainsi  de  petits  cristaux,  sur  lesquels 
agit  la  lumiere  polarisee.  Si  Ton  dissout  dans  Tacide  nitrique  le  preci- 
pite  precedent,  et  qu*on  reduise  ensuite  la  dissolution  par  du  mercure 
metallique,  on  obtient  des  cristaux  plus  nets,  quoique  toujours  micro- 
scopiques.  L'eau  seule  decompose  ce  produit,  et  il  faut,  pour  le  laver 
par  decantation,  se  servir  d*une  dissolution  etendue  de  sous-nitrate  de 
mercure.  Apres  un  certain  nombrede  lavages,  on  le  fait  tomber,  comme 
tons  les  autres  silicomolybdates,  sur  de  la  porcelaine  degourdie,  qui 
absorbe  rapidement  Teau  et  les  matieres  solubles  qui  Timbibent :  on 
ne  pent  mettre  ces  matieres  sur  du  papier,  car  les  substances  orga- 
niques  les  reduisent.  Les  alcalis  noircissent  ce  produit  comme  tons  les 
sels  de  sous-oxyde  de  mercure.  L'acide  chlorbydrique  le  decompose, 
en  mettant  Tacide  en  liberte.  Le  sulfhydrate  d*ammoniaque  donne  avec 
lui  un  precipite  de  silice  et  de  sulfure  de  mercure,  et  dissout  Tacide 
molybdique. 

Pour  faire  Tanalyse  de  ce  corps,  on  partage  encore  la  mati^re  en 
deux  parties  :  la  premiere  sert  au  dosage  du  mercure;  la  seconde,  k 
la  recherche  de  la  silice  et  de  Tacide  molybdique.  ^ 

Pourdoser  le  mercure,  on  decompose  le  sel  par  la  chaleur  dans  un 
courant  lent  d'hydrogene  pur.  La  mati^re,  placee  dans  une  nacelle  de 
porcelaine,  est  introduite  dans  un  tube  de  verre,  termine  par  deux 
ampoules  et  parcouru  par  un  courant  d  hydrogene.  On  61eve  peu  k 
peu  la  temperature  du  tube,  et  il  se  produit  d'abord  de  l'eau  due  a  la 
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reduction  de  Tacide  molybdiqae.  Bientot,  la  dislillation  du  mercnre 
commence,  et  elle  est  assez  tumultueuse  pour  produire  des  projections 
de  la  matiere  hors  de  la  nacelle.  On  remedie  a  cet  inconvenient  en 
saupoudrant  le  sel,  de  carbonate  de  soude  desseche.  Dans  ces  condi- 
tions, le  mercure  distille  d'une  fagon  reguliere  et  avec  des  precautions 
convenables;  on  peut  Kamener  dans  la  premiere  des  ampoules,  d*ou 
Teau  amassee  d*abord  peut  etre  expulsee.  On  detache  et  Ton  pese 
ensuile  cette  ampoule  qui  contient  le  mercure.  On  la  pbse  vide  :  la 
difference  de  poids  donne  le  poids  de  mercure,  d*ou  Ton  deduit  le 
poids  d'oxyde  contenu  dans  le  sel  analyse. 

Une  deuxieme  portion  du  sel  est  traitee  par  le  carbonate  de  sonde. 
Le  poids  de  mercure  expulse,  ou  plutot  du  sous-oxyde  de  mercure  qui 
disparait,  correspond,  a  quelques  milliemes  pres,  au  poids  precedem- 
ment  trouv^.  On  peut  alors  doser  la  silice  et  Tacide  molybdique,  comme 
dans  loutes  les  autres  analyses. 

Par  ce  procede,  on  trouve  une  quantity  plus  forte  de  mercure  que 
celle  qui  correspond  a  la  formule  vraie  du  sel.  Le  meme  faitavait  ete 
constate  par  M.  Marignac  dans  les  analyses  du  silicotungstate  de  sous- 
oxyde  de  mercure,  analyses  dans  lesquelles  le  mercure  etait  toujours 
dose  par  un  procede  donnant  un  minimum.  C*est  que  le  sel  de  mercure 
retient  toujours  un  pen  de  sous-nitrate;  la  presence  de  ce  corps  donne' 
un  exces  de  sous-oxyde  de  mercure  dans  le  dosage  de  cet  element  et  une 
legere  perte  dans  la  calcination  du  melange  de  silicomolybdale  et  de 
carbonate  alcalin.  Les  differences  trouvees  sont  d*ailleurs  variables 
d*apres  le  mode  plus  ou  moins  parfait  de  lavage  du  sel,  et  ne  corres- 
pondent pas  a  Texistence  d'un  produit  triple,  contenant  en  proportion 
definie  de  I'acide  azotique. 

Voici,  d'ailleurs,  le  resultat  de  quelques-unes;de  mes  analyses;  je 
ne  rapporle  pas  les  legercs  differences  de  poidsfproduites  pendant  la 
calcination  destinee  a  determiner  la  silice  et  dues  a  la  presence  de 
nitrate  de  sous-oxyde  de  mercure. 


-   Trouve. 


Calculi.  I.  H.  III.  IV.  V. 

HgaO 48,2  5i  5i  5o,5  5o  49,5 

SiO« 1,6  1,5       1,4       1,6  1,5  1,45 

MoO» 5o,2  48,5  49, o5 
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D'apres  ces  rcsultats,  il  faut  assi}?ner  au  sel  de  mercure  la  formule 

4ng*0,SiOSi2MoO^ 

Silicomolybdates  blancs. 

La  silice,  (l*apres  ce  que  nous  vcnons  de  dire,  se  combine  a  I'acide 
molybdique,  pour  donner  naissance  a  un  acide  jaune,  parfaiteinent 
cristallise,  jouissant  de  proprietes  speciales,  donnant  naissance  a  des 
sels  definis  et  cristallises.  Dans  ces  combinaisons,  le  rapport  de  la  silice 
a  Tacide  molybdique  estde  i  k  12,  comme  pour  Tacide  silicolungstique 
de  M.  Marignac. 

Ce  n'esl  pas  la  le  seul  rapport  suivant  lequel  la  silice  et  Tacide  mo- 
lybdique se  combinent.  II  existe,  eri  effet,  d'autres  series  de  silicomo- 
lybdates se  produisant  dans  un  certain  nombre  de  circonsiances.  Leur 
production  est  en  general  accompagnee  de  celle  des  sels  jaunes. 

En  particulier,  on  obtient  des  silicomolybdates  blancs,  peu  solubles, 
quand  on  attaque  la  silice  gelatineuse  par  des  molybdates  tres  acides, 
comme  par  exemple  les  octomolybdates  qui  se  produisent  par  Taction 
de  Tacide  nitrique  en  exces  sur  les  molybdates  ordinaires.  II  se  produit 
des  composes  blancs,  dilTerents  de  ceux  qui  leur  ont  donne  naissance. 
lis  renferment  de  la  silice  combin^e,  que  Tattaque  a  Tacide  fluorhy- 
drique  etendu  n*enleve  pas. 

II  y  a  egalement  combinaison  de  la  silice  et  des  molybdates,  quand 
on  met  en  digestion,  au-dessus  de  100^,  de  la  silice  gelatineuse  avec 
les  molybdates  precipites  par  les  acides  k  Tebullition.  On  obtient  des 
silicomolybdates  blancs,  dont  la  forme  cristalline  n'est  plus  celle  des 
corps  qui  les  ont  produits.  Ces  corps  renferment  de  la  silice  a  Tetat  de 
combinaison,  et  le  traitement  a  Tacide  fluprhydrique  etendu,  destine 
a  enlever  la  silice  libre,  laisse  des  corps  desquels  Tammoniaque  et  les 
carbonates  alcalins  precipitent  une  notable  quantite  de  silice.  La  de- 
composition des  silicomolybdates  jaunes,  sous  differentes  influences, 
donne  egalement  naissance  k  des  silicomolybdates  blancs. 

Tous  ces  corps  sont  peu  solubles.  D*ou  une  grande  difflculte  de  les 
separer  surement  des  matieres  qui  leur  ont  donne  naissance,  et  aussi 
de  les  separer  les  uns  des  autres,  de  fagon  a  ne  pas  avoir  affaire  a  des 
melanges. 
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J'ai  fait  un  certain  nombred*analyses  dc  cessilicomolybdatesblancs, 
ct  les  resultats  obtenus  ne  sont  pas  encore  suffiftamment  concordants 
pour  que  je  puisse  actuellement  en  donner  ia  composition.  Je  poursuis 
leur  elude  et  j'espere  pouvoir  bientdt  donner  leur  formuie. 

Dans  I'etude  de  ces  corps,  on  est  arrete  par  des  diflieultes  tenant  a 
la  multipiicite  des  combinaisons  que  pent  donner  Tacide  moiybdique. 
La  connaissance  des  molybdatiss  est  loin  d'etre  complete,  ei,  dans  le 
cours  de  mes  recherches,  j'en  ai  trouve,  outre  ceux  etudies  et  decrits» 
un  grand  nombre  dont  Fexistenee  n'est  signalee  nulle  part. 

D'autre  part,  pour  elre  sur  de  transformer  les  molybdates  en  silico- 
molybdates,  on  est  oblige  d*employer  un  exces  de  silice.  Pour  se 
debarrasser  de  cet  exces»  il  faut  recourir  a  un  traitement  a  Tacide 
Uuorhydrique.  M.  Delafontaine  a  fait  voir  que  ce  corps  agit  sur  les  mo- 
lybdates, pour  donner  naissance  a  des  fluoxymolybdates.  L'etude  de  ces 
derniers  corps  est  loin  d'etre  achevee,  el  je  serai  peut-etre  oblige  de  la 
reprendre,  avant  de  pouvoir  terminer  ce  travail  et  donner  la  formule 
definitive  des  silicomolybdates  blancs  que  j'ai  obtenus.  J'ai  cru  devoir 
seulement  signaler  Texistence  de  ces  composes. 

Application  de  Tacide  silicomolybdique  ft  la  recherche  da  coBsinm 
contenu  dans  certaines  mati^res. 

Nous  avons  vu  que  I'acide  silicomolybdique  donne,  avec  les  sels  de 
ccBsium  etde  rubidium,  des  combinaisons  peu  solubles.  Nous  croyons 
devoir  insister  sur  ce  fait,  qui  pourra  trouver  son  applicatioQ  en  analyse. 

On  sail  lesdifficultesque  Ton  eprouve  a  caracteriser,  par  uoe  reaction 
chimique,  la  presence  de  ces  derniers  corps,  quand  ils  se  trouvent, 
comme  cela  a  lieu  presque  toujours,  en  presence  des  sels  de  potasse. 
L'acide  silicomolybdique  ne  precipitant,  parmi  les  bases  alcalines,  que 
le  coesium  et  le  rubidium,  on  se  irouve  en  possession  d'un  reactif  pre- 
cieux  pour  deceler  ces  corps,  lors  meme  qu'ils  sont  en  petite  quantite 
dans  une  matiere.  L'equivalent  de  cet  acide  etant  eleve,  on  a,  pour  peu 
de  base,  un  precipite  abondant.  De  plus,  le  silicomolybdate  de  rubidium 
etaut  soluble,  quoique  faiblement,  on  pourra  le  separer  de  celui  de 
coesium,  qui  parait  totalement  insoluble  a  froid  et  en  presence  des 
acides. 
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JusquMci,  le  reactif  le  plu«  sensible  du  coesium  elait  le  bichlorure 
d'etain,  qui  donne,  avec  le  chlorure  de  coesium,  un  chlorure  double  peu 
soluble.  L'acide  silicomolybdique  est  plus  sensible  encore :  il  decompose 
en  effet  le  sel  precedent,  et  donne  du  silicomolybdate  de  coesium. 

Le  coesium  se  trouve  dans  un  grand  nombre  de  rocbes,  en  faible 
proportion,  saufquelques  rares  exceptions,  et  il  est  en  general  associe 
a  la  potasse.  II  faut  des  operations  fort  longues  pour  le  reconnailre,  et, 
le  plus  souvent,  on  n'a  d'autre  guide  sur  que  le  spectroscope.  Le  lepido- 
lite,  en  parliculier,  en  renferme  de  petiles  quantites,  et  j'ai  pu  deceler 
sa  presence  d'une  faQon  tres  nette,  dans  ce  minerai. 

A  cet  effet,  j'ai  traite  lo*^*^  de  cette  matiere  par  un  melange  d*acide 
fluorhydrique  et  d'acide  sulfurique,  dans  lequel  le  minerai  s'est  dis- 
sous.  La  liqueur,  evaporee  a  siccite,  a  ete  ensuite  calcinee,  pour  rendre 
la  majeure  partie  de  Talumine  insoluble. 

J*ai  ensuite  repris  la  matiere  par  Teau,  et  partage  la  liqueur  en  deux 
portions  que  j'ai  traitees  differemment,  afin  d'en  cnlever  par  des 
metbodes  differentes  la  petite  quanlite  d'acide  phosphorique  qui  existe 
dans  le  lepidolite,  comme  dans  un  grand  nombre  de  silicates  naturels, 
et  dont  la  presence  aurait  pu  venir  troubler  les  resultats  de  Texpe- 
rience.  Une  premifere  portion,  rendue  ammoniacale,  a  et&  additionnee 
du  melange  ammoniaco-magnesien;  le  liquide  filtre  a  ete  traite  par 
Teau  regale  k  chand  pour  detruire  les  scis  ammoniacaux  introduits.  A  la 
deuxieme  portion,  j'ai  ajoute  un  exces  d'eau  de  baryte;  apres  filtration, 
Texces  de  baryte  a  ete  enleve  par  un  courant  d'acide  carbonique,  et 
les  carbonates  produits  ont  ete  transformes  en  chlorures.  Chacune  de 
ces  liqueurs,  ainsi  debarrassee  d'acide  phospborique,  a  ete  amenee  au 
volume  de  loo^^,  puis  additionnee  d'acide  silicomolybdique  :  dans  cba- 
cune^  il  s'est  produit  un  precipit^  jaune  assez  abundant. 

Le  precipite,  lave  et  recueilli,  a  ete  traite  successivement  par  le  sulf- 
hydrate  d'ammoniaque  et  I'acide  chlorhydrique,  pour  le  debarrasser 
de  Tacide  molybdique  et  de  la  silice  :  le  coesium  qui  reste  dans  la 
liqueur  obtenue  en  reprenant  par  Teau  la  matiere  amende  d'abord  a 
siccite,  a  ete  caracterise  au  spectroscope.  Le  sel  obtenu  etait  bien  du 
silicomolybdate  de  coesium,  avec  des  traces-  de  rubidium  qu'il  etait 
facile  d'enlever  par  des  lavages. 

II  est  bien  evident,  et  je  Tai  constate,  qu'il  n'est  pas  indispensable, 
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pour  ce  genre  de  recherches,  de  se  servir  de  l*dcide  silicomolybdique 
dont  la  preparation  est  tongue  et  delicate.  Le  silicomolybdate  d*ammo- 
niaque»  ou  meme  le  melange  employe  pour  produire  ce  corps»  peuvent 
servir  egalement. 

De  la  confusion  possible  de  la  silice  et  de  Tacide  phosphorique  dans  la 
recherche  des  corps  par  la  liqueur  molybdique. 

Nous  avons  deja  dit  que  Knop  avail  vu  la  production  d'une  colo- 
ration jaune  quand  on  met  de  la  silice  en  presence  de  molybdate  d'am- 
moniaque  en  solution  acide,  et  la  formation  dans  ce  milieu  d'une  matiere 
jaune,  insoluble  dans  le  chlorbydrate  d*ammoniaquc.  La  remarque  de 
Knop  a  ete  constatee  par  Habel  d'abord,  puis  plus  tard  par  Jenkins. 
Sans  vouloir  ici  entrer  dans  une  discussion  etendue  pour  expliquer 
la  diversite  des  resultats  obtenus,  nous  croyons  que  le  plus  simple  est 
de  faire  un  rapide  parallele  entre  les  proprietes  du  phosphomolybdate 
et  du  silicomolybdate  d*ammoniaque,  et  de  deduire  de  fails  nets  et 
precis  une  conclusion  pratique  sur  eel  important  sujet. 

D'abord,  le  phospbomolybdate  elle  silicomolybdate  d'ammoniaque 
se  produisent  dans  les  memes  conditions,  conditions  oil  Ton  se  place 
d'habitude  pour  rechercher  el  doser  Tacide  pbosphorique.  Les  deux 
sols  ont  la  meme  couleur  :  ils  sont  jaunes  tons  les  deux,  et  il  est  bien 
ditFicile  de  les  distinguer  a  leur  aspect  exterieur,  bien  que  le  premier 
soil,  en  general,  a  Tetat  amorphe,  le  deuxieme,  a  Tetat  cristallise.  Mais 
c'est  une  difference  qui  ne  pent  elre  constatee  qu'avec  un  microscope 
assez  puissant. 

La  silice  et  Tacide  phosphorique  en  petite  quantite,  mis  en  presence 
de  la  liqueur  molybdique  generalement  employee,  commencent  par 
donner  naissance  tons  deux  a  une  coloration  jaune.  Le  phosphomolyb- 
date d'ammoniaque,  completement  insoluble  dans  Teau  et  dans  les 
acides,  se  depose  a  froid,  au  bout  d'un  temps  plus  ou  moins  court.  Le 
silicomolybdate,  soluble,  au  contraire,  dans  Teau  et  dans  les  acides, 
mais  insoluble  dans  les  sels  ammoniacaux  en  solution  concentr^e,  se 
depose,  seulemenl  en  partie,  par  le  refroidissement  de  la  liqueur,  et 
met  plus  de  temps  a  se  deposer  totalement  dans  les  conditions  de 
Texperience. 
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Quelle  est  la  methode  suivie  pour  faire  la  liqueur  molybdique?  On 
dissout  Tacide  molybdique  dans  Tammoniaque,  et  la  dissolution  ainsi 
obtenue  est  versee  dans  un  aeide,  en  ayant  soin  d'eviter  la  precipitation 
de  inolybdates  acides;  puis,  a  cette  liqueur,  on  ajoute  la  matiere  qui  est 
censee  renfermer  Tacide  phosphorique.  Or,  dans  cette  operation^  il  se 
produit  de  grandes  quanlites  de  sels  ammoniacaux  rendant  insoluble  le 
silicomolybdate  d'ammoniaque  qui  a  pu  se  produire.  De  plus,  si  les 
matibres  qu*on  analyse  conliennent  du  coesium  et  du  rubidium,  on 
obtienl  un  precipite  imm^diat  des  silicomolybdates  de  ces  bases,  qui 
pourrait  faire  croire  a  la  presence  du  phosphore,  lors  nieme  qu'il  n'y 
en  aurait  pas  de  traces. 

On  conseille  en  general,  pour  eviter  les  erreurs  dues  a  la  precipi- 
tation simultanee  du  phospbomolybdate  avec  d*autres  substances,  de 
reprendre  par  Tammoniaque  le  precipite  obtenu,  et  de  doser  Tacide 
phosphorique  a  Tetat  de  phosphate  ammoniaco-magnesien. 

Est-on  par  cette  nouvelle  operation  h  Tabri  des  erreurs  provenant  de 
la  production  de  silicomolybdate? 

Nous  avons  dit  que  ce  dernier  corps,  traite  par  Tammoniaque,  pro- 
duit un  precipite  de  silice;  mais  une  notable  portion  de  la  silice  reste 
en  dissolution,  et  la  liqueur  filtree,  traitee  par  la  dissolution  ammo- 
niaco-magnesienne,  donne  naissancek  un  precipite  blanc  gelatineux  de 
silicate  de  magnesie  qui,  par  son  aspect  et  quelques-unes  de  scspro- 
prietes,  pent  etre  confondu  avec  le  phosphate  ammoniaco-magnesien. 

On  peseradonc  du  silicate  de  magnesie  a  la  place  de  phosphate  de 
magnesie,  et  Terreur  commise  d*abord  se  poursuivra  jusqu'au  bout. 

Nous  conclurons  done  que  le  dosage  de  Tacide  phosphorique  en 
presence  de  silicates  solubles  peut  entrainer  k  des  erreurs  de  toutes 
sortes,  et  qu*il  ne  faut  rechercher  Tacide  phosphorique  dans  une  telle 
matiere  qu'apres  en  avoir  separe  la  silice. 

M.  Henri  Sainte-Claire  Deville,  dans  ses  lemons  de  Chimie  analylique 
faites  a  TEcole  Normale«  a  donne  un  procede  qui  permet  de  faire  cette 
separation.  Ce  procede  consiste  a  reprendre  par  Tacide  nilrique  la 
maliere  soluble  dans  I'eau,  ou  rendue  prealablement  soluble  par  Tal- 
taque  au  carbonate  de  chaux,  et  a*evaporer  jusqu*a  siccite  la  disso- 
lution ainsi  obtenue.  Dans  ces  conditions,  la  silice  se  precipite  et 
devient  insoluble  dans  les  acides.  Une  nouvelle  digestion  avec  Tacide 

jinn,  de  l'£c.  Normah.  2"  Serie.  Tome  XI.  Jcillet  188a.  "28 
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nitrique  permettra  de  redissoudre  les  matieres  autres  que  la  silice,  et 
en  particulier  les  phosphates.  Cest  dans  cette  liqueur  qu'il  faudra 
rechercher  Tacide  phosphorique,  et  Ton  pourra  alors  se  servir  avec 
s^curite  de  la  solution  molybdique  pour  doser  Tacide  phosphorique,  h 
la  condition,  toutefois,  d'employer  les  precautions  convenables. 


CONCLUSION. 

Nous  avons  fait  voir  dans  ce  travail : 

1^  Qu'il  existe  des  silicomolybdates;  nous  avons  en  particulier  etudi^ 
les  silicomolybdates  jaunes,  dont  nous  avons  isole  un  acide  parfaite- 
meut  cristallise.  Outre  I'interct  theorique  que  presentela  decouverte  de 
ces  corps,  la  question  a  .de  Timportance  au  point  de  vue  analytique,  a 
cause  de  certaines  analogies  des  silicomolybdates  et  des  phosphomo- 
lybdates  jaunes. 

a^  Nous  avons  indique  un  nouveau  precede  de  dosage  de  la  silice  a 
Tetat  cristallise,  precede  qui  nous  a  donne,  dans  le  cas  particulier  de 
{'analyse  des  silicomolybdates,  des  resuUats  d*une  grande  rigueur,  et 
qui  pourra  peut-etre  s'appliquer  au  dosage  de  la  silice  contenue  dans 
un  certain  nombre  d'autres  matieres  silicatees. 

3®  Nous  avons  donne  un  reactif  tres  sensible  du  coesium,  reactif  qui 
pourra  rendre  des  services  dans  la  recherche  si  difficile  de  ce  corps. 

4^  Nous  pensons  avoir  eliicide  la  question,  si  importanteen  analyse, 
de  la  recherche  de  Tacide  phosphorique  par  la  liqueur  molybdique  en 
presence  de  silicates  solubles,  et  fait  voir  la  confusion  possible  de  la 
silice  et  de  Tacide  phosphorique,  quand  ces  deux  corps  se  trouvent  en- 
semble a  Tetat  soluble. 
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SUR  LES 

PROPRlllTfiS  INFINITfiSIMALES 

DE  L'ESPACE  RlEGLfi, 

Par  M.  G.  KOENIGS, 

ivkyt   DB   t'^COLB  NORKALB    SOP^BIBUBB. 


INTRODUCTION. 


On  pourrait  faire  remonter  les  premieres  recherches  sur  I'espace 
regI6  au  jour  ou  Ton  entreprit  Tetudc  des  surfaces  engendr^es  par  une 
ligne  droite;  mais,  en  r^alite,  c'estMonge  qui,  vers  la  fin  du  si^cle  der- 
nier»  inventa  les  systfemes  doublement  indetermines.  ^ 

On  lui  doit  la  proposition  fondamentale  de  la  th^orie  des  con- 
gruences ('],  ainsi  que  Tetude  speciale  du  syst^me  des  norroales  k 
une  surface  ('). 

G'est  k  Mains  que  Ton  doit  Tid^e  des  systbmes  triplement  ind^ter- 
mines,  appeles  depuis  par  Plucker  complexes.  Dans  son  Traill  d'Op- 
tique,  puis  au  Tome  XIV  du  Journal  de  V6cole  Polytechnique,  Malus 
^tudie  les  systemes  generaux  de  droites,  dans  lesquels  tout  point  de 
Tespace  sert  de  depart  k  Tune  d'elles  :  il  y  decouvre  le  c6ne  du 
deuxieme  degr^,  qui  joue  un  r6le  si  important  et  qui  nous  a  conduit 
k  la  conception  de  la  forme  fondamentale. 

(1)  M(fmoires  de  VAcadUfmie  des  Sciences  pour  1781,  p.  666. 
(*)  Application  de  VJnafyse  a  la  G^m^irie. 
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Les  progres  incessants  de  TOplique  eDtrainaient  cependant  ies 
savants  a  poursuivre  I'etude  des  systemes  doublemeDt  indetermines 
inaugur^e  par  Monge;  et  Malus  {*)  decouvrit  en  1807  le  c^lebre  theo- 
reme  que  Dupin  generalisa  (*). 

Plustardt  M.  Bertrand  (')  Irouva  sa  belle  proposition  relative  aux 
proprietes  angulaires  des  pinceaux  de  normales,  proposition  qui  fut 
peu  apres  generalisee  par  Sturm  (^),  et  puis  diversement  expriniee  par 
M.  Bertrand  (^)  lui-meme  et  parM.  Ossian  Bonnet  (*). 

Hamilton(^),  en  Angleterre,  et  vers  i83o,  s'etait  occupe  des  systemes 
generaux  doublement  indetermines. 

En  i860,  M.  Kummer  (*)  resuma  et  completa  les  travaux  anterieurs. 
On  trouve  dans  son  Memoire  les  proprietes  fondamentales  des  surfaces 
/ocales,  qui  conduisent  a  des  resultats  si  importants  dans  la  recherche 
des  lignes  asymptotiques  des  surfaces. 

On  y  trouve  egalement  developpee  la  theorie  de  la  densitd  des  pin- 
ceaux, dont  la  premiere  idee  est  due  a  Hamilton,  et  qui  constitue  une 
belle  generalisation  des  proprietes  des  systfemes  de  normales. 

Nous  ne  croyons  pas  qu'on  ait  encore  cberche  k  rapprocher  la  pro- 
position fondamentale  de  cette  theorie  de  la  belle  propriety  due  a 
Sturm  sur  les  systfemes  generaux.  Ce  rapprochement  nous  a  conduit  a 
un  resullat  assez  simple,  que  nous  donnons  au  cours  de  ce  travail. 

Dans  son  admirable  Apergu  hislorvjue  (*),  qui  contient  le  germe  de 
tant  de  decouvertes  modernes,  Chasles  avait  developpe  un  mode  de 
correspondance  dualistique  dans  lequel  tout  point  de  Tespace  etait 
situe  dans  le  plan  correspondant.  Cetait,  sauf  le  nom,  la  decouverte 
du  complexe  lineaire. 


( 1  ]  Traits  d'Optique,  ins^r^  au  t.  U  des  MSmoires  des  Savants  Strangers. 
{*)  Memoires  sur  les  routes  de  la  lumiere,  dans  les  phinomhnes  de  la  reflexion  et  de  la 
refraction,  1816. 
(3)  Journal  de  UouMe,  t.  IX,  p.  i33;  1844. 
C*)  Comptes  rendusde  V Academic  des  Sciences,  t.  XX;  184  5. 
(»)  Journal  de  Liouville,  t.  XII,  p.  343;  1847. 
(<)  Comptes  renduSf  t.  LII,  p.  1081. 

(7)  Theory  of  systems  of  rays  [Irish  Acad.  Transact.,  I.  XV,  XVI,  XVII), 
( > )  Theorie  gendrale  des  rayons  rectilignes  (NouveUes  Annales  de  Math.,  i86o-6i-6a). 
(•)  Page  674. 
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Mais  c'est  Plucker  {\),  qui  avail  deja  erige  en  corps  de  doctrine  la 
theorie  dessystemes  tangentiels,  qui  devait  encore  doter  la  theorie  des 
systemes  de  droiies  des  methodes  fecondes  de  la  Geometrie  moderne. 

En  passant  par  ses  mains,  cette  theorie  prit  une  forme  toute  nou- 
velle.  La  ligne  droite  devint  un  element  de  respace,  et  entre  Tespace 
ponctuel  et  Tespace  tangentiel  vint  naturellement  se  placer  Vespace 
rigid.  Une  transformation  homographique  laissait  les  deux  premiers 
invariables;  mais  la  dualite  les  permutait  Tun  dans  Tautre. 

L'espace  regie,  au  contraire,  se  presentait  comme  homographique  et 
dualistique  k  lui-meme. 

C'est  a  ce  point  de  vue  fecond  que  Plucker  s'est  attache  ('). 

La  difficulte  de  cette  etude  etait  evidemment  de  n'y  introduire  que 
des  ^l^ments  dualistiques  par  eux-memes,  ou  de  ne  jamais  y  separer 
un  element  de  Telement  reciproque.  Aussi  Plucker,  qui  ne  voulut  pas 
s'afTranchir  de  la  double  notion  d'espace  ponctuel  et  d'espace  tangen- 
tiel, ful-il  contraint  d'employer  un  double  systeme  de  coordonnees, 
repondant  chacun  k  une  definition  de  la-  ligne  droite  :  les  deux  defi- 
nitions etant,  du  reste,  reciproques  Tune  de  Tautre.  En  1869^ 
M.  Klein  ('),  eleve  et  disciple  de  Plucker,  reprit  la  methode  du  grand 
geom^tre  et  entra  franchemeut  dans  Telude  de  Tespace  regie  en  n'y 
introduisant  que  des  elements  dualistiques  en  eux-memes. 

L'eiement  qu*il  emploie  exclusivement,  c'est  le  complexe  lineaire  que 
Plucker  lui-meme  avait  indique. 

M.  Klein  a  fonde  toutes  ses  recherches  sur  la  transformation  lineaire 
des  six  coordonnees  homogenes  de  la  ligne  droite  liees  par  une  equa- 
tion quadratique;  et  c'est  dans  la  forme  que  ces  coordonnees  attribuent 
au  premier  membre  de  cette  equation  qu'il  cherche  leur  interpre- 
tation. 

Les  resultats  des  recherches  de  M.  Klein  se  rapportent  surtout  aux 
surfaces  du  quatri^me  ordre  que  Ton  rencontre  dans  la  theorie  des 


( * )  Sur  une  nouveUe  Giom^trie  de  Vespace  [Journal  de  Lioupilie,  t.  XI,  a*  s^rie,  p.  337  > 
1866). 

(*)  L'ceuvre  de  Plttcker  est  exposde  dans  I'ouvrage  intitule :  Neue  Geometrie  ties  Raumes^ 
Leipsick,  1869. 

(*)  Mathematische  Annalen,  t.  II  et  V. 
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complexes  du  second  degre,  et  aux  surfaces  que  M.  Kummer  (*)  a 
decouvertes. 

En  1872,  dans  un  Memoire  important  publie  au  Tome  V  des  Mathe- 
matische  Annalen^  M.  Lie  (^)  a  fait  voir  le  lien  etroic  qui  existait  entre 
la  theorie  profonde  des  equations  difierentielles  et  les  principes  de 
reciprocite  developpes  par  Plucker.  II  a  montre  la  theorie  de  la  ligne 
droite  sous  un  point  de  vue  encore  plus  eleve  que  ce  geometre  ne  Tavait 
fait  en  rattachant  Texistence  d*un  complexe  a  celle  d'une  Equation  aux 
derivees  partielles. 

C'est  dans  ce  meme  Memoire  qu'il  a  deduit  de  ses  principes  et  d^ve- 
loppe  une  correspondance  entre  la  geometric  des  lignes  droites  et  celle 
des  spheres,  sur  laquelle  M.  Darboux  avait  publie  des  travaux  bien 
connus.  La  theorie  de  I'espace  regie  se  trouva  ainsi  dotee  d'un  coup  de 
tons  les  resullats  auxquels  avait  conduit  Tetude  des  systfemes  de 
spheres. 

Peu  apres^  M.  Klein  (^),  cherchant  au  coeur  meme  de  la  Geometric  la 

raison  de  cette  correspondance,  devetoppa  cette  idee,  que  la  geomitne 

de  respace  regie  est  comme  la  geometric  d'un  point  sur  une  quadrique  a 

quatre  dimensions  dans  un  espace  Uniaire  a  cinq  dimensions.  Puis, 

remarquant  que  la  projection  stereographique  ramene  la  geometric  sur 

une  quadrique  a  la  geometric  sur  un  plan,  et  qu'un  complexe  iineaire 

se  comporte  comme  une  section  plane  d'une  quadrique,  il  parvient  par 

analogic  a  ce  resultat,  qu'il  existe  trois  complexes  lineaires  tangents 

stationnaires  d'un  complexe  donne  suivant  une  droite  donnee. 

Nous  avons  iosiste  sur  ce  dernier  point,  qui  interesse  notre  travail. 

Les  travaux  ulterieurs  (^)  sont  dus  a  MM.  Zeuthen,  Weiler^  Pascb, 

Voss,  Battaglini,  etc.;  ils  sont  pour  la  plupart  fondes  sur  Temploi  des 

coordonnees  de  M.  Klein. 

En  France,  Painvin  (')  a  ecrit  deux  M^moires  sur  certains  complexes 


(')  Ueber  die  algebraischen  Strahlemysteme  [Math,  Abhand,  der  K6n,  Akademie  der 
fViss.  ztt  Berlin,  1866). 

(*)  Ueber  complexe  insbesondere^  etc.  (Mathematische  Jnnalen,  I.  V), 
(»)  Math.  Jnnaleny  t.  V. 
(^)  Ibid,,  1. 1,  n,  y  et  suivants. 
*]  Bulletin  des  Sciences  mathematiqttes,  t.  H;  Journal  de  Lwuville, 
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du  second  ordre.  M.  Darboux  (*)  a  eludie  le  complexe  des  Qormales  a 
une  serie  de  surfaces  du  second  degre  homothetiques  ou  bomofocales. 
M.  Mannheim,  qui  s*est  beaucoup  occnpe  des  proprietes  des  surfaces 
reglees,  a  aussi  public  dans  \e  Journal  de  Lioui^i lie,  t.  XVII,  une  exposi- 
tion ^lementaire  des  proprietes  des  pinceaux.  Nous  pourrons  faire  voir 
un  jour  que  la  meme  roethodes'applique  fort  elegamment  aux  complexes. 

Gntin  M.  Picard,  dans  une  Tbese,  a  fait  voir  la  fecondite  de  la  tb^orie 
des  complexes  appliquee  a  celle  des  surfaces. 

La  se  bornent  les  travaux  des  savants  frangais  sur  cette  partie  de  la 
Geometric,  du  moins  a  noire  connaissance  (')• 

Nous  devons  actuellement  parler  de  Tobjet  et  du  plan  de  ces  essais. 

Le  complexe  lineaire  est  un  element  algebrique  dont  Tusage  est 
d'une  utilite  incontestable  quand  il  s*agit  de  developper  la  theorie  de 
I'espace  regie  iaite  au  point  devue  pluckerien,  c'est-a-dire  en  le  consi- 
derant  comme  un  etre  dualistique  en  soi. 

Mais  M.  Lie  nous  a  appris,  par  I'introduction  de  ses  elements  de 
contact,  k  nous  etever  au*dessus  de  cette  conception  algebrique,  et, 
pour  se  placer  a  ce  point  de  vue  general  dans  Tetude  des  propri^t^s 
infinitesimales,  il  est  necessaire  de  n'introduire  que  des  elements  dua- 
listiques  ddrwant  uniquement  du  ddplacement  de  la  ligne  droiie  quand 
on  s'Scarie  d' une  position  initiale. 

Nous  avons  remarque  que  dans  I'espace  ponctuel  la  notion  de  direc- 
tion et  celle  de  distance  elementaire  suffisaient  pour  etablir  toutes  les 
proprietes  infinitesimales;  c'est  ainsi  que  nous  avons  et6  conduits  a 
nous  demander  s'il  n*en  serait  pas  de  m^me  dans  le  cas  de  Tespace 
regie.  Yoici  les  resultats  que  nous  avons  obtenus. 

Sous  le  nom  de  couple  nous  introduisons  le  systeme  d'un  plan  et  d'un 
point  dans  ce  plan.  Une  correlation  n'est  autre  chose  qu*unc  corres- 
pondance  entre  les  points  et  les  plans  d'un  couple  sur  une  droite,  le 
point  et  le  plan  appartenant  k  cette  droite. 

Un  deplacement  infinitesimal  d*une  droite  engendre  sur  la  position 
initiale  de  la  droite  une  correlation  anharmonique. 


(1)  Bulletin  des  Sciences  maMmatiques,  t.  11,  p.  4o  et  3oi. 

(')  Nous  pouvons  encore  citer  M.  Halphen,  qui  a  publi6  plusieurs  Notes  sur  ce  sujet 
(Comptes  rendiis et  Bull,  de  la  Soc.  Math,). 


Digitized  by 


Google     


2ia4  G.    KCENIGS. 

Ces  correlations  s'offrent  ainsi  comme  analogues  des  directions. 

Une  consideration  geometrique  nous  permet  de  dennir  et  de  donner 
un  sens  concret  de  V angle  de  deux  corrHations  deslin^  a  jouer  le  rdle 
de  Tangle  de  deux  directions. 

Enfin,  pour  ce  qui  concerne  le  carre  de  la  distance  elementaire, 
nous  trouvons  qu*une  certaine  forme  quadratique  des  difierentielles 
des  coordonnees,  qu'on  pent  prendre  egale  au  moment  de  deux  droites 
successives,  se  presente  naturellement  pour  le  remplacer. 

Cette  forme  fondamentale,  ainsi  que  Texpression  de  ds^,  sufBt  pour 
definir  les  angles,  et  montre  Forthogonalite  comme  un  cas  d'involution. 

Les  correlations  anharmoniques  sur  une  droite  qui  verifient  une  ou 
deux  conditions  ferment  des  reseaux  et  des  series  de  correlations  qui 
jouent  le  meme  r6le  que  les. cones  de  directions  elementaires. 

Dans  la  premiere  Partie  du  travail  nous  developpons  les  proprietes 
des  correlations  et  de  leurs  systemes,  et  faisons  voir  que,  grace  a 
Texistence  de  la  forme  fondamentale,  ces  proprietes  trouvent  une  image 
commode  dans  la  Georoetrie  non  euclidienne  telle  qu*elle  a  ete  definie 
parM.  Klein  (*). 

La  seconde  Partie  est  consacree  au  developpement  systematiqne,  et 
suivant  ces  principes,  des  proprietes  infinilesimales  du  premier  ordre 
de  Tespace  regie.  Nous  faisons  voir  que  ces  proprietes  se  rattachent 
naturellement  a  Texistence  de  la  forme  quadratique  des  difTerentielles 
des  coordonnees  dont  nous  avons  deja  parle. 

Le  fait  que  nous  mettons  ainsi  en  evidence  se  rattache  a  un  ordre 
d'id^es  beaucoup  phis  general,  car  si  Ton  prend  pour  Element  de 
Tespace  un  etre  geometrique  (courbe  ou  surface)  dependant  de  plu- 
sieurs  parametres,  il  existe  une  forme,  en  general  non  quadratique,  des 
differentielles  des  coordonnees,  et  qui  nous  a  paru  egatemenl  inti- 
mement  liee  aux  proprietes  infinitesimales  des  systfemes  formes  avec 
ces  elements. 

Cette  forme  est  quadratique  dans  le  cas  du  point,  de  la  droite  et  de 
la  sphere  :  peul-etre  ne  sont-ce  pas  les  seuls  cas. 

Dans  deux  derniers  paragraphes  nous  montrons  commeot  la  particu- 
larisation  des  coordonnees,  jusque-la  supposees  quelconques,  permet 

(>)  Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  t.  II,  p.  34 1. 
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de  donner  aux  r^sultats  generaux  des  formes  diverses,  et  nous  faisons 
voir  comment  a  eel  6gard  la  transformation  d'Ampere  pent  6tre  ratta- 
ehee  h  ces  principes  :  nous  disons  quelques  mots  d'une  representation 
lin^aire  des  surfaces,  sur  laquelle  notre  plan  ne  nous  a  pas  permis 
d'insister  comme  elle  le  meritait. 

Nous  terminons  cettePartie  par  Tetude  d'un  systeme  de  coordonnees 
quadruplement  orthogonal  qui  permet  de  montrer  d'une  faQon  elemen- 
taire  la  correspondance  entre  les  complexes  lineaires  et  les  spheres 
dans  un  espace  k  quatre  dimensions.  Cela  nous  permet  encore  de 
rendre  frappante  Tanalogie  entre  les  coordonnees  de  M.  Klein  et  les 
coordonnees  pentaspheriques. 

La  derniere  Partie  est  consacree  aux  proprietes  du  second  ordre. 

Les  propositions  du  premier  ordre  sont  independantes  de  la  variation 
de  la  forme  quadratique.  Celles  du  second,  au  conlraire,  lui  sont  essen- 
tiellement  liees.  II  resulle  de  la  que  Tintroduction  d'un  facteur  inde- 
pendant  des  differentielles  dans  la  forme  quadratique  n'allere  pastes 
premieres  proprietes,  au  lieu  que  les  secondes  en  sont  profonderoent 
modifiees. 

Or,  le  choix  qui  a  ete  fait  du  moment  pour  la  forme  quadratique  offre 
un  certain  arbitraire,  car  les  premieres  proprietes  subsistent  si  on  la 
multiplie  par  un  facteur  independant  des  differentielles.  II  resulte  de 
la  une  infinite  de  manieres  de  concevoir  les  proprietes  du  second  ordre. 
Cette  indetermination  est  analogue  a  celle  que  Ton  rencontre  dans  la 
theorie  de  Tespace  ponctuel,  ainsi  que  Ta  fait  voir  Riemann. 

Et,  k  cet  ^gard,  le  choix  du  moment  pour  forme  fondamentale  ne 
parait  pas  plus  arbitraire  que  celui  qu'on  fait  de  dx^  +  dy^ -h  dz^  pour 
le  carre  de  la  distance  de  deux  points. 

N^anmoins,  la  gravite  de  cette  question  nous  a  arr^tes  quand  il  s'est 
agi  de  d^finir  la  courbure  par  des  formations  covariantes  d^duites  du 
moment.  Nous  nous  sommes  contentes  pour  ce  premier  essai  de 
resoudre  le  probleme  analogue  de  celui  des  geodesiques;  et,  mettant 
en  usage  de  beaux  travaux  de  M.  Lipschitz  (* )  sur  les  formes  des  diffe- 
rentielles^ nous  arrivons  k  demontrer  que,  la  forme  fondamentale  elant 
prise  egale  au  moment,  il  est  impossible  qu'un  changement  de  variables 


(*)  Bulletin  des  Sciences  malhematiques,  t.  IV,  p.  97. 

jnn,  dt  Vic.  HformaU*  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Jcolit  i88a.  29 


Digitized  by 


Google 


2  26  G.    KOENIGS. 

la  reduise  a  une  forme  a  coefficients  constanls.  Nous  devons  signaler 
ce  resultat  curieux,  que  les  Iielicoides  gauches  se  sont  offerts  k  nous 
comme  les  surfaces  geodesiques  de  Tespace  regie. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  developpons  les  proprietes  du  second 
ordre  fondees  sur  la  remarque  de  I'analogie  enlre  les  complexes 
lineaires  et  les  spheres. 

Nous  retrouvons  Thyperboloide  osculateur  dans  le  cas  des  surfaces 
reglees. 

Dans  le  cas  des  congruences,  nous  Irouvons  une  correspondance 
entre  les  congruences  osculatrices  et  les  droites  infiniment  voisines 
d'une  droite  fixe  de  la  congruence.  Cfilte  correspondance  permet 
d'etendre  aux  congruences  les  theoremes  de  Meusoier  et  d'Euler. 

Nous  parvenons  a  ce  resultat,  que  les  generatrices  des  hyperboloides 
osculateurs  des  surfaces  reglees  d*une  congruence  relatifs  a  une  droite 
fixe  du  systeme  ferment  un  complexe  du  second  degre. 

Nous  trouvons  dans  le  cas  des  complexes  une  correspondance  ana- 
logue, qui  nous  conduit  aux  memos  resultats  et  nous  permet  de  definir 
les  surfaces  princi pales  de  M.  Klein.  Le  role  du  cone  de  Mains  dans 
cette  question  parait  interessant. 

Nos  rechercbes  sur  ce  vasle  sujet  sont,  du  reste,  loin  d'etre  termi- 
nees,  etie  cadre  que  nous  nous  etions  impose  nous  a  contraint  d'omettre 
bien  des  resultats. 


PREMlfiRE  PARTIE. 

PROPRIETES  DES   CORRELATIONS. 


I.  —  Des  couples  et  des  correlations  en  g6n6ral. 

1.  Nous  appelons  couple  un  systeme  forme  par  I'ensemble  d*un  point 
et  d*un  plan  mene  par  ce  point.  Nous  designons  un  couple  par  la 
notation  (a,  a),  oil  a  designe  le  point  et  a  le  plan  du  couple.  Un  couple 
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sera  dit  situe  sur  une  droite  A,  ou  bien  la  droite  A  sera  dite  a'ppar- 
tenir  au  couple,  si  cette  droite  est  dans  le  plan  a  du  couple  et  passe 
par  le  point  a  de  ce  couple. 

Deux  couples  (a,  a)  et  (6,p)  etant  silues  sur  une  meme  droite, 
nous  dirons  que  les  couples  (fl,/3),  (6,  a)  obtenus  en  echangeant  les 
points  et  les  plans  sont  les  inverses  des  deux  premiers.  Quatre  couples 
(a^a),  (6,  j3),  (c,7),  (rf,  J)  etant  situes  sur  une  meme  droite,  nous 
dirons  que  ces  couples  sont  en  relation  anharmonique,  s'il  y  a  6galite 
entre  les  deux  rapports  anharmoniques 

{a,b,c,d)     et     (a,  p,Y>^)- 

Si  ces  deux  rapports  sont  tous  deux  harmoniques,  nous  dirons  que 
les  couples  sont  en  relation  harmonique. 

2.  Pour  delinirun  couple  sur  une  droite  A,  on  doit  se  servir  de 
deux  coordonnees  z  et  m,  definissant  Tune  le  point  et  Tautre  le  plan. 
Un  couple  sur  une  droite  donnee  depend  done  de  deux  conditions  : 
on  peut  assujettir  un  couple  a  une  condition,  se  traduisant  par  une 
equation  entre  x;  et  u;  t'ensemble  des  couples,  satisfaisant  ainsi  a  une 
meme  condition,  forme  une  correlation. 

Une  nouvelle  condition  suffit  evidemment  pour  definir  un  couple 
d'une  correlation.  Donnons-nous,  par  exemple,  le  plan  du  couple  : 
il  se  peut  qu'il  corresponde  m  couples  de  la  correlation;  de  meme, 
donnons-nous  le  point  du  couple;  il  se  peut  qu'il  corresponde  |x 
couples.  Nous  dirons  alors  que  la  correlation  est  du  m'^'"*  ordre  et  de 
la  jx'^'"*  classe;  nous  la  designerons  par  le  symbole  r|^.  On  voit  qu^une 
correlation  T^  n'est  autre  chose  qu'une  correspondance,  entre  les 
points  et  les  plans  d'une  droitfe  A;  en  vertu  de  laquelle  m  points  cor- 
respondent a  un  plan,  [a  plans  correspondent  a  un  point. 

Nous  citerons  d'abord  le  theoreme  suivant,  qui  est  fondamental 
et  qui  resulte  immediatement  du  principe  de  correspondance  : 

Quatre  couples  d'une  mSme  correlation  T\  du  premier  ordre  et  de  la 
premiere  classe  sont  en  relation  anharmonique;  et  reciproquement  les 
couples  qui^  situes  sur  une  droite^  sont  en  relation  anharmonique  oi^ec 
trois  couples  fixes  situes  sur  cette  droite^  engendrent  une  correlation  T\  du 
premier  ordre  et  de  la  premiere  classe. 
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Nous  appellerons,  pour  cette  raison,  la  correlation  du  premier  ordre 
et  de  la  premiere  classe  une  correlation  anharmonique. 

Nous  emploierons  aussi  souvent  le  mot  de  corrdlaiion  simplement; 
mais  Tambiguite  ne  sera  pas  possible,  car*  en  parlant  des  correlations 
superieures,  nous  aurons  toujours  soin  d'enoncer  I'ordre  et  la  classe 
dela  correlation. 

Le  principe  de  correspondance,  dej^  invoqu^,  nous  apprend  que 
deux  correlations 

17    el    r;? 

ont  en  commun  un  nombre  de  couples  egal  a 

m  [Ji'  4-  m'  (A. 

II.  —  Des  correlations  anharmoniques. 

3.  En  particulier,  deux  correlations  anbarmoniques  ont  en  commun 
deux  couples  (a,  a)  et  {b^  ]3).  Les  points  a  et  6  de  ces  couples  sont  les 
foyers  de  Thomographie  qui  relie  les  points  correspondant  aux  m^mes 
plans  dans  les  deux  correlations.  Siy>  et  ^  sont  deux  points  corres- 
pondants  de  Tbomograpbie,  il  existe  un  plan  ts,  tel  que  les  couples 
Iprs)  et  {qrs)  apparliennent  aux  correlations  T  et  V  proposees.  On  sait 
que  le  rapport  anharmonique 

est  constant. 

De  meme,  a  et  |3  sont  les  plans  doubles  de  Thomographie  des  plans 
qui»  dans  les  deux  correlations,  repondent  aux  memes  points.  Si  u  et 
X  sont  deux  plans  correspondants  de  cette  homographie,  il  existe  un 
point/7,  tel  que  {prs)  et  {pn)  soient  deux  couples  des  correlations  r  et 
r'  respectivement.  Le  rapport  anharmonique 

est  pareillement  constant;  j'ajoute  que  : 

Les  rapports  anharmoniques  constants  p  et  p'  sont  dgaux. 

Conservons,  en  effet,  aux  lettres  a,  6,/>,  q  et  a,  ^,  rs,  x  leur  signi- 
fication precedente. 
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Les  couples 

(«,a),   (^P),  (Pf^)f   (7,w) 

appartiennent  a  la  correlation  anharmonique  F.  On  a  done 

c'est-a-dire 

Ce  theoreme  montre  que  le  rapport  anharmonique  p  est  uu  element 
dualistique,  puisqu'il  se  deduitindiileremment  des  points  ou  des  plans 
des  couples  des  correlations  proposees.  On  voit  aussi  que  ce  rapport 
est  un  invariant  simultane  du  systeme  des  deux  correlations. 

Nous  appellerons  angle  des  deux  correlations  la  quantite  H  d^finie 
parT^quation 

Deux  correlations  anharmoniques  elant  donn^es  sur  une  meme  droite, 
leur  rapport  anharmonique  p  a  deux  valeurs  inverses  Tune  de  I'autre; 
cart  dans  Tequation 

rien  ne  distingue  le  pointp  du  point  q.  On  en  conclut  que,  si  Hq  est  une 
valeur  de  Tangle  de  deux  correlatiojos,  toutes  les  autres  valeurs  sont 
comprises  dans  la  formule 

On  a,  en  effet, 

Hrrz  i-.Lp. 

Ce  fait  est  tout  k  fait  analogue  k  celui  qui  se  presente,  pour  Tangle 
de  deux  droites,  dans  Tespace  ponctuel. 

4.  Lorsque  Tune  des  deux  homographies  qui  nous  ont  precedem- 
ment  occup^  est  une  involution,  Tautre  est  ^galement  involutive,  car 
p  et  p'  sont  alors  6gaux  h  —i. 

L'angle  des  deux  correlations  est  droit;  nous  exprimerons  ce  fait 
en  disant  que  les  deux  correlations  sont  en  involution  ou  orthogonalei. 

Si  {a,  a)  et  (6»|3)  sont  deux  couples  d'une  correlation,  (a,  |3)  etant 
un  couple  d'une  autre,  on  exprime  evidemment  leur  involution  en 
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exprimant  que  le  couple  {b,a)  appartient  egalement  k  cette  deniifcre; 
ainsi  : 

Pour  que  deux  correlations  anharmoniques  soient  en  involution,  il 
faut  et  il  sufjit  que  Vune  d'eUes  admette  les  couples  immerses  de  deux 
couples  de  V autre. 

5.  II  est  facile  d'exprimer  analytiquement  les  resultats  qui  prece- 
dent. Snpposonsque  jssoit  la  distance  d'un  point  de  la  droite  fonda- 
mentale  A  k  une  origine  fixe,  et  u  la  tangente  de  Tangle  que  fait  avec 
un  plan  fixe  un  plan  mene  par  la  m6me  droite.  Deux  correlations 
anharmoniques  seront  d^finies  par  les  Equations 

axzu  —  bxZ-\  />,  1/  —  ^,  =: o, 
Otzu  —  bfZ-hptU  —gt  —  Of 

oha^9b^,p^yq^,  a^f  b^^Pa*  9%  ^oui  de^  constantes.  L'equation 

definit  Thomograpbie  des  points  qui  correspondent  aux  memes  plans 
dans  les  deux  correlations;  on  t'obtient  en  faisant  z  =  z'  dans  Tequa- 
tion  de  la  seconde  correlation,  e(  ^liminant  u  entre  les  equations  des 
deux  correlations.  II  est,  deslors,  bien  facile  de  calculeria  valeurdep; 
c'est  Ik  une  question  ^lernentaire  d'homograpbie;  on  trouve  Tex- 
pression 

mais  on  a  aussi 


d'oii 

c'est-k-dire 
Posons 


p  =  e«'". 


v/p  -+-  -p  =  e^"-+-  e-*"=  2  cosH, 

VP 

COsH  =  -  ^ty«"^  g»yt—  ^t/>»—  btPy 

a  yja^gx—  b^px ^/a^gf  b^pt 
ff(a,b,p,g)  =  ag  —  bp; 
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on  a 


cosH=^  - 


1  (Ja,  (J^,  (?/?!  ^         dgi  ^ 


Gette  dernifere  forme  nous  sera  tres  utile. 


III.  —  Rdle  des  correlations  anharmoniques  dans  les  propridtds 
infinitdsimales  de  Tespace  rigli. 

6.  SupposoDs  qu'une  droite  donnee  A  dans  Tespace  appartienne  a 
une  surface  reglee  :  pour  etudier  la  surface  autour  de  la  droite,  pre- 
noDS  cette  droite  pour  axe  Oz,  les  coordonnees  etanl  rectangulaires. 
Les  equations  de  la  generatrice  de  la  surface  reglee  seront 

et  a,  bf  pf  q  sont  des  fonctions  d'une  m^me  variable  X,  s'annulant 
simultanement  avec  la  variable.  Le  developpement  en  serie  donne 

aiziaiX-i-aiX*  -+-«', X'  -f-. . ., 

/?  r=/>,  X  -H  W,  X*  4-  Wj  X'  -h  .  .  . , 
q  =qi\  4-XiX*  4-XjX'  -i- 

Ceci  pose,  si  Ton  cherche  le  point  (a?  =  o,7  =  o,z  =  5)  oil  le  plan 
y  =  ux  toucbe  la  surface,  on  tombe  sur  I'equation 

(1)  a^tiu—  bi^^-^-piU  —  qi  —  o, 

ce  qui  d^montre  le  theorfeme  bien  connu  de  Ghaslcs  sur  la  distri- 
bution des  plans  tangents  a  une  surface  gaucbe  le  long  d*une  genera- 
trice.  Ainsi  :  Us  couples  formis  par  un  point  (Tune  surface  gauche  et  le 
plan  tangent  en  ce  pointy  et  qui  sont  situes  sur  ufie  mime  gindratrice 
rectiligne,  engendrent  une  correlation  anharmonique. 

7.  Considerons  une  autre  surface  reglee  passant  aussi  par  la  droite  A; 
elle  donnera  lieu  k  d'autres  developpements  et  k  une  autre  correlation 
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anharmonique.  On  aura,  par  exemplet  les  developpements 

p  —p^\  H-ro,X,-|-m',X»-+-.  .  ., 
9  ==  ^jX  H-  x,X,  -H  x',  X'  -h . . . , 

et  la  correlation 

(2)  atVu'—btV-^p%ii'  —  qt  —  o. 

Les  couples  communs  aux  correlations  (1)  et  (2)  sont,  comme  Ton 
salt,  les  couples  de  raccordement  des  deux  surfaces. 
Mais  si  tous  les  determinants  compris  dans  la  matricc 

I  «i    ^   Pi    gi 
I  «s    ^t   Pi    gi 

sont  nulst  ces  deux  correlations  coincident  :  les  deux  surfaces  sont 
tangentes  tout  du  long  de  la  droite  A. 

On  voit  ainsi  que,  si  on  laisse  a^^b^y  p^^  q^  invariables,  et  que  Ton 
attribue  aux  constantes  a,  ol\  . . .,  /3,  ]3\  ...»  t7,  cr',  ... ,  x,  x',  ... 
telles  valours  qu'on  voudra,  les  developpements  suivants,  oil  X  est  une 
variable  independante,  conviendront  a  toules  les  surfaces  reglees  tan- 
gentes entre  elles  tout  du  long  de  Oz. 

a  =r  a,  X  4-  aX*  -h  «!  X'  -h . . . , 
^,  =  6,X4-?X*-f-PiX»-h..., 
p  —py\  -+-roX*-|-iiT,X»-h. . ., 
<7r=^iX-i-xX«  -hXiX»  -h 

Or»  attribuons  a  X  une  valeur  infiniment  petite  €,  en  n^gligeant  les 
termes  du  second  ordre,  on  a 

a  —  a^t,     b~b^t,    p  —  ptty     ^  =  ^|6. 

La  droite  correspondante  est  infiniment  voisine  de  la  droite  Oz  ou  A; 
et,  comme  clle  est  independante  de  a,  a\  . . . ,  p,  j3',  . . . ,  t^,  t7\  . . . , 
X,  x',  . . . ,  on  en  conclut  qu'elle  est  commune  a  toutes  les  surfaces 
reglees  qui  definissent  la  correlation  (i)  sur  la  droite  A. 
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C'est  ce  que  nous  voudrons  exprimer  quand  nous  dirons  qu*une 
correlation  anharmonique  sur  une  droite  A  correspond  k  une  droite  de 
Tespace  infmiment  voisine  de  la  droite  A. 

Ainsi,  de  meme  qu'un  point  de  Fespace  infiniment  voisin  d'un  point 
fixe  definit  une  direction  issue  de  ce  point,  et  inversement,  que  dans 
une  foule  de  questions  la  consideration  de  cette  direction  pent  etre 
substituee  a  celte  du  point  voisin,  de  meme,  dans  Tespace  regie,  une 
droite  infiniment  voisine  d'une  droite  definit  sur  elle  une  correlation 
anharmonique  dont  Tusage  pent  reciproquement  etre  substitue  a  celui 
de  la  droite  infiniment  voisine,  au  moins  dans  certaines  questions  (*). 

8.  Ce  point  eclairci,  nous  aliens  passer  k  la  representation  analytique 
des  droites  et  des  correlations  anharmoniques. 

Les  droites  de  Tespace  ferment  un  systeme  quadruptement  indeter- 
niine.  Cbaque  droite  depend  Aon6  de  quatre  parametres 

W,,       Mj,       M„       W4, 

que  nous  ne  specifions  pas  :  nous  designerons  cette  droite  par  la  nota- 
tion {u). 

Une  droite  infiniment  voisine  de  la  droite  [u)  a  pour\:oordonnees 

ou,  en  negligeant  les  termes  du  second  ordre, 

On  pent  la  designer  par  le  symbole  {u-hdu).  Cbaque  systeme, de 
valours  des  rapports 

dux :  duf :  rfwj :  du^ 
definit  une  droite  infiniment  voisine  de  la  droite  (u),  et  par  suite  une 

(^)  Ce  qui  pr^cMe  permet  de  donner  une  representation  fort  simple  de  Tangle  de  deux 
correlations.  Consid^rons  deux  surfaces  r^gl^s  S  et  S'  d^finissant  sur  )a  droite  A  deux  cor- 
relations r  et  r',  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir ;  puis  traQsformons  homographiqueroent 
de  sorte  que  les  plans  des  couples  de  raccordement  deviennenl  des  plans  isotropes.  En  tous 
les  points  de  la  droite  A,  transform^e  de  A,  les  surfaces  Si  et  S'l  transformees  de  S  et  S'  se 
coupent  sous  un  angle  constant  H,  qui  est  Tangle  des  deux  correlations. 

j4nn.  de  VKc.  Normale,  a*  Serle.  Tome  XI.  —  Juillrt  1882.  3o 
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correlation  anharmonique  sur  cette  droite.  Ainsi,  en  appelant  /,,  /a, 
/j,  ^4  des  quantites y?nie5  proportionnelles  a  du^^  du^f  du^,  du^.  On 
pourra  dire  que  les  quantites  /  sont  les  coordonnees  homogenes  d'une 
correlation  anharmonique  sur  la  droite  (a).  On  pent  .designer  cette 
correlation  par  le  symbole  (m,  /)  ou  simplement  (/). 

Les  correlations  anbarmoniques  sur  une  droite  donnee  (m)  forment 
une  triple  infinite.  Soil  9{t)  une  forme  bomogene  des  variables  e, 
Tequation 

definit  Tensemble  des  correlations  anbarmoniques  qui  sur  la  droite  (w) 
satisfont  a  une  condition. 

Nous  appelonsm^ai^  un  tel  ensemble.  Les  correlations  communes  a 
deux  reseaux  forment  cc  que  nous  appellerons  une  serie  de  correlations. 

Puisque  les  correlations  anbarmoniques  sur  une  droite  jouent  le  rdle 
des  directions  issues  d'un  point,  les  reseaux  et  les  series  de  correlations 
remplacent  les  cones  de  directions  dont  I'usage  est  si  fecond  dans 
Tespace  ponctuel. 

'IV.  —  Forme  quadratique  fondamentale. 

9.  II  existe  une  forme  quadratiquc  des  differentielles  des  coor- 
donnees, ou  des  coordonnees  d'une  correlation  qui  joue  un  role  funda- 
mental dans  la  geometric  de  Fespace  regie;  nous  aliens  la  definir. 

Si  nousprenons  pour  coordonnees  de  la  ligne  droite  les  coefficients 
a,  by  /7,  q  dans  les  equations 

de  la  ligne  droite  rapportee  a  trois  axes  de  coordonnees,  la  condition 
de  rencontre  des  droites  infmiment  voisines 

(a,  b,p,  q)y     (a  -\-da,b-\-  dh^p  -+-  dp^  q  -h  dq) 

s*exprime  par  Tevanouissement  de  la  forme  quadratique 

(i)  dadq  —  dbdp. 

Si  maintenant  on  prend  des  coordonnees  r/,,  u^^  ii,,  1/4  quelconques 
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pour  la  ligoe  droite  Jans  Tespace,  la  forme  quadratique  (i)  va  se  trans- 
former en  une  forme  quadratique  des  differentielles  du^,  du^,  du.^^  du^ 
que  nous  designerons  par  ^{du). 
On  aura 

^{du)=:  dadq  —  dbdpy 

et  si  Ton  designe  par  K  une  expression  independante  des  differentielles 
des  coordonnees,  Tevanouissement  de  la  forme  quadratique 

KN(c?«)  =  M(flfa)  —  I.^ijduiduj 
exprime  generalement  la  rencontre  des  droites  infiniment  voisines 

La  {oTmeM{du)  est  celle  dont  nous  voulions  parler. 

10.  D'apres  notre  definition^  la  forme  M{du)  n'est  determinee  qu'a 
un  facteur  pres  K  qui  est  independant  des  diGTerentielles. 

Par  un  choix  convenable  de  ce  facteur,  on  pent  donner  a  la  forme 
M{du)  une  expression  qui  rende  concrete  Tinterpretation  de  M{du) 
meme  pour  des  valeurs  des  differentielles  qui  ne  I'annulent  pas. 

Prenons 


on  a 

dadq  —  dbdp 


M(du): 


a*-h6'-M 


c'est-a-dire  que,  si  h  est  la  pluscourte  distance  des  deux  droites  (w)  et 
(u  -f-  du),  E  leur  angle  infiniment  petit,  on  a 

M{du)  =  A  sine. 

On  appelle  moment  de  deux  droites  le  moment  par  rapport  a  Tune 
d'un  segment  egal  a  Tunite  ayant  Tautre  pour  ligne  d'action.  En  desi- 
gnant  par  A  et  £  la  plus  courte  distance  et  Tangle  des  deux  droites, 
I'expression  de  leur  moment  est  justement  A  sine.  Ainsi  nous  pouvons 
dire  que  : 

La  forme  quadratique  fondamentale  peut  6tre  consideree  comme  repre- 
sentee par  le  moment  de  deux  droites  infiniment  voisines  de  Vespace, 
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On  reconnaitra  par  la  suite  que  les  propri^tes  que  nous  developpons 
sont  (sauf  celles  developpees  dans  la  Ill'^Partie,  §  I)  independantes  d'une 
telle  particularisation  de  la  forme  quadratique  fondamentale;  nous  ne 
portons  done  pas  atteinte  a  la  geoeralite  en  faisant  ce  choix,  et  Tinter- 
pretation  concrete  nous  ^claire  sur  le  r61e  geometrique  de  cette  forme. 

It.  Nous  aliens  montrer  comment  la  forme  M(</ii)  s'ofTre  comme 
{'analogue  du  carr6  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 
dans  I'espace  ponctuel. 

Nous  ferons  voir  successivement  qu'elle  suffit  pour  definir  Tangle  de 
deux  correlations,  et  qu'elle  offre  Torthogonalit^  comme  un  cas  d'invo- 
lution. 

Soit  A  une  droite  de  I'espace,  et  designons  par  U|,  u^^  u^,  u^  les 
coordonnees  d'une  droite  quelconque. 

Si  nous  rapportons  Tespace  a  des  axes  rectangulaires,  et  que  A  soit 
Taxe  Ozy  une  droite  infiniment  voisine  de  Oz  (ou  de  A)  aura  pour 
equations 

jc  =isda-hdpf    y^zzdb-hdq, 

et,  puisque  pour  O2  pn  a  a  =  6  =  o, 

M(du)  =  dadq  —  dbdp. 

Designons  par  a«,  6|,/»«,  ^«  des  quantites  finies  proportionnelles  a 
da^  dbf  dp,  dq;  on  pourra  regarder  ces  quantites  comme  les  coor- 
donnees bomogfenes  d'une  correlation  anharmonique  sur  A.  Et  ces 
quantites  sent  li^es  aux  coordonnees  t^,  (2>  ^sf  ^*  <l^j^  definies,  par  les 
memes  equations  lineairesqui  relient  les  differentielles  da^  db,  dp,  dq 
aux  differentielles  da^,  du^^  du^,  du^. 

Or,  Tequation  de  la  correlation  dont  a^,  b^,  p^,  q^  sont  les  coor- 
donnees s'ecrit  (voir  n°  6) 

a^  i; «  —  ^1 C  -+-/;i  a  ■—  «7i  =1  o. 

Une  seconde  correlation  dont  a'^,  b\j  p\,  q\  (ou,  dans  le  second 

sysleme,  dont  /',,  /!,,  t'^,  t\)  seraient  les  coordonnees  bomogenes,  aura 

pour  equation 

a',  i;a  —  b\  C  -Hjo'i  a  —  ^;  =  o. 
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Mais  posant 

^{a,b,p,q)^aq—bp, 

nous  avons  trouve  pour  le  cosinus  de  Tangle  de  deux  correlations 

^    sj^{aub^ypuqx)^{a\,b\yp\,q\) 

et,  de  meme  qu'on  a 

^(du)  z=:  (f  {da,  dby  dp,  dq), 
on  a 

M(0  =  ?(«i,^,/>i,^i);     Vi{t')=z^{a\,b\,p\,q\), 

t 

Nous  parvenons  ainsi  a  definir  Tangle  de  deux  correlations  {t)  et  (/') 
sur  une  droite  quelconque  A  a  Taide  de  la  seule  forme  fondamentale; 
on  a,  en  effet, 

cosH  =  — /^ 
L'orthogonalite  s'exprime  par  Tequation 

qui  est  sym^trique  en  r  et  /' :  la  relation  d'orthogonalite  est  done  invo- 
lutive.  Ce  qui  est  conforme  k  la  definition  geometrique  que  nous  avons 
donnee  de  Torthogonalite. 

12.  Comme  analogic  curieuse  entre  le  moment  elementaire  et  le 
carre  de  la  distance  Elementaire,  nous  citerons  les  resultats  suivants* 
dont  la  demonstration  est  des  plus  aisles. 

Soient  trois  droites  infiniment  voisines  A,  B»  C,  et  d^signons  par 
(BG)»  (CA),  (AB)  les  moments  de  ces  droites  prises  deux  k  deux;  d^si- 

gnons  aussi  par  A»  B,  C  les  angles  que  font  entre  elles  les  deux  corre- 
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latioDS  que  B  et  C  determiueDt  sur  A,  C  el  A  sur  B,  A  et  B  sur  C.  On  a 


(I)  (BC)  -  (AB)  -4-  (CA)  —  2 vXABKCAJcosA, 

analogue  de  la  forraule 


be  =iab  -\- ca  — i\  ab  ca   cos  A, 

relative  aux  triangles  dans  Tespace  ponctuel. 

A  Tequation  (i),  on  pent  en  joindre  deux  autres  analogues,  et  on 

en  deduit 

/\  j^  /\ 

sin  A  sinB  sinC 


>/(BC)       v("C.A]       v/(AB) 


et  ainsi  de  suite. 


Citons  encore  le  cas  ou  A  =  -t  on  a 

2 

(BC)  =  (AB)H-(CA)  : 
c'est  le  carre  de  Tliypotenuse  pour  Tespace  regie. 

13.  En  resumant  et  completanl  les  r^ultats  de  ce  paragrapbe,  nous 
voyons  que : 

1®  Toute  correlation  anbarmonique  sur  une  droite  a  un  invariant 
M(/);  et  revanouissement  de  Tinvariant  exprime  que  la  correlation 
est  singuHere,  c*est-a-dire,  que  la  droite  {u-h  du)  qui  la  determine 
sur  la  droite  (a)  rencontre  cette  droite. 

Les  droites  {u)  et  (u  +  du)  ont  ainsi  un  couple  commun  (a,  a). 
Ce  couple  est  le  couple  singuUer  de  la  correlation  singuli^re. 

Tout  couple  d*une  correlation  singuliere  admet  pour  un  de  ses  deux 
elements  (point  ou  plan)  au  moins  un  des  elements  du  couple  sin- 
gulier. 

2^  Deux  correlations  anharmoniques,  sur  une  meme  droite  A,  ont 
un  invariant  simultane 


Digitized  by 


Google 


SUR   LES   PROPRII6ti6S   INFINlTftSIMALES   DE   l'eSPACE  R^GLE.  289 

L'evanouissement  de  cet  invariant  exprime  rortbogonalite  (ou  Tinvo- 
lut]on)des  deux  correlations. 

Pour  qiiune  corrilation  singuUire  soil  en  involution  avec  une  corrd- 
lation  donnee,  il  faut  et  it  suffit  que  son  couple  singulier  appartienne  a 
cette  correlation. 

Ou  encore  : 

Une  correlation  anharmonique  est  le  lieu  des  couples  singuliers  des  corre- 
lations anharmoniques  singuUeres  avec  lesquelles  elle  est  en  involution. 

Pour  que.  deux  correlations  singuUeres  soient  en  involution^  ilfaut  et 
il  suffit  que  leurs  couples  singuliers  aient  un  dement  [point  ou  plan) 
commun. 

II  est  bien  facile  de  demontrer  ces  propositions,  a  Taide  des  Equa- 
tions (i)et  (2)  dun°  6. 

V.  —  Representation  des  correlations  par  Fespace  non  euclidien. 

14.  Nous  venons  de  ramener  aux  proprietes  des  formes  quadra- 
tiques  quaternaires  latheoriedes  correlations.  Cela  va  nous  permettre 
d*inlroduire  une  representation  geometrique,  qui  nous  montrera  cetle 
memo  theorie  comme  une  image  de  Tespace  non  euclidien^  lei  que 
M.  Klein  Ta  defmi  au  Tome  II  du  Bulletin  des  Sciences  mathSmatiques. 

Considerons  les  /  comme  les  coordonnees  d*un  plan  dans  Tespace 
a  trois  dimensions.  Nous  faisons  correspondre  a  ce  plan  la  correlation 
anharmonique  (/).  De  la  sorte,  une  surface  represente  par  ses  plans 
tangents  un  reseau  de  correlations  anharmoniques,  et  une  develop- 
pable  represente  une  serie  de  ces  correlations. 

En  particulier,  le  reseau  quadratique  des  correlations  singuli^res 
est  represente  par  une  quadrique,  qui  a  pour  equation 

M(0=o, 

Nous  prendrons  cette  quadrique  M  pour  quadrique  fondamentale. 

La  premifere  remarque  qui  s'offre*  c'est  que  Vangle  de  deux  corri- 
laiions  anharnwniques  egale  Vangle  {sens  non  euclidien)  des  deux  plans 
qui  les  reprisentent. 

Les  correlations  ortbogonales  sont  done  representees  par  des  plans 
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orthogonaux  (sens  non  euclidien),  c'est-a*dire  conjugal  par  rapport 
a  la  quadrique  fondamentale. 

Gomme  chaque  plan  tangent  de  la  quadrique  M  represente  une 
correlation  singuliere^  on  peut  prendre  le  point  de  contact  pour  en 
representer  le  couple  singulier.  Tons  les  couples  de  la  droite  fonda- 
mentale  sont  alors  representes  par  tous  les  points  de  la  quadrique. 

Nous  avons  vu  que  la  condition  d'involution  de  deux  correlations  sin- 
gulieres  etait  que  les  couples  singuliers  eussent  un  Element  commun 
(point  ou  plan).  Si  A  et  B  sont  les  points  de  la  quadrique  M  qui  re- 
presentent  ces  couples,  il  faut,  d'apres  la  condition  d'ortbogonalit^ 
dejk  ^nonc^e,  que  le  plan  tangent  en  A  contienne  le  point  B,  ou  que 
A  et  B*  soient  sur  une  meme  generatrice  rectiligne  de  la  surface.  On 
voit  ainsi  que  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
couples,  situes  sur  la  droite  fondamentale,  aient  un  element  commun, 
c*estque  les  points  A  et  B,  qui  les  representent,  soient  sur  une  meme 
generatrice  rectiligne  de  la  surface  M.  On  en  conclut  que  les  couples 
de  la  droite  fondamentale,  qui  ont  un  element  commun,  sont  repre- 
sentes par  les  points  d'une  generatrice  rectiligne  et  reciproquement. 

Si  les  generatrices  rectilignes  G  et  G'  representent  les  couples  qui 
ont  les  uns  le  mSme  point  a,  les  autres  le  meme  point  a\  il  est  bien 
evident  que  G  et  G'  ne  peuvent  se  couper;  car,  si  ces  droites  se  cou- 
paient  en  un  point  A,  le  couple  represente  par  ce  point  aurait  a  la 
fois  les  points  a  et  a',  ce  qui  n*a  aucun  sens.  On  est  ainsi  conduit  a 
dire  que  : 

Les  ginercUrices  rectilignes  G  d'an  mode  de  generation  de  la  qua- 
drique fondamentcUe  reprdsentent  chacune  un  point  a  de  la  droite  fon- 
damentale. 

C'est-k*dire  que  cbacune  represente,  par  ses  points,  les  couples  qui 
admettent  un  meme  point  a  de  la  droite  fondamentale. 

Les  giniratrices  rectilignes  <b  du  second  mode  de  generation  represen-  ^ 
tent,  au  contraire,  les  plans  menespar  la  mime  droite. 

En  sorte  que  : 

Tout  point  kde  la  quadnque  M  represenU  un  couple;  les  generatrices 
Get 9  dupremier  et  du  deuxieme  mode  de  generation  qui  se  croisent  en 
ce  point  representent^  I' une  le  pointy  r autre  leplan  du  couple. 
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15.  M.  Cliasles,  dans  le  mois  de  decembre  1861,  a  presenle  a  TAca- 
demie  des  Sciences  une  iheorie  de  courbes  tracees  sur  les  quadriques ; 
il  les  classe  d'apres  le  nombre  de  fois  que  ces  courbes  sont  coupees 
par  les  generatrices  de  Tun  et  de  I'aulre  systeme.  Designons  par 
C|r  une  courbe  coupee  en  m  points  par  les  generatrices  $  et  en 
\L  points  par  les  generatrices  G.  Dans  Tetat  actuel,  comme  loule  courbe 
C|r  Iracee  sur  la  surface  M  fait  correspondre  m  generatrices  G  -a  une 
geueratrice  4>,  et  \l  generatrices  $  a  une  generatrice  G,  on  en  conclut 
qu'une  courbe  C^  represente  par  ses  points  les  couples  d'une  corre- 
lation superieure  rj;*  de  I'ordre  m  et  de  la  classe  jx. 

En  particulier,  toute  conique  trac6e  sur  la  quadrique  represente, 
parses  points^  les  couples  de  la  correlation  anharmonique  representee 
par  le  plan  qui  la  conlient. 

En  effet,  un  plan  tangent  k  la  surface  M  en  un  point  de  cette  co- 
nique passe  au  pole  du  plan  representatif  de  la  correlation;  ce  plan 
tangent  represente  done  une  correlation  anharmonique  singuliere  en 
involution  avec  la  proposee;  et,  d'apres  une  proposition  deja  enoncee, 
le  couple  singulier,  qui  est  ici  represente  par  le  point  pris  sur  la 
conique,  appartient  a  la  correlation  anharmonique  proposee. 

16.  Nous  venons  de  voir  comment  se  representaient  les  correlations 
superieures,  il  reste  k  etablir  la  representation  des  reseaux  et  des  series 
de  correlations  anharmoniques  et  d'en  deduire  des  proprietes. 

Representation  des  reseaux.  —  Une  surface  Rp  de  la  classe  p  repre- 
sente un  reseau  d'ordre  p.  La  developpable  D^p  de  la  classe  2/3  cir- 
conscrite  a  R^  et  a  M  represente  la  serie  d'ordre  3^,  formee  par  les 
correlations  singulieres  du  reseau.  La  courbe  de  contact  de  D^p  avec  M 
est  de  I'ordre  2/>;  d'apres  nos  notations,  elle  doit  etre  designee  par  Cj;. 
Cette  courbe  represente  une  correlation  superieure  F^  d'ordre  et  de 
classe  p^  engendree  par  les  copples  singuliers  des  correlations  singu- 
lieres du  reseau.  Cette  correlation,  nous  I'appelons  la  correlation  ybcafc 
du  reseau. 

II  y  a  une  infinite  de  reseaux  d'ordre />  admettant  la  meme  correlation 
focale;  ils  sont  representes  par  des  surfaces  de  la  classe/?  bomofocales, 
c'esit-k-dire  inscrites  dans  une  meme  developpable  circonscrite  a  la 
quadrique  M. 

Ann,  de  i'fe,  formate,  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Juillet  i88a.  3i 
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Representation  des  series.  —  Consid^rons  une  serie  d^finie  par  deux 
rescaux  d'ordres  p  et  y,  repr^sentes  par  deux  surfaces  R^  et  R^  des 
classes  p  et  q.  La  serie,  dont  on  peut  dire  qu'elle  est  de  I'ordre  pq^  est 
representee  par  la  developpable  S^,^),  circonscrite  a  la  foisaux  surfaces 
Rp  et  R^  et  qui  est  de  la  classe  pq.  Les  npq  plans  tangents  communs 
a  la  developpable  et  a  la  surface  M  repr^sentent  les  2/7^  correlations 
singulieres  de  la  serie.  Les*  points  de  contact  de  ces  plans  avec  M 
representent  les  ^pq  couples  singuliers  de  ces  correlations  singulieres. 
Nous  appelons  ces  couples  les  couples  focaux;  ce  qui  n'est  que  Tex- 
tension  d*une  denomination  deja  en  usage  pour  le  cas  de  /i  =  9  =  1 .  Les 
series  ayant  les  memes  couples  focaux  sont  representees  par  des  deve- 
loppables  homofocales,  c*est-a-dire  ayant  avec  la  quadrique  M  les  unemes 
plans  tangents  communs. 

II  faut  remarquer  que  les  couples  focaux  d*une  serie  donn^e  appar- 
tiennent  aux  correlations  focales  de  tons  les  r^seaux  qui  comprennent 
ces  series;  de  Ik  le  nom  de  correlations  focales  que  nous  avons  adopte. 

17.  Reseaux  lineaires.  —  Un  reseau  lineaire  est  represente  par  un 
point  R|.  La  serie  focale  est  representee  par  le  cone  ayant  ce  point 
pour  sommet  et  circonscrit  a  M.  Le  plan  polaire  du  point  R|  est  celui 
de  la  courbe  de  contact;  il  represente  la  correlation  focale  du  reseau; 
car  ici  cette  correlation  est  anbarmonique.  On  arrive  ainsi  a  ce  resultat 
important : 

Les  correlations  d'un  reseau  lineaire  sont  ddfinies  geomeiriquement par 
la  condition  d*6tre  en  involution  avec  une  correlation  fixcy  qui  est  la  cor^ 
relation  du  reseau. 

Quand  la  correlation  focale  d'un  reseau  lineaire  est  singuliere,  le 
reseau  est  egalement  singulier.  La  condition  d'involution  pr^cedemment 
enoncee»  et  ce  fait,  que  Tinvolution  de  deux  correlations,  dont  Tune 
est  singuliere»  s'exprime  en  ^crivant  que  le  couple  singulier  appartient 
a  Tautre  correlation,  conduisent  a  cette  proposition  : 

Pour  que  des  correlations  anharmoniques  forment  un  reseau  lineaire 
singulier,  il  faut  et  ilsuffit  quelles  admettent  un  couple  fixe. 

On  exprime  encore  qu'un  reseau  lineaire  est  singulier  en  disant  qu*il 
comprendsa  correlation  focale,  car  les  correlations  singulieres  jouissent 
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seules  de  la  condition  d'etre  en  involution  avec  ellesmSmes ;  on  voit 
J*analogie  avec  les  directions  isotropes. 

18.  Series  lineaires.  —  Deux  reseaux  lineaires  ont  en  commun  une 
serie  lineaire.  Une  telle  serie  est  representee  par  une  droite  S,,.  La 
droite  2, , ,  polaire  de  la  droite  S, , ,  represente  une  seconde  serie  lineaire 
dont  on  peut  dire  qu*elle  est  conjuguee  de  la  premiere. 
Deux  series  lineaires  conjugu^es  jouisscnt  de  la  propriety  suivante  : 
Deux  correlations  prises  arbitrairement  chacune  dans  I' une  d'elles  sont 
en  involution. 

Les  plans  tangents  issus  de  Sh  a  la  quadrique  M  representent  les 
correlations  singulieres  de  Tune  des  series.  Les  points  de  contact,  qui 
representent  les  couples  focaux,  sont  a  Tintersection  de  la  droite  Z^f 
avec  la  surface  fondamentale.  Au  contraire,  la  droite  S,,  coupe  cette 
surface  aux  points  qui  representent  les  couples  focaux  de  I'autre  serie. 
En  ayant  egard  aux  resultats  du  n^  14,  on  voit  que  les  deux  systemes 
de  couples  focaux  de  deux  series  lineaires  conjuguees  sont  inverses 
Tun  de  Tautre,  car  les  points  qui  les  representent  sont  les  sommets 
d'un  quadrilatere  gauche  forme  par  quatre  generatrices  de  la  sur- 
face M. 

La  propri^te  d'involution  de  deux  correlations  quelconques,  prises 
chacune  dans  une  des  deux  series,  appliquee  aux  correlations  singu- 
liferes  de  ces  series  eut  conduit  aux  memes  resultats. 

De  la  meme  maniere,  en  appliquant  cette  propriete  d'involution  a 
une  correlation  de  la  premiere  serie  et  a  Tune  des  deux  correlations 
singulieres  de  la  seconde,  on  arrive  a  cette  definition  g^ometrique  des 
series  lineaires. 

Une  sdrie  lineaire  se  compose  de  toutes  les  correlations  qui  admettent 
deux  couples  fixes.  Ces  couples  fixes  sont  les  inverses  des  couples  focaux, 
ou  les  couples  Jocaux  de  la  serie  conjuguee. 

Nous  nous  contenterons  d'enoncer  les  resultats  suivants  que  le  mode 
de  representation  rend  intuitifs : 

Pour  qu^une  serie  lineaire  appartienne  a  un  rdseau  lineaire,  il  Jaut  et 
il  suffijt  que  ses  couples  focaux  appartiennent  a  la  correlation  focale  du 
reseau. 
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Les  series  singulieres,  c*est-a-dire  Hont  les  couples  focaux  c6in- 
cident,  ont  chacune  pour  conjuguee  uneserie  singuliere;  done  le  couple 
focal  double  se  confond  avec  le  couple  focal  double  de  la  premiere  serie. 

On  exprime  qiCune  serie  est  singuliere  en  ecrivant  que  la  droite  S, ,  qca 
la  represente  louche  la  quadrique  M. 

Les  series  lineaires  singuliferes  qui  apparliennenta  un  reseau  lineaire 
represente  par  un  point  R,  sont  representees  par  les  generatrices  du 
c6ne  qui  represente  la  serie  focale  du  reseau.  Ainsi  ce  c6ne  repre- 
sente : 

Par  ses plans  tangents ^  les  correlations  singulieres  du  reseau; 

Parses  generatrices,  les  series  lindaires  singulieres  de  ce  mime  reseau. 

Nous  relrouverons  cette  propriete  dans  Tetude  du  cone  de  Malus. 

19.  Reseaux  quadratiques.  —Un  reseau  quadratique  de  correlation 
anharmonique  est  represente  par  une equation  du  second  degre  0{t)=  o. 
Dans  I'espace,  il  est  represente  par  une  quadrique  Rj. 

La  serie  des  correlations  singulieres  est  du  quatrieme  degre;  la  cor- 
relation focale  est  d'ordre  et  de  classe  2.  La  serie  des  correlations  sin- 
gulieres est  representee  par  une  developpable  Dsa  de  la  quatrieme 
classe,  circonscrite  a  la  fois  aux  quadriques  R,  et  M. 

Si  le  discriminant  de  la  forme  6  est  nuU  la  quadrique  R2  est  infini- 
ment  aplatie;  mais  cela  n*influe  en  rien  sur  la  nature  de  la  correlation 
focale,  attendu  queparmiles  quadriques  inscrites  dans  une  meme  de- 
veloppable Dgo,  il  y  en  a  toujours  au  moins  une  infiniment  aplatie. 

Si  tous  les  mineurs  du  discriminant  de  0  sont  nuls,  la  develop- 
pable D22  se  decompose  en  deux  cones  de  seconde  classe,  car  la  qua- 
drique R2  se  decompose  en  deux  points.  Plus  generalement,  chaque  fois 
que  les  quadriques  R3  et  M  sont  bi-tangentes,  la  developpable  D22  se 
decompose  en  deux  cones.  La  correlation  focale  se  decompose  alors  en 
deux  correlations  anharmoniques. 

Enfin  les  surfaces  R,  ct  M  peuvent  etre  circonscrites  Tune  k  Tautre; 
dans  ce  cas,  on  a  un  reseau  lineaire  double,  et  la  correlation  focale  se 
compose  d'une  correlation  anharmonique  prise  deux  fois. 

20.  Series  quadratiques.  —  Deux  reseaux,  Tun  lineaire,  Tautre  qua- 
dratique, ont  en  commun  une  serie  quadratique.  Une  serie  quadratique 
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est  representee  par  un  cone  de  seconde  classe.  II  existe  quatre  couples 
focaux  :  ces  couples  focaux  sont  toujours  en  relation  anbarmonique. 

Nous  n*entrerons  pas  dans  le  detail  des  singularites  que  peuvenl 
ofTrir  les  series  quadratiques,  et  que  le  mode  de  representation  permet- 
trait  de  detinir  et  d*etudier  tres  simplement. 

Nous  reservons  pour  un  autre  moment  di verses  autres  propriet^s  des 
correlations  qui  nous  seront  utiles  et  conduisent  a  de  nouvelles  analo- 
gies entre  le  moment  de  deux  droites  infiniment  voisines  et  le  carre  de 
la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins. 


DEUXIEME  PARTIE. 

LES  PROPRlfiTlfcS  INFINITfiSIMALES  DU  PREMIER  ORDRE. 


21.  Nous  allons  d'abord  montrer  comment  les  propriet^s  du  pre- 
mier ordre  des  systemes  de  droites  peuvent  etre  rattacbees  a  Texistence 
de  la  forme  fondamentale. 

I.  —  PropriiUs  des  surfaces  rAgUes. 
Si  une  surface  reglee  est  representee  par  les  trois  equations 

/(  £/|,  M„  M„  I/O  =0,       cp  (  Ml,  l/„  «„  II4)  =  O,       ^{U^y  M„  l/„  I/O  =  O, 

et  que  Ton  pose 

ou  dui  dui 

une  droite  [u-^-du]  infiniment  voisine  d'une  droite  (u)  de  la  surface  et 
appartenant  a  cette  surface  verifie  les  Equations 


Digitized  by 


Google 


2/|6  »;.    KOENIGS. 

Appelons  A,  le  determinant  obtenu  en  relrancbant  la  colonne  d'in- 
dice  a  dans  le  tableau 


V, 

w. 


u, 

V, 

w, 


On  deduit  des  equations  precedentes 


du^ 

"aT" 


On  peut  envisager  les  A  comme  les  coordonnees  homoglnes  de  la 
correlation  de  Chasles,  relative  a  la  droite  (u),  c'est-a-dire  de  la  corre- 
lation anharmonique  que  la  surface  detinit  sur  cette  droite  en  vertu  du 
th^orbme  de  M.  Chasles,  sur  la  distribution  des  plans  tangents. 

22.  L'invariant  M(A)  de  cette  correlation  se  met  sous  la  forme 


1  = 


Ml, 

Mil 

M|j 

Mu 

u. 

V. 

w. 

M» 

M|i 

Mij 

Mjt 

u. 

V. 

w. 

M„ 

Msi 

Mjj 

M,t 

u, 

V, 

w, 

Mn 

Mij 

Mw 

M«i 

u» 

v» 

w» 

u. 

u. 

u. 

Uv 

o 

0 

o 

V, 

V. 

V, 

V. 

O 

o 

o 

w, 

w. 

w. 

w* 

O 

o 

o 

Ou  peut  appeler  singuUires  toutes  les  droites  de  la  surface  pour  les- 
quelles  I  estnul.  Od  a  I  =  oquaDd  tousles  Asont  nuls;  noais  en  remet- 
taut  k  plus  tard  Texamen  de  ce  cas,  Tequation  I  =  o  exprime  qu*autour 
de  la  droite  (a]  la  surface  reglee  se  comporte  comme  une  surface  deve- 
loppable ;  ainsi  le  plan  tangent  est  le  meme  pour  tous  les  points  de  la 
droite  (w),  etc. 

On  voit  en  meme  temps  que  la  condition  necessaire  el  suffisanie pour 
quune  surface  soil  devetoppable,  c^est  que  V Equation 

I=o 

soit  verifidepour  toutes  ses  droites  sans  que  les  determinants  A  soient  tous 
et  toujours  nuls. 
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23.  Deux  surfaces  reglees  qui  sur  une  droite  definissent  la  meme 
correlation  de  Chasles  se  raccordent  suivant  cette  droite.  Parmi  les 
surfaces  qui,  suivant  une  droite,  se  raccordent  avec  une  surface  regl6e 
donnee,  on  pent  dislinguer  les  hyperboloides  de  raccordement.  Voici 
comment  on  les  obtient. 

Soient  {a,  a),  (ft,  p),  (c,  7)  trois  couples  de  la  correlation  de  Chasles 
relative  a  .une  droite  (w)  d'une  surface  reglee,  soient  A,  B,  C  trois 
droites  appartenant  respectivement  k  ces  couples  :  Thyperboloide  dont 
ces  droites  sont  les  directrices  est  de  raccordement. 

On  voit  ainsi  que  ces  hyperboloides  sont  triplement  ind6termin6s. 
On  pent,  en  effet,  les  envisager  comme  des  quadriques  passant  par 
deux  droites  {u)  et  {u  +  du)  infmiment  voisines. 

II.  ^  PropriStds  des  congruences. 

24.  Deux  equations 

/=:o     et     cpi=0 

sutBsent  pour  definir  une  congruence.  Si  (a)  et  {u  -h  du)  sont  deux 
droites  infiniment  voisines  de  la  congruence,  en  conservant  les  nota- 
tions precedentes,  on  a 

0U9  en  introduisant  les  coordonn6es  /  d'une  correlation, 

Les  corrilations  sur  une  droite  d'une  congruence  qui  apparliennent  a 
la  congruence  forment  done  une  serie  lineaire. 

On  en  d^duit,  par  les  proprietes  deja  exposees  des  series  lineaires, 
les  resultats  suivants  : 

Les  correlations  qui  appartiennent  a  une  congruence  sur  une  de  ses 
droites  admettent  deux  couples  fixes  (ft,  a)  ef  (a,|3).  Les  inverses  de  ceS 
couples  sont  les  couples  focaux  de  la  serie  lineaire. 

L'exisience  de  ces  deux  couples  focaux  inontre  que,  parmi  les  corre- 
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latioDS  qui  appartiennent  a  la  coDgruence^  il  y  en  a  deux  singuiieres 
dont  ils  sout  les  couples  sioguliers  :  de  la  ce  tbeoreme  du  a  Monge  : 

6tant  donnee  una  droite  d'une  congruence ^  il  existe  deux  droites  de  la 
congruence  infiniment  voisines  de  la  premiire  et  la  rencontrant. 

Les  points  a  et  bj  les  plans  a  et  jS,  sonl  \^s  foyers  et  les  plans ybcai/o? 
de  la  droite  {u). 

25.  Les  foyers  ne  dependent  que  des  deux  coordonnees^  ainsi  que 
les  plans  focaux.  Ils  engendrent  done  des  surfaces.  Soient  A  et  B  les 
deux  surfaces  lieux  des  points  a  et  b,  et  qu'on  appelle  les  surfaces 

focales  de  la  congruence.  Nous  remarquons  deux  choses  :  d'abord,  si 
Ton  envisage  une  developpable  de  la  congruence  et  une  de  ses  genera- 
trices [u),  le  plan  tangent  a  cette  developpable  et  le  point  de  Tarete 
de  rebroussenoent  relatifs  a  cette  generatrice  forment  un  couple  focal 
[a^d)  de  cette  droite;  en  second  lieu,  puisqu*il  correspond  deux 
couples  focaux  a  cbaque  droite  d'une  congruence,  toute  droite  du  sys- 
teme  appartient  a  deux  developpables  de  cette  congruence.  On  en 
conclut  que  les  surfaces  focales  A  et  B  sont  respectivement  le  lieu  des 
deux  series  d'aretes  de  rebroussement  des  developpables  de  la  con- 
gruence, el,  par  suite,  que  : 

Les  droites  de  la  congruence  sont  tangentes  aux  surfojces  focales. 

Une  developpable  dela  congruence  a  son  arete  de  rebroussement  R^ 
sur  la  surface  A,  par  exemple,  et  est  circonscrite  a  la  surface  B,  suivant 
une  courbe  S^.  Le  plan  a,  etant  tangent  a  la  surface  developpable,  est 
done  tangent  en  6  a  la  surface  B.  Ainsi  : 

Les  plans  focaux  touchent  les  surfaces  focales. 

En  r^sum^,  si  Ton  envisage  les  aretes  de  rebroussement  des  develop- 
pables de  la  congruence,  elles  forment  deux  series  de  courbes  R^,  R^  sur 
les  surfaces  focales  A  et  B.  Les  plans  osculateurs  de  ces  courbes  sont 
respectivement  tangents  aux  surfaces  B  et  A,  et  les  points  de  contact 
decrivent  respectivement  sur  ces  surfaces  deux  series  de  courbes  S^ 
et  S«. 

26.  Nous  sommes  naturellement  amenes  a  nous  demander  ce  qui 
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arriverait  dans  le  cas  oil  les  couples  focaux  comcideraient.  Si  cela  avait 
lieu  et  que  (a,  a)  ful  le  couple  de  coincidence,  les  surfaces  focales  se 
toucheraient  en  a,  et  a  serait  leur  plan  tangent  comnoun.  Mais  alors  la 
courbe  R^  admettrait  (aussi  bien  que  R^)  pour  plan  osculateur  le  plan 
tangent  a  la  surfaceA(ouB),  sur  laquelleelleest  tracee;  la  tangente(M) 
2i  cette  courbe  serait  done  une  tangente  asymptotique  de  la  surface 
focale  au  point  a. 

Si  les  couples  focaux  coincident  pour  toutes  les  droites  de  la  con- 
gruence, les  deux  surfaces  focales  coincident,  et  il  est  visible,  d'apres 
ce  qui  precede,  que,  dans  ce  cas,  les  droites  du  systeme  se  composent 
des  tangentes  asymptotiques  d'une  serie  de  la  surface  suivant  laquelle 
coincident  les  deux  surfaces  focales. 

La  reciproque  est  vraie.  Considerons,  en  effet,  le  systeme  des  tan- 
gentes asymptotiques  d'une  serie  d'une  surface  A  donnee  :  soient  a  un 
point  de  la  surface  et  [u)  la  tangente  asymptotique  du  systeme  consi- 
der^, relative  a  ce  point.  Le  plan  osculateur  a  k  la  ligne  asymptotique, 
c*est-a-dire  le  plan  tangent  en  a,  a  la  surface  focale  A,  doit  toucher  la 
seconde  surface  focale  B,  ainsi  que  nous  Tavons  vu.  Done,  tout  plan 
tangent  k  A  est  tangent  a  B,  done  A  et  B  coincident. 

Cette  propriete  des  surfaces  focales  pent  se  deduire  d'une  autre  plus 
generate,  qu'il  serait  facile  de  demontrer  ici  en  quelques  mots ;  mais 
cette  proposition  trouve  sa  place  parmi  les  proprietes  du  second  ordre, 
et  nous  I'y  retrouverons. 

II  est  facile  d'exprimer,  a  I'aide  de  la  forme  fondamentale,  la  coinci- 
dence des  couples  focaux  relatifs  a  une  droite  {u)  de  la  congruence. 
II  sulBt  d'annuler  I'expression 

Mh  Mi,  M„  Mu  U.  \, 

M„  M„  M„  M„  U,  V, 

M,i  M„  M3,  Mav  U3  V, 

Mv,  M4,  M,3  Mu  U4  V, 

Ui  U,  U,  U4  o  o 

V,     V,    V3    y,    o     o 

dont  on  pent  rapprocber  la  forme  de  I'expression  de  I.  Designons 
par  Aa,p  le  determinant  obtenu,  en  retranchant  les  colonnes  d'indice 

Jnn,  de  l*Ee,  Normale.  a*  Sorie.  Tome  XI.  —  Joillbt  i88a.  32 
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a  el  |S  dans  le  Tableau 

U,    L,    U,    U, 

V,    V,    V3    V, 

L'equalion  J  =  o  exprime  la  coincidence  des  couples  focaux,  pourvu 
que  les  determinants  Aa,^  ne  soient  pas  tous  nuls,  cas  que  nous  exami- 
neronspliis  tard.  Ainsi  : 

V equation  J  =  o  caractirise  les  congruences  formdes  par  les  iangentes 
inflexionnelles  d'une  surface, 

De  meme  que  Tequation  I  =  o  caracterisait  les  surfaces  reglees 
formees  des  tangentes  a  une  courbe. 

27.  Les  droites  d'une  congruence  dependent  de  deux  paramfetres; 
designons-Ies  par/>  et  q.  LMntroduction  de  ees  deux  parametres  atlribue 
a  la  forme  fondamentale  I'expression 

M(du)  —  Edp^-^2Fdp  dq  -+-  Gdq^. 

Les  diverses  formes  qu'on  pent  faire  prendre  au  second  membre 
conduisent  a  des  interpretations  differentes  des  memes  faits  analy- 
tiques,  qui  jouent  un  role  si  important  dans  la  theorie  des  surfaces, 
lorsque  Ton  envisage  la  valeur  de  ds^. 

Les  equations /'=  const.,  9  =  const,  representent  deux  series  de 
surfaces  reglees  de  la  congruence,  et  Tequation 


exprime  Tinvolution  des  deux  correlations  de  Chasles  que  defmissent 
sur  une  droite  quelconque  de  la  congruence  les  deux  surfaces  dechaque 
seric  qui  y  passent.  Ainsi,  la  forme 

}A{du)  —  Y.dp^-^{\dq^ 

signifie  que  les  surfaces/?  =  const.,  q  =  const,  ferment  deux  systemes 

orthogonaux,  au  sens  que  nous  attribuons  a  ce  mot. 

Pour  obtenir  les  developpables  de  la  congruence,  il  suffit  d'integrer 

I'equation    \ 

Y^dp^  -i-  'iVdpdq  -\-  G  dq^  —  o. 
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Par  exemple,  si  Ton  a  mis  la  forme  M(^^/)  sous  la  forme 

les  equations  />  =  const.,  y  =  const,  representent  les  deux  series  de 
developpabtes  de  la  congruence. 

Ainsi,  ces  developpahles  soffrent  comme  les  analogues  des  courbes  iso- 
tropes  sur  une  surface. 

Supposons  que  les  deux  series  de  developpables  de  la  congruence 
coincident.  It  faut  ct  il  sutBt  pour  cela  que  Texpression 

Edp^'{-2¥dpdg-\-Gdf/^ 

soit  un  carre  parfait,  ou  que 

EG-F^i=o. 

La  coincidence  des  deux  series  de  developpables  entraine  celle  des 
surfaces  focales ;  done  : 

L' equation  differentielle  des  congruences  a  surfaces  focales  coincidentes 

est  pricisdment 

EG-F«^o. 

C'est  une  autre  forme  de  I'equation  J  =  o,  d'oii  Ton  pent  d'ailleurs 
la  deduire. 

Mais  cette  forme  d'equation  ofTre  cet  interet  de  nous  montrer  cette 
categorie  de  congruences  comme  analogue  des  developpables  circon- 
scriles  au  cercle  de  Tinfini. 

Les  developpements  dans  lesquels  nous  pourrions  entrer  encore 
nous  entraineraienl  sur  le  domaine  du  second  ordre  :  nous  y  revien- 
drons  dans  la  troisi^me  partie. 

28.  Pour  terminer  ce  q*ui  a  trait  aux  propri^tes  du  premier  ordre 
des  congruences,  il  nous  reste  a  parler  du  role  des  couples  focaux 
dans  Tetude  des  surfaces  reglees  qui  appartiennent*au  systeme. 

D'abord ,  les  surfaces  rdglees  d'unc  congruence  qui  ont  une  genera- 
trice  {u)  commune,  se  raccordent  toutes  suivant  les  couples  inverses  des 
couples  focaux. 

En  effety  ces  surfaces  sont  toutes  circonscrites  aux  surfaces  focales. 
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II  est  des  lors  bien  facile  d*obtenir  la  serie  des  hyperboloides  de  roc- 
cordement  pour  toutes  ces  surfaces. 

Appelons,  comme  loujours,  a  et  &  les  foyers  de  la  3roite  (m),  et  en 
ces  points,  dans  les  plans  tangents  a  et  J3  aux  surfaces  focales  th  et  ia>, 
menons  les  tangentes  A  et  B  a  ces  surfaces.  Tons  les  hyperboloides  qui 
admettent  A  et  B  pour  directrices  sont  de  raccordement  pour  une  sur- 
face reglee  du  sysieme. 
On  voit  ainsi  que  ces  hyperboloides  sont  quadruplement  indetermines. 

Si  Ton  envisage  deux  congruences,  qui  sur  une  droite  commune  [u] 
definissent  les  memes  couples  focaux  (a,  a)  et  (&,  ]3)  (auquel  cas  les  sur- 
faces focales  x^  in>,  x'  et  in>'  des  deux  systemes  sont  tangentes  en  a  et  6), 
on  peut  dire  que  ces  deux  congruences  sont  tangentes  suivantcette 
droite.  Le  systeme  des  hyperboloides  de  raccordement  est  le  meme  pour 
les  deux  congruences,  et  toute  correlation  anharmonique  qui  appar- 
tient  a  Tune  appartient  a  Tautre. 

Parmi  les  congruences  tangentes,  on  peut  distinguer  les  congruences 
lineaires  tangentes. 

En  designant  par  A  et  B  les  memes  droites  que  plus  haut,  la  con- 
gruence lineaire  dont  A  et  B  seraient  les  directrices  est  une  congruence 
tangente. 

On  voit  ainsi  que  ces  congruences  sont  doublement  indetermin^es. 

En  particulier,  si  Ton  prend  A  et  B  perpendiculaires  a  la  droite  [u), 
on  obtient  une  certaine  congruence  lineaire  tangente  dont  la  decou- 
verte  est  due,  croyons-nous,  a  Sturm. 


III.  —  Propri6t68  des  complexes. 
29.  Soit  Tequation  d'un  complexe 

Si  [u)  et  {u-hdu)  sont  deux  droites  du  systeme  infiniment  voisines, 
I'equalion  suivante,  oil  Ton  conserve  les  notations  precedeutes, 

doit  eire  veriliee.  L'introduction  des  coordonnee^  des  correlations  an- 
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harmoniques  donne 

qui  exprime  que : 

Toutes  les  correlations  anharmoniques  sur  une  droite  d'un  complexe 
qui  appartiennent  d  ce  complexe /orment  un  rdseau  lineaire. 

Une  propriele  fondameotale  du  reseau  nous  apprend  que  : 

Toutes  les  correlations  anharmoniques  sur  une  droite  d^un  complexe 
qui  appartiennent  a  ce  complexe  sont  difinies  par  la  condition  d'etre  en 
involution  ou  orthogonales  avec  une  correlation  Jicce. 

Ce  resuUat  offre  une  analogie  reelle  avec  le  suivant,  qui  est  fonda- 
mental  dans  la  iheorie  des  surfaces. 

Toutes  ies  directions  issues  d'un  point  d'une  surface  et  qui  appar- 
tiennent (tangentes)  k  la  surface  sont  definies  par  la  condition  d'etre 
orthogonales  a  une  direction  fixe,  la  direction  normale. 

A  cause  de  cette  analogic^  nous  appelons  correlation  normale  la  cor- 
relation focaie  du  reseau  lineaire  ci-dessus  considere. 

Les  eoordonnees  de  la  correlation  normale  sont  donnees  par  les 
Equations 

m     m     m     d^ 
TT     uT""  u,  -  U4 ' 

L'invariant  K  a  une  forme  sym^trique  qui  le  rapproche  des  inva- 
riants I  et  J  deja  trouves;  on  a  , 

Mn  Mt,  M„  Mu  U, 

M,,  M„  M„  M,4  U, 

K=:    M3,  M„  M„  M,4  U, 

M,,  M„  Mu  Mu  U4 

U|  U,  U,  U4  o 

30.  On  peuty  d'une  maniere  generate,  appeler  droites  singuliires  An 
complexe  toutes  celles  pour  lesquellesa  lieu  T^quation  K  =  o.  Ecar- 
tons  jusqu'^  nouvel  ordre  Thypothese  oil  tons  les  U  seraient  nuls.  L'eva- 
nouissement  de  l'invariant  exprime  que  la  correlation  normale  est  sin- 
guliere,  ainsi  que  le  reseau  qu'elle  definit. 
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Lorsqu'uDe  droite  {u)  est  ainsi  singuliere^  toutes  les  correlations  sur 
cette  droite  qui  apparliennent  au  complexe  admettent  un  couple  fixe 
(a,  a),  a  savoir  le  couple  singulier  de  la  correlation  normale. 

L*equation  K  =  o  definit  dans  le  complexe  une  congruence,  celle 
des  droiles  singulieres.  Le  pointadecrit  une  surface  [/]  qu'on  appelle 
la  surface  de  singularite  du  complexe/=o. 

Dans  la  congruence  des  droites  singulieres,  a  est  un  foyer  de  la 
la  droite  {u)  et  a  est  un  plan  focal;  mais,  le  couple  (a,  a)  n'est  pas  un 
couple  focal.  On  en  deduit  que  [/]  est  une  nappe  de  la  surface  focale 
de  la  congruence  des  droiles  singulieres,  et  que  a  est  le  plan  tangent  a 
cette  surface  en  ce  point.  Ainsi,  en  disant,  selon  Tusage,  qu*un  couple 
appartient  a  une  surface  quand  le  point  etant  sur  la  surface  le  plan 
touche  la  surface  en  ce  point,  on  peut  dire  que  : 

L^s  couples  singuUers  des  correlations  normales  singulieres  d^un  com- 
plexe  apparliennent  a  la  surface  de  singularites. 

Ce  th^or^me  a  ete  enonce  pour  la  premiere  fbis  sous  une  forme  un 
pen  differenle  par  M.  Pasch. 

31.  On  peut  se  proposer  de  savoir  s*il  est  possible  que  I'^qualion 
K  =  o  soit  verifiee  identiquement  pour  toutes  Ics  droites  du  complexe. 

Pour  etudier  cette  question,  prenons  pour  coordonnees  les  coeffi- 
cients a,  &,/),  q  dans  les  equations  de  la  droite  rapportee  a  trois  axes 
rectangulaires;  soit 

Tequation  du  complexe;  on  en  deduit*,  par  differentiation, 

J'^da-^fldb-^f'pdp-^dq^o, 

de  sorte  que  les  coordonnees  de  la  correlation  normale  ont  pour  ex- 
pressions 

'  >  Jp*  J  by         Jay 

ce  qui  signifie  que  la  droite  dont  les  coordonnees  sent 

a -he,     b^fpt,     p-^fb^y     q—fa^ 

definit,  sur  la  droite 

«»  l>y  p>  q* 

la  correlation  normale  du  complexe. 
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Ces  deux  droites  ont  un  point  m  et  un  plan  ^  communs  chaque  fois 
que  la  correlation  normale  est  singuliere;  et  (m,  jx)  est  alors  le  couple 
singulier.  La  condition  de  rencontre  s*ecrit 

f* J  ti , 

— .//*  —  ~?'  > 
Jp 

de  sorte  que,  dans  notre  systeme  de  coordonnees,  Tequation  K  =  o 
s'ecrii 

da       db  dp 


Le  point  m  a  pour  coordonnecs 


fa 


{m)  x^  —  az^-^p,     y^z=ibzo-hq,     3o  — —/,,—    .,  ^ 

Jp 

le  plan  /x  a  pour  Equation 

DifTerentions  les  deux  premieres  equations  (m)  et  ajoulonsles  diffe- 
rentielles  membre  a  membre,  les  deux  inembres  de  la  premiere  etant 
multiplies  par  — y^,  il  vient 

—fpdxo  -h  dyo  -+-  {a/p  —  b)dz^—-'Z^fpda  H-  z^db  —f^dp  4-  dq; 
mais  on  a 

done,  le  second  membre  de  la  relation  precedente  devient 

-fadn-  n  db  ^f^dp^dq, 

c'est-k-dire  zero;  on  a  done  la  relation 

(/•)  —fp dx^  -h  dy^  -^{afp—b)dz^z=LO. 

Celte  equation  prouve  que  le  point  m  decrit  une  surface  S,  et  en  la 
rapprochant  de  Tequation  (/x),  on  voit  que  le  plan  [}l)  est  le  plan  tan- 
gent en  m  a  la  surface  de  singularites. 

Nous  avonsainsi  demontre  une  secondc  fois  le  theoreme  de  Pasch, 
qui  consiste  en  ce  que  : 

Les  couples  singuUers  des  correlations  normales  singulieres  d'un  com- 
plexe  appartiennent  a  une  surface. 
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Si  Ton  suppose  actueiiement  que  I'equation 

da       db  dp 

ait  lieu  pour  toutes  les  droites  du  complexe,  les  raisoDDemenls  et  les 
calculs  precedents  subsistent,  et  Tod  voit  que  toutes  ics  droites  du  com- 
plexe soot  alors  tangentes  k  la  surface  S.  De  la  ce  tbeoreme  du  k 
M.  Klein,  et  enonce  par  lui  sous  une  autre  forme  : 

Un  complexe  dont  toutes  les  correlations  normales  sont  singuUeres  se 
compose  des  tangentes  a  une  mime  surface. 

Reciproquement,  les  tangentes  d*une  surface  forment  un  complexe 
qui  verifie  I'equation  K  =  o, 

II  est  facile  de  le  voir  directement.  Mais  voici  une  demonstration 
analytique  de  ce  fait.  Soit  Tequation  de  la  surface 

Si  entre  Tequation 
et  sa  derivee  par  rapport  a  z. 

nous iliminons  2,  Tequation  obtenue  entre  a,  b^p^q  est  cellc  du  com- 
plexe des  tangentes  de  la  surface  proposee.  Diflerentions  totalement  F, 
en  tenant  compte  de  Tequation 


il  vient 


51^^- 


zV^da  H-  z¥\ydb  -h  ¥),dp  -h  fydq  =  o. 

Cette  Equation  de6nit  le  reseau  lin^aire  engendre  par  les  droites  du 
complexe  infiniment  Toisines  de  la  droite  (^t^./'t^).  La  correlation 
normale  du  reseau  a  done  pour  coordonnees 

r   —  r   —zF*   zV 
c*esi-a-dire  qu'elle  est  defioie  sur  la  droite 

a.  b,  />,  q 
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par  la  droite  infiniment  voisine 

Mais  il  CwSt  facile  de  voir  que  ces  deux  droites  se  coupent  au 
point  [x,y,z)  de  la  surface,  et  que  leur  plan  commun  est  precise- 
ment  le  plan  tangent  a  la  meme  surface  en  ce  point.  La  correlation 
normale  est  done  siuguliere,  et,  par  suite,  Tequation  K  —  o  est 
satisfaite. 
En  resume  : 

L' equation  K  —  oest  Vequation  differentielle  des  complexes  des  droites 
ay  ant  avec  une  surface  un  simple  contact. 

De  meme  que  Tequation  J  =  o  etait  Tequation  dilferenlielle  des 
congruences  des  droites  ayant  avec  une  surface  un  contact  du  deuxieme 
ordre. 

De  meme,  enfin,  que  Tequalion  1=  o  etait  I'equation  des  surfaces 
engendrees  par  les  droites  tangentes  a  une  courbe,  ou,  si  Ton  veut, 
ayant  avec  une  surface  un  contact  du  troisieme  ordre. 

23.  Avant  de  developper  plus  longuement  les  proprietes  des  droites 
singulieres,  il  convient  de  montrer  le  role  de  la  correlation  normale 
dans  Tetude  .des  surfaces  reglees  et  des  congruences  formees  des  droites 
du  complexe. 

D'abordy  le  tbeoreme  d'involution  qui  definit  la  correlation  normale 
montre  que  toutes  les  surfaces  reglees  d'un  complexe  determinent,  sur 
leurs  generatrices f  des  correlations  de  Charles  respectii^ement  orthogo- 
nales  aux  correlations  normales. 

La  definition  des  hyperboloides  de  raccordement  des  surfaces  reglees 
d'un  complexe  derive  immediatemenl  de  cetle  remarque.  Si  (a,  a)  et 
(6,  j3)sont  deux  couples  quelconquesde  la  correlation  normale  relative 
a  une  droite  (a),  etsi  A  elB  sont  deux  droites  appartenantaux  couples 
(a,|3)  et  (6,  a)  inverses  des  premiers,  tout  byperboloide  admettant  A 
et  B  pour  directrices  est  un  byperboloide  de  raccordement  pour  une 
surface  reglee  du  complexe.  Ces  hyperboloides  sont,  on  le  voil,  quin- 
tuplement  indetermines. 

/4nn.  de  i'Kc,  Normale,  a*"  Scric.  Ti>me  XI.  —  Aoit  i88a.  33 
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33.  Considerons  une  developpable  formee  des  droites d'un  complexe ; 
soient  [u)  une  de  ses  generatrices,  ale  point  oil  elle  louche  Tarete 
de  rebroussement  et  a  le  plan  tangent  tout  du  long  de  cette  gene- 
ratrice.  La  developpable  definit  sur  la  droite  {u)  une  correlation  sin- 
guliere  dont  (a.  a)  est  le  couple  singulier;  el,  comme  une  correlation 
anbarmonique  est  le  lieu  des  couples  singuliers  des  correlaliows  sin- 
gulieres  avec  lesquelles  elle  est  en  involution,  on  en  conclul  que  le 
couple  (a,  a)  appartient  a  la  correlation  normale. 

Ainsi  : 

Toute  developpable  formee  des  droites  d'un  complexe  definit  surchaque 
generatrice  un  couple  de  la  correlation  normale;  le  point  est  le  point  de 
contact  avec  I'arete  de  rebroussement,  le  plan  est  le  plan  tangent  tout 
du  long  de  la  generatrice. 

On  pent  en  parliculier  prendre,  soil  le  cone  du  complexe  de  sommet 
a,  et  a  est  alors  le  plan  tangent  suivanl  la  generatrice  (m),  soil  la 
courbe  enveloppe  du  complexe  dans  le  plan  a,  et  a  est  alors  le  point 
de  contact  de  la  generatrice  [u)  avec  cette  courbe. 

34.  La  correlation  normale  definit  egalement  les  congruences  du 
complexe.  En  effet,  une  congruence  etani  donnee  dans  un  complexe, 
les  couples  focaux  appartiennent  respectivemenl  aux  correlations  nor- 
males. 

De  la  la  possibilile  de  definir  les  congruences  lineaires  tangentes  a  un 
complexe.  En  effet,  si  [u)  est  une  droite  du  complexe  et  A,B  deux 
droites  comme  nous  les  avons  definies  a  propps  des  hyperboloides  de 
raccordement,  on  voit  que  la  congruence  lineaire  dont  elles  sont  les 
directrices  est  tangente  a  une  congruence  du  complexe;  ces  con- 
gruences tangentes  sont  quadruplement  indeterminees. 

35.  Considerons  une  congruence  a  couples  focaux  coincidents  du 
complexe;  d'apr^s  ce  qu'on  sail  sur  ces  congruences,  si  (a,  a)  est  le 
couple  de  coincidence  relatif  a  une  droite  (a)  de  la  congruence,  cc 
couple  appartient  a  la  surface  focale  unique  du  systeme;  il  appartient 
aussi  a  la  correlation  normale  du  complexe. 

Un  couple  (point  et  plan  mene  par  ce  point)  depend  dans  Fespacede 
cinq  paramelres;  mais  on  voit  que  les  couples  des  correlations  normales 
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(I'un  complexe  ne  dependent  que  dc  qualrc  paramelres;  ces  couples 
sonl  done  assujettis  a  une  condition.  Or  on  sail  que  les  couples  de 
Tespace  assujettis  a  une  condition  correspondent  a  une  equation  aux 
derivees  parlielles;  on  conclut  done  que  tout  complexe  de  droites 
dans  Tespace  equivaut  a  une  equation  aux  derivees  partielles  entre  les 
coordonnees  d'un  espace  soit  ponctuel,  soit  planaire. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  les  surfaces  focales  des  congruences 
a  couples  focaux  coincidents  du  complexe  sont  les  surfaces  integrates 
de  cette  equation  aux  derivees  partielles,  tandis  que  les  developpables 
du  complexe  et  leurs  aretes  de  rebroussement  en  sont  les  develop- 
pables el  les  courbes  integrales. 

Ces  resultals  sont  bien  connus;  nous  les  citons  simplement  parce 
qu'ils  nous  seront  utiles  pour  Texposition  des  proprietes  du  second 
ordre. 

36.  On  pent  se  proposer  de  chercher  en  coordonnees  lignes  les    ' 
equations  des  developpables,  ou  des  congruences  singulieres  (a  couples 
focaux  coincidents)  du  complexe. 

Supposons  que  Ton  exprime  en  fonction  de  trois  parametres/?,  ^,r 
les  coordonnees  des  droites  du  complexe,  la  forme  fondamentale  de- 
viendra 

M(dii)  =  P^/?*4-  Q  ^^«-h  R  ^r'-+  iV'dqdr  h-  2(}'drdp  h-  'iK'dpdq. 

On  pent,  dans  ce  cas,  faire  usage  d'un  espace  representatif  (ponc- 
tuel ou  planaire).  Supposons,  par  exemple,  que/?,  qr,  r  soient  les  coor- 
donnees d'un  point  rapporte  a  trois  axes  reclangulaires.  II  y  aura 
correspondance  entre  les  points  de  I'espace  et  les  droites  du  complexe, 
entre  les  directions  issues  d'un  point  et  les  correlations  qui  appar- 
liennent  au  complexe  sur  la  droite  correspondanle.  II  correspondra  a 
une  surface  une  congruence,  a  une  courbe  une  surface  reglee.  Tout 
plan  mene  par  un  point  represenlera  une  congruence  elementaire  [un 
pinceau)  du  complexe  sur  la  droite  representee  par  ce  point.  Un  cone 
ayanl  son  sommet  en  un  point/?  representera,  parses  generatrices,  une 
serie  de  correlations  anharmoniques  du  complexe,  et  par  ses  plans 
tangents  une  famille  de  pinceaux  sur  la  droite  que  son  sommet/?  re- 
presente. 
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Ainsi,  les  correlations  singulieres  du  complexe  sur  une  droite 
{p,q,r)  seront  representees  par  un  cone  du  second  degr6  ayaot  son 
sommel  an  point  {p,g>r),  et  dont  Tequalion  s'ecrit 

Lorsque  le  point  represenlatif  appartient  a  la  droite  representee,  on 
reconnait  dans  ce  cone  du  second  degre  le  cone  decouvert  par  Malus, 
pour  les  complexes  definis  par  des  points  de  depart. 

Nous  conserverons,  dans  le  cas  general,  le  nom  dc  cdne  de  Malus  ^ 
ce  cone  du  second  ordre.  On  voit  sans  peine  que,  si  Ton  niene  un 
plan  par  un  point  (/?,  q^  r)  qui  coupe  suivant  deux  generatrices  le  cono 
de  Malus,  ces  deux  generatrices  representent,  par  leurs  directions, 
cliacune  unc  correlation  singuliere  du  pinceau  que  le  plan  represeute. 

Pour  que  les  couples  focaux  coincident,  il  faut  et  il  suffit  par  con- 
^  sequent  que  ces  deux  generatrices  coincident,  ou  que  le  plan  touche 
le  cone  de  Malus.  Ainsi  : 

Par  ses  plans  tangents,  le  cdne  de  Malus  represente  les  pinceaux  a 
couples focawv  coincidents  du  complexe. 

En  resume,  on  voil,  en  se  reporlant  a  Tespace  represenlatif,  que 

I'equation  aux  derivees  partielles  entre  p^q^r^  qui  provient  de  Te- 

quation 

Pt//^2  4-  K  rV-h  \kdr^^'i\Mdqdr  -4-  . . .  ^  o, 

admet,  pour  integrale  generale,  les  surfaces  represenlatrices  des  con- 
gruences singulieres  du  complexe,  et  pour  courbes  integrales  les 
courbes  represcntatrices  des  developpables  du  complexe. 

37.  Cette  interpretation  du  cone  de  Malus  n'est  peut-etre  pas  de- 
pourvue  d'interet;  mais  voici  une  proposition  generale  qui  decoule 
immediatemenl  de  la  consideration  de  la  forme  fondamentale  et  fait 
ressortir  encore  mieux  son  utilite. 

Considerons  deux  droites 

p-\-  dfy     q  -^  dijy     V  -h  dr 
p-^^^p,     q^^,     r-hor. 
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infinimenl  voisins  de  la  droite  /?,  q,  r.  Elles  definissent  sur  cette  droite 
deux  correlations  anharmoniques  dont  Vin\^olution  sexprime  en  ecri- 
vant  que  les  directions  representatrices  correspondantes  sont  conjuguees 
par  rapport  au  cdne  de  Malus. 

De  meme,  deux  pinceaux  dont  les  couples  focaux  sont  en  relation 
harmonique,  et  que  nous  pouvons  appeler  pinceaux  en  involution, 
sont  representes  par  deux  plans  conjugues  par  rapport  au  cone  de 
Malus. 

Ainsi  : 

Pour  qvCun  pinceausoit  en  involution  avec  un  pinceau  fixe,  cest^a-dire 
pour  que  les  couples  d'un  pinceau  soient  en  relation  harmonique  avec 
deux  couples  fixes  de  la  correlation  normale,  il/aut  et  ilsu/fit  que  le  plan 
representati/du  pinceau  contienne  une  droite  determines 

Proposons-nous  des  lors  Ic  probleme  general  suivant : 

Sur  chaque  droite  d'un  complexe  on  determine  a  priori  deux  couples 
de  la  correlation  normale  suivant  une  loi  continue :  trouverles  congruences 
du  complexe  dont  les  couples  focaux  sont  en  relation  harmonique  avec 
ces  deux  couples.  ^ 

Puisque  le  plan  represeniatif  du  pinceau  doit  etre  assujetli  seulement 
a  passer  par  une  droite  tixe,  on  en  conclut  que  le  probleme  depend 
d'une  Equation  aux  derivees  partielles  Aw  premier  ordre  et  lineaire  entre 
p,  q,  r,  et,  reciproquement,  que  toute  equation  aux  derivees  partielles 
du  premier  ordre  et  lineaire  entre  />,  q,  r  admet  coinme  integrates  gene- 
rales  les  surfaces  representatrices  des  congruences  du  complexe  dont 
les  couples  focaux  sont  en  relation  harmonique  avec  deux  couples  de 
la  correlation  normale  connus  a  priori. 

Un  premier  exemple  estfourni  par  le  probleme  d*Abel  Transon. 

Transon,  dans  un  Memoire  presente  a  TAcademie  des  Sciences  en 
f86i,  et  qui  a  ete  Tobjet  d'un  Rapport  de  M.  Chasles  le  20  mai  de  la 
meme  annee,  se  proposait  de  decomposer  un  complexe  en  congruences 
de  normales  a  une  meme  surface,  c*est-a-dire  en  congruences  dont 
les  plans  focaux  fussent  reclangulaires.  II  trouva  que  la  question 
dependait  d'une  equation  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  et 
lineaire. 

II  suftit  de  mener  par  chaque  droite  du  complexe  les  plans  isotropes 
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let  i'  :  il  est  clair  que  les  couples (m,  i),  {m\i')  apparlenanl  a  la  cor- 
relation normale  sont  bien  determines  sur  chaque  droite  du  complexe. 
Cela  etant,  les  congruences  doni  il  s'agit  sont  definies  par  la  condi- 
tion que  leurs  couples  focaux  soient  en  relation  harmonique  avec  les 
couples  definis  a  priori  (aw,  /)  el  (m',  I'j. 

Ce  probleme  est  done  un  cas  particulier  de  celui  qui  precede. 

Un  second  exemple  est  donne  par  la  recherche  des  congruences  qui 
ont  pour  couple  focal  un  couple  de  la  correlation  normale  connu 
a  priori.  La  droite  enveloppe  est  alors  une  generatrice  du  cone  de 
Malus. 

On  pourrait,  dans  la  representation  des  droites  d'un  complexe,  faire 
usage  d'un  espace  planaire;  on  arriverait  ainsi  a  concevoir  une  conique 
rempla^ant  le  cone  de  Malus.  Mais  nous  n*insisterons  pas  davanlage. 

38.  Quand  deux  complexes  sur  une  droite  commune  definissent  la 
meme  correlation  normale,  on  pent  dire  qu'ils  sont  tangents  suivant 
cetle  droite.  Parmi  les  complexes  tangents,  on  pent  distinguer  les  com- 
plexes lineaires  tangents.  Ces  complexes  sont  definis  par  Tunique  con- 
dition de  contenir  la  congruence  lineaire  singuliere  formee  par  les 
droites  qui  appartiennent  aux  couples  de  la  correlation  normale.  lis 
forment  done  un  iaisceau.  On  peut  remarquer  que  la  condition  neces- 
saire  et  suffisante  pour  qu'un  hyperbolo'ide  soil  de  raccordement,  ou 
qu'une  congruence^lineaire  soil  tangente,  c'est  qu'ils  appartiennent  a 
un  complexe  lineaire  tangent. 

39.  II  nous  reste,  pour  completer  ce  que  nous  voulions  dire  sur  les 
proprietes  du  premier  ordre  des  complexes,  a  donner  quelques  pro- 
prietes  des  droites  singulieres  que  nous  ne  pouvions  exposer  qu'apres 
ce  qui  precede. 

Nous  avons  vu  que,  si  (a,  a)  est  un  couple  de  la  correlation  normale 
d'un  complexe,  la  courbe  enveloppe  du  complexe  dans  le  plan  a  touche 
en  a  la  droite  du  complexe  consider^c,  el  que  le  plan  a  touche  tout  du 
long  de  cetle  droite  le  cone  du  complexe  dont  a  est  le  sommet.  Nous 
avons  vu  egalement  que  le  couple  (a,  or)  apparlenait  a  une  surface 
focale  d'une  congruence  singuliere  du  complexe.  II  y  a  lieu  de  voir  ce 
que  deviennent  ces  proprietes  dans  le  cas  des  droites  singulieres. 
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Lc  iheoreme  d'involulion  qui  definil  la  correlation  nomiaie  prouve 
d'abord  que  : 

Toutes  les  surfaces  re  glees  da  complexe  qui  ne  son  t  pas  developpables, 
et  qui  passent  par  une  droite  singuliere  de  ce  complexe^  ont  un  mime 
couple  de  raccordement. 

Mais  si  la  droite  singuliere  du  complexe  que  Ton  considere  est 
aussi  singuliere  dans  la  surface  (ce  qui  aura  toujours  lieu  si  elle  est 
developpable)t  on  voit  que  le  theoreine  d'involution  exige  seulement 
que  Tun  des  elements  du  couple  singulier  de  la  correlation  normale 
singuliere  du  complexe  coincide  avec  Tun  des  elements  du  couple 
singulier  de  la  correlation  singuliere  relative  a  la  surface. 

Comme,  d'ailleurs,  Tequalion  K  =  o  n'entraine  pas  en  general  Tequa- 
lion  I  ==  o,  on  voit  que,  en  general,  une  surface  reglee  non  develop- 
pable  du  complexe  touche  en  un  nombre  limite  de  points  la  surface  de 
singularites. 

En  effet,  toute  surface  reglee  d'un  complexe  contient  un  nombre 
limits  de  droites  singulieres  de  ce  complexe. 

Si  Ton  envisage  egalement  une  congruence  appartenant  au  com- 
plexe et  une  droite  A  singuliere  dans  le  complexe  et  appartenant  a  la 
congruence,  en  designant  par  (m,  |j.)  le  couple  singulier  de  la  corre- 
lation normale  singuliere  sur  A,  et.(a,  a),  (6,  ]3)  les  couples  focaux 
sur  A  dans  la  congruence,  il  faut  que  ces  couples  appartiennent  a  la 
correlation  normale  singuliere.  Supposons  qu*ils  ne  coincident  pas,  ce 
qui  est  permis,  puisque,  en  general,  Tequation  K  =  o  n'entraine  pas 
J  =  o.  11  faudra,  par  exemple,  que  m  coincide  avec  a,  et  fx  avec  ^. 

Autrement  dit,  le  couple  {m.u.)  appartient  a  la  surface  focale,  qui 
se  trouve  ainsi  etre  tangente  en  m  a  la  surface  de  singularites. 

Ceci  est  applicable  a  toutes  les  droites  de  la  surface  formee  dans  la 
congruence  proposee  par  les  droites  singulieres  du  complexe;  done  : 

Vne  des  nappes  de  la  surface  Jocale  de  toute  congruence  non  singu- 
Here  d'un  complexe  est  circonscrite  a  la  surface  de  singularites. 

Ou  encore  : 

La  surface  focale  d'une  congruence  est  une  enveloppe  des  surfaces  de 
singularites  des  complexes  qui  contiennent  cetie  congruence. 
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40.  Lorsque  Ton  envisage  des  developpables  d'un  complexe  et  des 
droites  singulieres  d'un  complexe  sur  ces  developpables,  on  se  trouve 
en  presence  d*un  cas  particulier  que  nous  aliens  etudier  de  plus  pres. 

D'abord,  il  est  clair  que,  lorsqu'une  droite  d'un  complexe  est  singu- 
liere  a  la  fois  dans  ce  complexe  et  dans  une  surface  reglee  formee  des 
droites  du  complexe,  il  faut  que  le  point  central  sur  cetle  generalrice 
coincide  avec  le  point  du  couple  singulier  de  la  correlation  normale, 
on  que  le  plan  tangent,  tout  au  long  de  cctte  droite  a  la  surface,  coincide 
avec  le  plan  du  meme  couple  singulier. 

Nous  allons,  d'ailleurs,  etablir  ce  resultat  par  Tanalyse. 

En  prenant  une  droite  d'un  complexe  pour  axe  Oz,  zOx  etant  le 
plan  central  et  0  le  point  central  de  la  correlation  normale,  on  pent 
ecrire  son  equation 

(i)  p  =  kb  -h  Aa^-^Bb^-^  Qq^-^  2  A' bg  ^  2B' (ja  -^  2Q' ab  -h ... , 

et  la  correlation  normale  a  pour  equation 

?coie  =  K. 

Si  la  droite  consideree  est  singuiiere,  K  est  nul,  et  le  couple  singu- 
lier de  la  correlation  normale  est  forme  du  point  0  et  du  plan  zOy. 
L'equation  du  complexe  est  alors 

(2)  p  —  Aa^-\'Bb^-{'Qq^-^2\'bg-^2B'qa-h2Q'ab-^,... 

Une  surface  reglee  representee  par  les  equations 

a  :=:  «,  A  4-  «j  X*  -H  ^5  X*  H-  .  .  .  , 
^^zz:^,X  +  ft,X«-f-Z>3X»-h..., 
/?=:/>,X-h/?,X«-hjy3X3-+-..., 

(7i=^iXh-^,X* 4-73X^4-. . . 
appartient  au  complexe  sous  les  conditions  suivantes  : 

Pi  =  Aa\-hBb\-hQq\-^2\'biqi-{-2B'qiai-^2Q'aibi, 

Elle  est  developpable  si  i'on  a 


(3) 


da  c/q        db  dp 
dis  dl       dl  d\ 
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quel  que  soil  X;  on  trouve  ainsi,  en  ayani  egard  k  la  condition /?«  =  o, 


(a,  7i  =  o, 
a,  7j  -h  a^px  —  bxPt  =  o. 


(5) 


Les  rapports ->  ^  determinent,  par  leurs  limites  /  et  ^,  la  position 

du  plan  tangent  suivant  Oz,  et  celle  du  point  central  sur  cette  droite. 
Mais  requation  a^q^  =  o  se  decompose  en  deux :  Tune,  a,  =  o,  con- 
duit aux  valeurs 

I'autre,  y,  =  o,  donne 

/  =  ^,    r^o. 

Cela  fait  bien  voir  Texaclitude  de  la  proposition  que  nous  avious 
deduite  des  principes  exposes  ci-dessus. 

Mais  nous  allons  tirer  de  ces  calculs  d'autres  consequences. 

Cherchons  Tenveloppe  des  droites  du  complexe  dans  le  plan  zOy^ 
on  a 

a,z^o,     aj:=o,     ^3=10,     ...,    /?i=^o,    pt^o,    Pt=o,     ...; 

les  Equations  (5)  sont  satisfaites,  mais  la  seconde  des  equations  (4) 
devient 

(6)  oz=^Blji-hQ^\-h2\'b^gy; 

or  la  limite  de  |  definit  le  point  de  contact  de  Oz  avec  Tenveloppe  : 

cette  limite  est  |^>  et,  comme  ('equation  (6)  fournitdeux  racines  pour 
ce  rapport,  on  en  conclut  que  : 

Toule  droite  singuliere  est  taAgente  double  de  la  courhe  em^eloppe  du 
complexe  relatwe  au  plan  du  couple  singulier. 

Cherchons  de  meme  le  plan  tangent  suivant  Oz  au  cdne  du  complexe 
dont  Forigine  est  le  sommet :  une  marche  analogue,  consistant  a  poser 

/?i  =  o,    /?i=o,    />8  =  o,     ...,    gx  =  o,    7i  =  o,    7i=o,    ..., 

Jnn,  de  VAc,  Normaie.  !•  Serie.  Tome  XI.  —  Aoct  i88a.  34 
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conduirait  a  I'^quation 

o  =  A  aj  -f-  B  6  J  -h  2  Q'  a,  6„ 

qui  donne  deux  valeurs  pour  — >  limite  du  rapport  ->  qui  d^finit  Ic 

plan  tangent.  II  y  a  done  deux  plans  tangents  au  cone  suivant  0:;; 
done  : 

Toute  dmite  singuliere  d'un  complexe  est  gdndratrice  double  du  cdne 
de  ce  complexe  dont  le  sommet  est  au  point  du  couple  correspondant. 

La  surface  de  singularites  d'un  complexe  s'offre  ainsi : 

I**  Comme  Tenveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe  enveloppe 

du  complexe  a  une  tangente  double; 

2^  Comme  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cone  du  complexe  a  une 

generatrice  double. 

IV.  —  Snr  les  singnlaritis  supirieures  des  systimes  de  droites. 

41.  Les  systemes  de  lignes  droiles  offrent  des  singularites  d'un  lout 
autre  ordre  que  celles  qui  ont  ete  etudiees  plus  haul. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  d'un  complexe,  et  supposons  que, 
pour  une  droile  [u)  du  complexe,  on  ail  U,  =0,1)2  =  o,  Uj  =  o,  U4  =  o. 
Le  determinant  K  sera  nul  el  la  droile  (a)  s'offrira  comme  singuliere. 

Plus  generalement,  considerons  le  cas  ou,  pour  une  droile  (w)  du 
complexe,  toules  les  derivees  parliclles  d'ordre  inferieur  a/>  du  pre- 
mier membre  de  son  equation  sont  nuUes  et  oil  Tunc  au  moins  des 
derivees  parliclles  de  Tordre/?  n'est  pas  nulle. 

En  differenliant/?  fois  Tequation 

les  differentielles  d'ordre  superieur  au  premier  disparailront,  en  vertu 
des  bypotheses,  el  il  reslera 

dPfz=zYp{du)  =  0, 

oil  Yp[du)  est  une  fonction  bomogene  do  degre  p  des  differentielles. 
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Cette  derniere  equation  exprime  la  condition  necessaire  et  sufBsante 
pour  que  la  droite  {u  +  du)  appartienne  au  complexe.  Ainsi  : 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  correlations  anharmoniques  qui 
appartiennent  au  complexe  forment  sur  la  droite  {u)  un  r^seau  de 
Tordre/?. 

La  serie  focale  de  ce  reseau  est  de  Tordre  2p,  et  la  correlation  focale 
est  de  degre  et  de  classe/>. 

On  en  conclut  tout  de  suite  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

I**  La  droite  (w)  est  langente  multiple  d'ordre  p  de  toutes  les 
courbes  enveloppes  du  complexe  relatives  k  des  plans  passant  par 
cette  droite; 

2^  La  droite(M)  est  arete  multiple  d'ordre /?de  toutconedu  complexe 
qui  a  sur  elle  son  sommet. 

On  pent  dire  d*une  telle  droite  qu'elle  est  multiple  d'ordre  p  dans  le 
complexe. 

Ainsi,  outre  les  droites  singulieres,  cVst-a-dire  k  correlation  nor- 
male  singuliere,  qui  sont  chacune  tangente  double  d'une  courbe  du 
complexe,  et  arete  double  d'un  cone  du  complexe,  il  pent  y  avoir 
d'autres  droites  qui  soient  tangentes  doubles  pour  toutes  les  courbes 
du  complexe  qu'elles  touchent,  generatrices  doubles  pour  tous  les 
cdnes  du  complexe  qui  ont  sur  elles  leurs  sommets* 

II  est  clair  d'ailleurs  que  ces  singularites  ne  se  presenteront  pas  en 
general,  car  il  n'arrivera  pas  toujours  que  les  equations 

.  df  '  df  df  df 

/  =  o,     3^=0,     -~^=o,     -5^=0,     -5=^=0 

soient  compatibles. 

42.  Considerons  actuellement  une  congruence  representee  par  les 
deux  equations 

/(«)'— O,      ?(l/)=:0, 

et,  en  adoptant  les  notations  precedentes,  supposons  que  tous  les 
determinants  a  quatre  elements  tires  du^Tableau 

I  u.  u,  u,  u^ 

I  V,    V,    V.    v» 
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et  que  nous  avons  designes  par  A.,^,  soient  nuls.  Si  la  droite  {u)  nesi 
multiple  sur  aucun  des  complexes  /=  o  ou  9  ^=  o,  riiypotliese  intro- 
duite  revient^  dire  que  ces complexes  sont  tangents suivant  la  droite  (a), 
c*est-a-dire  definissent  sur  elle  la  meme  correlation  normale. 
Les  deux  equations 

lU,<ifi,  =  o, 

zVidui  —  o 

se  reduisent  alors  a  one  seule,  que  nous  representerons  par 

(i)  ZPiduiZ=io. 

On  pent,  en  effet,  dans  ce  cas,  determiner  les  constantes  >.  et  u,  de 
sorte  que  Texpression 

1(  aU/-  a V,) ^11/ 

soit  identiquement  nulle. 
En  posanl 

U    -    ^^        V  -    ^? 
''    *  duidu/        '^     duidu/ 

et  differentiant  deux  fois  Texpression 

les  differentielles  d'ordre  superieur  an  second  disparaissent,  et  il  reste 

( 2 )  1  (  A U,7 -\-  \x\ ij)duiduj z=z  o. 

Les  equations  (i)  et  (2)  definissent  la  serie  des  correlations  sur  la 
droite  {u)  qui  appartienneut  a  la  congruence :  cetleserie  esiquadraiique. 

On  pent  dire  que  la  droite  {u)  est  une  droite  double  de  la  congruence. 

La  serie  quadratique  que  nous  venons  de  definir  renferme  quatre 
correlations  singulieres.  On  en  conclut  cette  propriete  des  droites 
doubles  d'une  congruence  : 

Dans  iouie  congruence  ayani  une  droitedouble^  il  existe  quatre  droites 
infimment  voisines  de  cette  droite  et  la  rencontrant. 

II  est  clair  que,  si  Ton  supposait  tons  les  U/  nuls,  les  raisonnements 
precedents  subsisteraient.  II  suffirait  de  faire  [i  =  o.  Dans  ce  cas,  la 
droite  serait  double  dans  le  premier  complexe  et  simple  dans  le  second. 
En  resume  : 
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On  n'obtiendra  de  congruence  a  droite  double  qu'cn  preoant  Tinter- 
section  de  deux  complexes  lineaires  tangents,  ou  de  deux  complexes 
dans  lesquels  une  droite  commune  est  double  pour  Tun  d'eux. 


43.  La  serie  quadratique,  definie  par  les  equations  (1)  et  (2),  pent 
d*ailleurs  se  decomposer  en  deux  series  lineaires  distinctes  ou  con- 
fondues. 

En  posant 

(3)  R(e/M)  ■=-  -LRijduiduj  —  2(XU,7  +  {^-^ ij)duiduj, 

la  condition,  pour  que  la  serie  se  decompose  en  deux  series  lineaires, 
est  la  suivante  : 

!  Rh    R„    R„    Rh    Pi  I 

Rji    Rtj    Rjj    Rj*    Pj 


(4) 


R31      Rji      R3J      Rjv      Pa 

R4J     R4,    R43    R^v    P4 

P,        P,       Pa       P4        O 


On  pent  Taire  voir  que  cette  hypothese  correspond  au  cas  oil  les  deux 
complexes  qui  donnent  la  congruence  sont  tangents  suivant  deux  dioites 
successwes,  en  supposant,  toutefois,  que  la  droite  (w),  que  Ton  consi- 
dere,  ne  soit  droite  double  pour  aucun  des  deux. 

L*equation  (4)  exprime,  en  efTet,  la  condition  necessaire  et  suflisante 
pour  que,  si  Ton  tire  de  (1)  la  valeur  d*une  difTerentielle  (de  du^,  par 
exemple),  la  forn\eR{du)  tlevienne,  par  subsiilution  de  cetle  valeur, 
une  forme  ternaire  a  determinant  nul.  Or,  si  Ton  a  pris  les  equations 
des  deux  complexes  sous  la  forme 


"4=/("i,  «i,  "a)t 
"4  =  ?(«i,«i,  tta), 


et  que  Ton  pose 


Ai  —  -7 — y 


I. 


-  ^/     /  -  i/ 


diif 


U 


dui 


A, -T —  J 

diit 


.         du 


ainsi  que 


rf«/=  /i  rf*  tt,  4-  /,  rf*  Kj  -h  /t  cP  tt» -+-  F  {du), 
flf*?p  =  X,c?*£/,-+-X,cp£/,-+-X3C^M,-f-  *{du), 
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oil  F{du)  et  ^{du)  sont  deux  formes  quadratiques  ternaires,  il  est  clair 
que  ¥{du)  —  ^{du)  =  E{du)  est  ce  que  devient  la  forme  quaternaire 
R{du),  quand  00  y  remplace  du^  par  sa  valeur  lir6e  de  (1).  Cela  pose  : 
Les  Equations 

expriment  le  contact  des  deux  complexes  suivant  la  droite  {u)  Les 
Equations' 

dli--^dXiy     dli^=:d\fy     dl^^rzdk^ 

expriment  que  le  contact  a  lieu»  en  outre,  suivant  la  droite  {u  4-  du). 
Mais,  si  Ton  remarque  que 

.,      I  dY{du^       ,.       I  d4»(du) 
a     odui  2     odui 

on  voit  que  ces  derni^res  equations  s'ecrivent 

dnjdu)  _        dnjdu)  __        d¥l(du)  _ 
ddui  '        ddUf  '        Odui 

Elles  expriment  la  condition  necessaire  et  suiBsante  pour  que  la  forme 
ternaire  H{du)  ait  son  determinant  nul. 

La  proposition  est  done  d^montr^e. 

L*introduction  de  nouvelles  hypotheses,  concernant  les  derivEes  par- 
tielles  d^ordre  superieur  des  equations  /=  o  et  9  =  o,  permettrait  de 
concevoir  et  d'etudier  les  droites  multiples  d'ovdrep  d*une  congruence, 
caract^risees  par  la  propriete  gen^rale  que  : 

Dans  toute  congruence  ayant  une  droite  multiple  d'ordre  />,  il  existe^ 
en  gSneral,  2p  droites  infiniment  voisines  de  la  droite  multiple  et  la  ren- 
contrant. 

44.  Les  singuIaritEs  des  surfaces  reglees  s'etudient  par  les  mSmes 
methodes.  Soient  /=  o,  9  =  0,  <{/  =  o  les  equations  d'une  surface 
reglee. 
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"  duidu/ 

U  (f/ii)  =  2:U,7  duiduj, 

Formons  le  tableau 

U,  U,  U,  U4 

V,  V.  V,  V, 

W,  W,  W,  W4 

Si  Ton  suppose  nuls  tous  les  delerminanls  a  neuf  termes  conlenus 
dans  ce  tableau*  cela  signifie  qu^on  pcut  trouver  des  constantesX,  (if  v 
qui  soient  telies  que  les  quantites 

R,.=  XU,-|-[JLV.-hvW,-      («=:l,2,3,4) 

soient  toutes  nuiles. 

Ce  qui  signifie,  en  general,  que  les  couples  focaux  d'une  quclconque 
dos  congruences  (/=  o,  9  —  o),  (qj  =  o,  ^  =  o),  ((|^  =  0,/=  o)  appar- 
tienncnl  aux  complexes  y  =  o,  /=  o,  ?  =  o,  ou  que  chacun  de  ces 
complexes  est  tangent  a  celle  des  trois  congruences  qu*il  ne  contient 
pas;  a  moins  toutefois  que  la  droile  {u)  ne  soit  multiple  dans  Tune  des 
congruences  ou  meme  dans  Tun  des  complexes.  D*aillcurs,  tout  ce  que 
^nous  allons  dire  est  applicable  a  ce  cas,  en  admettant  que  une  ou  deux 
des  quantites  X,  jui,  v  aient  des  valeurs  nuiles.  Mais  nous  supposons 
essentiellcment  qu'il  n*y  ait  pas  plus  d'un  systemc  de  valours  deX,  fi,  v 
satisfaisant  aux  conditions  enoncees,  de  sorte  que  les  equations 


(0 


lU|e/M,  — o,     lVidUf=o,     SW/e/ii/^o 


sc  reduiscnt  toujours  a  deux  equations  dislincles 

(i')  ^P(dui=:o,     iQidui^o. 


Nous  remarquons  que,  si  toutes  les  quantites  R/  sont  nuiles,  Ic  deter- 
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minant  que  nous  avions  designe  par  I  est  nul ;  la  droite  {u)  s'offre  comme 
singuliere  sur  la  surface;  mais,  si  nous  remarquons  que,  en  difleren- 
tiant  deux  fois 

on  trouve 

oil  Ton  a  pose 


et 

comme  R|  =  o,  il  reste 

(2) 


R(du)  —  LRijduiduj 

Ridu)=:0. 


Les  equations  (i')^t  (2)  definissent  deux  correlations  anbarmoniques 
sur  la  droite  (m),  ce  qui  prouve  qu'il  y  a  deux  manieres  de  deplacer 
une  droite  en  s'ecartant  de  la  droite  (a)  pour  decrire  la  surface. 

La  droite  (w)  est  une  droite  double  de  la  surface. 

En  cbaque  point  de  cette  droite  double  la  surface  a  deux  plans  tan- 
gents, etles  deux  correlations  trouvees  donnentces  deux  plans.  Inver- 
sement :  tout  plan  mene  par  la  droite  toucbe  la  surface  en  deux  points 
de  cette  droite,  et  ces  deux  points  sont  donnes  par  les  deux  corre- 
lations. 

45.  On  pent  introduire  Thypotbese  que  ces  deux  correlations  coin- 
cident et  conceyoir  ainsi  une  singularity  analogue  au  rebrousscment 
des  courbes. 

On  exprimera  cette  bypolbcse  en  ecrjvant  que,  si  des  equations  (1')^ 
on  tire  les  valeurs  de  deux  diflerentielles  {du^  et  du^  par  exemple),  la 
forme  binaire*R(e/^),  qui  resulte  de  la  substitution,  est  un  carre  par- 
fait,  c'est-a-dire  a  un  discriminant  nul.  Ccst  ce  qu'cxprime  le  conlre- 
variant  double 


R,. 

Ru 

R» 

Ru 

P. 

Q. 

R.. 

R« 

R.. 

R,v 

P. 

Q, 

Ra. 

R., 

R.. 

R.V 

P, 

Q. 

Ru 

R», 

R« 

R4» 

P* 

Q* 

p. 

P, 

P. 

P. 

0 

0 

Q. 

Q. 

0. 

Q» 

0 

0 

o. 
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II  nous  importe  de  reconnaitre  a  quel  fait  dans  la  situation  respec- 
tive des  complexes /=:o,  <p  =  o,  ^  =  o  correspond  cette  hypothese. 
Nous  allons  faire  voir  que  dans  ce  cas  : 

Un  quelconque  des  trois  complexes  est  tangent  suivant  deux  droites 
consecutives  a  la  congruence  qu'il  ne  contient  pas. 

Prenons  en  effet  les  equations 

r{Vi  -h  8u,)  4-  (x'(  V,  -f-  8v,)  ^  v'(  W/  +  aw,)  :r:  o, 

oil  X\  [x^  v'sont  des  constantes  et  qui  expriment  le  contact  suivant  la 
droite  (a-f-  $u) ;  comme  on  a 

il  en  resulte 

(3)  t'Vi  -f-  e"  Vy  -h  t^Wi  -H  X  au,  4-  [X  av,.4-  v  aw,= o, 

oil  Ton  a  designe  par  e',  £",  i"'  les  differences  1'  —1,  jx'  —  (x,  v'  —  v. 
Or  on  remarque  que 

les  equations  comprises  dans  le  type  (3)  s'ecrivent  done 


2    d  a//, 


4-,'L\-4-e*V,-|-s^W,^o; 


mais  Ton  sail  qu'a  cause  de  I'equation  R/  =  o,  £' U/ -^ s"  V/ +  c*' W,  est 
egal  a  une  fonclion  lineaire  de  P,  et  de  Q,;  on  a  done 

/9/\  (}R(a/r) 

(3')  "^aT^T"^''*^'^^^''""'''' 

ou  a  et  ^  sont  deux  constantes.  Mais  on  doit  avoir  aussi 

(4)  U\^UiZ^o,    2:Q,aw,^o 
el 

(5)  R(aw)-o. 

On  voit  que  Tequalion  (5)  est  une  consequence  dt^s  equations  (3'} 
et  (4)-  Pour  qu'il  y  ait  contact  suivant  la  droite  fa-4-dw),  il  est  done 

Jnn.  de  i*Kc,  Sormaie.  a*"  Serie.  Tome  XI.  —  Aon  i8Sc<.  3'j 
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necessaire  et  suffisant  que  les  equations  (3')  et  (4)  aient  un  systfeme  de 
solutions  communes,  c'est-a-dire  que  le  discriminant  doublement  borde 
avec  les  P,  et  les  Q,  soil  nul. 

Les  droites  multiples  d'ovdvep  d'une  surface  reglee  s'obtiendraient 
d'une  maniere  analogue  a  celle  qui  nous  a  fourni  les  droites  doubles;  il 
suffirait  de  faire  porter  les  hypotheses  sur  les  derivees  d'ordre  superieur. 

46.  Avant  de  terminer  ce  qui  a  trait  aux  singularites,  nous  pouvons 
faire  observer  :  i*^  qu'un  complexe  peut  avoir  une  congruence  ou  une 
surface  de  droites  multiples;  2^qu'une  congruence  peut  avoir  une  sur- 
face de  droites  multiples. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  droites  doubles,  on 
peut  demontrer  les  propositions  suivantes : 

i*^  Dans  le  cas  d'un  complexe  ayant  une  congruence  de  droites 
doubles,  le  reseau  quadratique  relatif  a  chacune  des  droites  doubles  se 
decompose  en  deux  reseaux  lineaires,  et  les  couples  communs  aux 
deux  correlations  focales  de  ces  reseaux  sont  les  couples  focaux  de 
la  congruence  des  droites  doubles. 

2^  Dans  le  cas  d'un  complexe  ayant  une  surface  de  droites  doubles, 
le  reseau  quadratique  relatif  a  chacune  des  droites  doubles  est  singu- 
lier,  c'est-a-dire  que  son  discriminant  est  nul.  Dans  Tespace  non  eu- 
clidien  representatif,  il  lui  correspond  une  quadrique  infinimentaplatie 
dont  le  plan  represente  une  correlation.  Celte  correlation  est  la  corre- 
lation de  Chasles  pour  la  surface  de  droites  doubles. 

3''  Enfm,  dans  le  cas  d'une  congruence  ayant  une  surface  de  droites 
doubles,  la  serie  quadratique  se  decompose  en  deux  series  lineaires 
ayant  une  correlation  anharmonique  commune;  cette  correlation  est  la 
correlation  de  Chasles,  relative  a  la  surface  des  droites  doubles. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  singularites  nous  suffira  pour  le 
but  que  nous  nous  proposons. 

V.  —  Sur  les  syst6mes  de  coordonnees  des  lignes  droites. 

47.  Des  le  debut  de  ce  travail,  nous  nous  sommes  place  a  un  point 
de  vue  general  en  ce  qui  concerne  les  coordonnees  des  lignes  droites. 
II  est  aise  de  concevoir  que,  par  un  choix  convenable  de  ces  coordon- 
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XkieSf  on  puisse  faire  prendre  aux  resultats  generaux  que  nous  avons 
trouves  des  formes  di verses. 

Ainsi,  parexemple,  si  l*on  considere  la  correlation  anharmonique 
qui»  sur  une  droite  0^,  a  pour  Equation 

5-C=--Ktang(e~a), 

on  voit  que  (^,  a)  sont  les  coordonnees  du  point  central  et  du  plan 
central  de  la  correlation.  Si  Ton  cherche  la  condition  d'involution  avec 

la  correlation 

5'=AtangO', 

on  trouve  la  relation,  remarquable  par  sa  simplicite, 

A  4-  K  4-  C  tanga  =  o. 

Appliqu^e  aux  propriet6s  infinitesimales  du  premier  ordre  des  com- 
plexes, cette  formule  en  est  la  traduction  melrique. 

Elle  fait  connaitre  le  parametre  de  distribution  des  correlations  du 
complexe  quand  on  connait  leur  point  central  et  leur  plan  central. 

48.  Egalement  pour  les  congruences. 

Veut-on  trouver  pour  expression  des  propriet6s  infinitesimales  du 
premier  ordre  des  congruences  la  relation  angulaire  de  Sturm  :  il  suffit 
de  prendre  a,  fc,/>,  q  pour  coordonnees  de  la  ligne  droite* 

On  pent  supposer  que  Oz  est  une  droite  du  systeme.  Par  un  point 
A{dXf  dy,  z)  infiniment  voisin  de  Oz,  il  passe  une  droite  [A]  infiniment 
voisine  deOz.  Soient  rfa,  dby  dp,  dq  les  coordonnees  de  cette  droite; 
on  a 

djrzn  zda  -h  dp, 
dy  :=z  zdb  -\-  dq. 

Les  equations  de  la  congruence  donnent  du  reste,  en  general, 

dp  =  pi  da  -hpf  db,     dq  ^=zq^da-\-  q^  db. 


d'ou  Ton  deduit,  pour  Texpression  du  moment  de  la  droite  [A J  par  rap- 
port a  Oz, 

7,  dx^ 4-  {qt  —  px)dx dy  —  p^ dy^ 
(Pi-^qt)^-\-Piqi  —  ptgi 


da  dq  —  db  dp  —        , 
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Cette  expression  de  la  forme  fondamentale  conduit  imm^diatement  au 
theoreme  de  Sturm.  Appelons  e  I'angle  de  la  droite  [A]  avec  le  plan 

zOA,  et  posons 

djr  —  p  cos^,     df  =  p  sin  ?p, 

oil  p  designe  la  distance  du  point  A  a  la  droite  Oz ;  on  a 

da  dn  —  db  dp 
sine  ou  t—    ■  — ~ -^ 

9      ' 

done 

s  da  dq  —  dbdp  __  q^  COS*©  -\-{qt  —  ^i)  cos?p  sin<p  —  /?,  sin*(p 

?"         ?'     '       '         -'-+-(/>i  -H^f)-  ^piqi  —  Pi^x 

Un  second  point  A',  pris  dans  le  plan  mene  par  A  perpendiculaire- 
ment  a  0^,  donne  Tequation  analogue  (oil  i\  p\  <p'  designent  les  quan- 

tites  analogues  a  e,  p,  ©), 

P 
e'       7,  oos*cp'-i-(<72  — />i)oos^'sincp'--/?,  sin'tp' 

et  en  pjoulant 

e'       7,  (cos'o  -h  ros'«p')  H-  (^j  —  )»t)  (cos^  sintp  -t-  cos^p'sincp')  — />,  (sin*<p  +  sin'<p') 

Designons  par  P  le  point  oil  O2  est  renconlree  par  le  plan  qui  lui 
est  perpendiculaire  et  qui  contient  les  points  A  et  A'.  Si  les  droitesPA, 
PA'  son!  rectangulaires,  il  est  clair  que 

tp  —  ©  =  -  ; 

la  formule  precedente  devienl 

^  ^  ^'  _    7i  —Pt 


(/) 


p      p      ^^-^{pi-^qi)^-^pxgi—ptqx 


Si  dans  cette  derniere  relation  on  suppose  z  constant,  on  obtient  une 
proposition  un  peu  plus  generale  que  celle  de  Sturm,  et  exprimee  par 
Tequation 


e         e 

1 ;  ^=:  const. 

P  P 
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II  est  aise  de  voir  que  les  racines  de  I'equation 

sont  les  coordonnees  js,  et  z^  des  foyers;  de  sorte  que,  si  Ton  designe 
par  F|  et  F^  ces  foyers,  le  denominateur  de  ['expression  de  la  con- 
stanle  est  le  produit  PF|  PFj. 

M.  Kummer  a  introduit  la  quantite 


PF,  PFj 


dans  la  theorie  des  congruences,  sous  le  nom  de  mesure  de  la  densild. 
Si  Ton  designe  par©  cette  mesure,  on  a  pour  expression  de  laconstante 
de  Sturm 

Voici  done  le  theoreme  de  Sturm  generalise,  tel  qu'il  resulte  de  la 
formule  (/). 

En  un  point  P  d'unedroite  A  d'un  pinceau  [congruence  elementaire)^ 
on  eleve  deux  perpendiculaires  PA,  PA'  a  cette  droite  rectangulaires entre 
elles,  on  s*ecarte  sur  ces  perpendiculaires  a  partir  du  point  P  de  quantites 
PA=/o,  PA'  =  p',  et  Von  designe  par  e  et  t*  les  angles  infiniment  petits 
que  font  respectivement  avec  les  plans  A  A,  A'A  les  droites  du  sysleme  qui 
passent  par  les  points  A  et  A'. 

i^  La  somme  des  rapports  -y  -,  est  constante  quand,  le  point  P  restant 

fixe^  les  droites  PA  et  PA'  restent  rectangulaires  entre  etles  et  avec  A. 

2**  Lorsque  le  point  P  se  meut  sur  la  droite  A,  la  valeur  de  la  constante 
reste  toujours  proportionnelle  a  la  mesure  de  la  densite  au  point  P. 


L'equation 


P       P 


qui  exprime  le  theoreme  precedent,  permet  encore  defaire  voir  le  lien 

qui  rattache  la  proposition  de  Sturm  a  une  proposition  de  M.  Bertrand, 

concernant  les  congruences  formees  des  normales  a  une  meme  surface. 

En  efier,  il  est  presque  evident  que  les  angles  af  et  a,  que  font  avec 
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le  plan  zOx  les  plans  focaux  du  pinceau  sonl  donnes  par  Inequation 

<7,  cos'<p-+-(7, --/>i)cos<psin<p  — /?,  sin'©  =  0. 

Or  la  condition  n^cessaire  et  sufBsante  pour  que  langai  tanga^  =  —  i , 
c'est-a-dire  pour  que  les  plans  focaux  soient  rectangulaires,  est  la  sui- 
vante  : 

Elle  exprime  que  la  constante  de  Sturnn  est  toujours  nulle. 

Mais,  pour  qu'une  congruence  soit  formee  des  normales  a  une  meme 
surface,  il  faut  et  il  sufBt  que  les  couples  focaux  soient  rectangulaires 
pour  toute  droite  du  systeme;  done  enfin  : 

Pour  qu!une  congruence  soil  formee  de  normales  a  une  mime  surface^ 
il  faut  et  il  suffit  que  la  constante  de  Sturm  soit  nulle  pour  toutes  Us 
droites  du  systeme,  pourvu  quon  ne  suppose  pas  qunn  des  foyers  soit  con- 
stamment  a  Vinfini.    • 

C'est,  sous  une  autre  forme,  la  proposition  de  M.  Berlrand. 

VI.  —  Representation  liniaire  des  surfaces. 

49.  Cest  encore  par  une  consideration  analogue,  c'est-a-dire  par 
Tetude  d'une  congruence  a  Taide  d'un  systeme  parliculier  de  coordon- 
nees,  qu*on  pent  ratiacher  aux  theories  prec^dentes  la  transformation 
celebre  d'Ampfere. 

Dans  Ic  cours  professe  a  la  Sorbonne  durant  riiiver  1 881-1882, 
M.  Darboux  a  fait  voir  que  la  transformation  d'Ampere  conduisait,  pour 
les  surfaces  transform^es,  a  une  equation  des  lignes  asymptotiques 
privees  du  terme  en  dxdy. 

Sur  ses  indications  bienveillantes,  nous  avons  cherche  si  les  prin- 
cipes  que  nous  venous  d'exposer  ne  contenaient  pas  la  raison  generate 
de  ce  fait.  Rien  de  plus  aise,  tout  d'abord,  que  de  reconnaitre  que  la 
transformation  de  contact  trouvee  par  Ampere  etablit  une  correspon- 
dance  entre  les  couples  [a,(f,)  d'une  surface,  et  ceux  d*une  droite  I 
situ^e  II  rinfini,  dans  Tun  des  plans  jzOo?  ou  sOy,  selon  que  Ton  prend 
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p  o\x  q  pour  variable  independante.  D'ailleuis,  celte  correspondance 
s*etablit  geometriquement  ainsi  qu'il  suit;  et  pour  generaliser  tout  de 
suite  nous  trailerons  I  comme  une  droite  a  distance  finie. 

Au  point  a  de  la  surface,  menons  le  plan  tangent  a;  ce  plan  coupe 
au  point/7  la  droite  I;  par  la  droite  I  et  le  point  a,  on  mene  un  plan  ct; 
d*apres  nos  notations,  {pfZs)  est  un  couple  de  la  droite  I  :  c'est  celui 
qui  correspond  au  couple  (a,  a)  de  la  surface. 

La  droite  pa  engendre  done  une  congruence  dans  laquelle  une  des 
nappes  de  la  surface  focale  se  reduit  a  la  droite  I.  Les  deux  series  de 
developpables  de  la  surface  sont  ici  :  i®  les  cones  circonscrits  a  la  sur- 
face suiYant  des  courbes  S  et  dont  les  sommets  sont  sur  I;  2^  les  tan- 
gentes  aux  sections  planes  R  faites  par  des  plans  passant  par  la  nodme 
droite  I. 

D'apres  la  theorie  generale,  et  comme  cela  est  presque  evident  ici, 
les  courbes  R  et  S  forment  sur  la  surface  que  Ton  considere  deux 
reseaux  conjugues. 

Nous  avons  done  la  un  moyen  de  tracer  sur  une  surface  quelconque» 
et  sans  integration,  deux  reseaux  conjugues. 

Supposons  que  ^  etX  soient  deux  parametres  qui  fixent,  le  premier, 
la  position  du  point  p  sur  la  droite  I,  le  second,  celle  du  plan  zs  autour 
de  la  meme  droite.  Si  Ton  prend  pour  variables  independantes  ?  et  X, 
etqu'on  exprime  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
en  fonction  de  ces  param^res,  les  courbes  S  ct  R  auront  respecti-* 
Yemeni  pour  equations 

C  =  const,     I  --  const. 

Or  Tequation  des  lignes  asymptotiques  sera  alors  la  suivante  : 

les  directions  (</?,  rfX),  (3^,  c^X)  sont  conjuguees  si  Tequation  suivante 
est  verifiee 

Nous  devons  exprimer  que  rf^  =  o,  57.  =  o  sont  deux  directions  conju- 

euees,  ce  qui  donne 

B  -  o. 
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Done,  requation  des  lignes  asymptotiques  est  ici 

On  voit  bien  qu'elle  ne  contient  pas  le  rectangle. 

50.  Ces  considerations  nous  ont  conduit  a  un  choix  particulier  de 
variables  independantes  dans  les  surfaces  dont  remploi  ne  serait  peut- 
etre  pas  sans  ulilite.  Supposons  que  I  ait  ete  pris  pour  axe  Oz;  une 
droile  quelconque  du  complexe  special  dont  I  est  I'axe  a  pour  equation 

(i)  7~>-P,     :;  — S— (A^. 

Si  1  on  envisage  la  congruence  des  droites  de  ce  complexe  tangentes  a 
une  surface,  les  coordonnees  ^,  X,  |x  de  ces  droites  sont  liees  par  une 

equation 

F(C,X,[x)z^o. 

Reciproquement,  loute  equation  de  cette  forme  detinit  une  congruence 
de  ce  complexe  special,  et,  tant  que  p.  entre  dans  Tequation,  on  a  une 
surface  focale  effective  qui  se  trouve  ainsi  representee  par  cetle  equa- 
tion. 
On  pent  Tecrire 

(2)  |X_/(C,X). 

11  est  aise  de  trouver  ('expression  des  coordonnees  du  couple  (a,  a) 
qui  correspond  sur  la  surface  representee  par  Tequation  (2)  au  couple 
(^,>.)  de  la  droite  0^.  Faisons  d'abord  1  constant,  en  adjoignant  aux 
equations  (i)  la  suivante 

(3)  dri  —  jcd[L  —  o; 

on  a  le  point  oil  la  droite  (1)  touche  la  surface. 
Posons 


on  a,  puisque  ici  rfX  =  o. 

Le  point  a  a  done  pour  coordonnees 

{«)                         -^"-p'    r^p'    -^'- 

~p 
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Le  plan  a  est  langcnt  au  cone  circonscrit  dont  (0,0,^)  sonl  ies 
coordonnees  du  sommel  :  en  prenant,  avec  Monge,  pour  coordonnees 
de  ce  plan,/?,  9,  u^  auqiiel  cas  il  a  pour  equation 

on  trouve 

(a)  />— —  |XH-XQ,     17=— Q,     //— ;. 

•  Le  couple  (aor)est  ainsi  completement  defini. 

51.  Formons  I'expression  • 

oy?  dx  -h  ^q  dy ; 

des  reductions  conduisent  ^  Texpression  simple 
Nous  poserons 

K--^'       ^-^r^'       *-5X^' 

on  a 

rfP  =  R r/;  +  S^.,     SQ  =z  S a;  4-  111 ; 

il  vient  done 

T/^quation  des  lignes  asymptotiques  est  done  simplement 

RcfC'  — T^»=o. 

Cette  forme  permet,  dans  une  infinite  de  cas,  d'integrer  compleiemenl 
{'equation  des  lignes  asymptotiques,  ou  de  la  ramener  aux  quadratures. 

52.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  prenne  Ies  surfaces 

z  —  kx^y^ 

oil  A,  a,  /3  sont  des  constantes  quelconques.  On  trouve  que  Tequalion 
correspondante  entre  X,  |x,  ^  a  la  forme 

L'equalion  des  lignes  asymptotiques  est 

Ann,  de  VEc,  Normale.  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Aoit  18^2.  3ti 
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qui  a  pour  integrale  

rf=^^^^l^^X^>^¥^^^  const. 

La  condition  de  realit^  des  lignes  asymplotiques  est  la  suivante 

/>7(/>  — 0(7  — 0>o, 

ou,  comme  A,  oc,  ^,  A\  p,  q  sont  lies  par  les  equations 
on  en  deduit,  pour  la  condition  de  realite, 

ap(a-+-p  — i)>o.  . 

On  constate  ainsi,  par  exemple,  que  les  lignes  asymptotiques  des  sur- 
faces 

oil  /y  m^  n  sont  des  nombres  entiers  positifs,  ne  sont  jamais  reelles. 

53.  L'application  de  la  meme  representation  aux  surfaces  de  revo- 
lution conduit  a  ce  resultat  que  la  recherche  des  lignes  asymptotiques 
d'une  surface  de  revolution  se  ramene  toujours  aux  quadratures. 

Yoici  comment :  supposons  que  Qz  soit  Taxe  de  revolution,  et  que 
Tequation  qui  exprime  que  la  droite 

5~  ^4- j:tangO 

du  plan  des  zOx  touche  la  meridienne  soit 

/(i:,-tange)  =  o, 

Tangle  Q  que  fait  avec  Qz  la  droite 

ayant  pour  tangente  -7===- 

L'equation  qui  r^pond  a  la  surface  de  revolution  est  la  suivante 


'Ov-r^)=°' 
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ou,  en  posant 


on  a 
du  reste, 

on  a  pose 


/•(C,p)  =  o: 


L'equation  des  lignes  asymptotiques  est  ainsi 

V  p  14-X* 

ou 

arctangX^idz  /  i/L^^. 


Comme  p  est  une  fonction  de  ^  definie  par  Tequation  /(?,  p)  =  o,  le 
probleme  est  bien  ramen^  aux  quadratures. 

Ce  resultat  est,  du  reste,  bien  connu;  mais  il  est  peut-etre  curieux 
qu'on  puisse  le  deduire  d'une  transformation  analogue  a  celle  d'Am- 
pere. 

On  voit  que,  lorsque  la  meridienne  est  algebrique,  Tequation  s'inte- 
grera  gen^ralement  par  les  fonclions  abeliennes. 

Le  cas  le  plus  etendu  oil  le  probleme  general  des  lignes  asympto- 
tiques se  ramene  immediatement  aux  quadratures  est  celui  oil  R  et  T 
sont  de  la  forme 

?(?,X)Ai(t)A,a); 
car^  dans  ce  cas,  les  variables  se  separent. 

54.  Lorsqu'on  envisage  une  correlation  superieure  sur  la  droite  Oz, 
il  lui  correspond  sur  la  surface  une  courbe. 

Par  exemple,  k  une  correlation  anharmonique  quelconque  il  corres- 
pond une  courbe  telle  que,  si  par  quatre  quelconque  de  ses  points  on 
mene  des  plans  contenant  O2,  et  les  plans  tangents  a  la  surface  en  ces 
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points,  le  rapport  aDharmouique  des  quatre  premiers  plans  est  ^gal  k 
celui  des  points  suivant  lesquels  Oz  est  reneoutre  par  les  plans  tan- 
gents a  la  surface. 

Si  la  surface  est  reglee,  il  est  clair  que  chaque  generation  rectiligne 
sera  representee  par  une  correlation  aiiharmonique. 

Supposons,  s'il  est  possible,  qu'une  ligue  asymptotique  soit  repre- 
sentee par  une  correlation  anharmonique. 

Cette  courbe  jouira  de  la  propriete  suivante  : 

Si  pUr  quatre  quelconquede  ses points  on  mene  quatre  plans  contenant 
la  droite  Oz  et  les  plans  osculateurs  en  ces  points,  le  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  premiers  plans  egale  celui  des  points  suivant  lesquels  Oz 
est  rencontre  par  les  plans  osculateurs. 

Nous  sommes  ainsi  conduit  a  definir  une  classe  curieuse  de  courbes, 
dont  nous  allons  chercher  Tequation  differentielle.  Nous  dirons»  pour 
abreger,  que  la  droite  0^  est  Taxe  anharmonique  d'une  telle  courbe. 

Prenons  pour  variable  independante  une  quantite  quelconque/;  en 
designant  par  x\  a?%  ...  les  deriv^es  des  coordonnees,  le  plan  oscula- 
teur  a  pour  equation 

X-o?    Y-/    l-z 

x'        y        z'     =o. 

x'  f  z" 

Appelons  Zo  le  z  du  point  oil  il  coupe  Taxe  anharmonique  Oz;  on  a 


X      y      z 

1        It 

x'     y< 

x'  y   z' 

—  -So 

of  y   z" 

x'  y 

=  0. 


Mais  on  a,  a,  ^,  7,  d  designant  des  constantes, 

OLX  -^^y  ^ 

Za  —    .  ;x —  \ 

de  la  Tequation  differentielle  des  courbes  ayant  Oz  pour  axe  anhar- 
monique 

X        V       z 

nx  H-  ^y 


X 

y 

•s 

x' 

y 

„l 

x' 

y 

^x  -+-  ly 


X'  y  I 

^'  y  I 


=:0. 


Digitized  by 


Google 


SUR    LES    PROPRlfeTES   INFINITESIMALES    DE   L*ESPACE   REGL6.  285 

Nous  allons,  pour  integrer  celte  equation,  effectuer  une  transfor- 
mation qui  revient  a  prendre  pour  axe  anharmonique  la  droite  de 
Tinfini  du  plan  z  =  o. 

Posons 


et  regardons  a?|,  y,,  5,  comme  des  coordonnees  rectilignes  ordi- 
naires.  A  la  droite  a?  =  o,  y  =  o  correspond  la  droite  de  Tinfini  du 
plan  s,  =  o. 

Cherchons  Tequation  differentielle  des  courbes  admettant  la  droite 
a  Tinfini  du  plan  z^  =  o  pour  axe  anharmonique.  Prenons  Z|  pour 
variable  independante.  La  valeur  de  z^  definit  un  plan  parallele  au 
plan  2|  =  o,  et,  par  consequent,  passant  par  Taxe  anharmonique.  La 
trace  du  plan  osculateur 

.   -/,(x,-a«,)+^;(Yi4-/i)+...=o, 

sur  la  droite  k  Tinfini  du  plan  z^  =  o,  est  donn^e  par  la  valeur  du  rap- 
port  "^^  On  a  done,  a,  b,p,  a  etant  des  constantes, 

ax\'ir  bv\  _ 

pA  +  qA"''' 
c*est  Tequalion  differentielle  cherchee.  En  posant 

ax, -t-  by,  —  z,  F(5,)  —  i¥(z,),  ^ 
Oil  Y[z^ )  est  une  fonction  arbitraire,  on  trouve 

done 

px\^qy\^¥^{z,), 

d'oii 

Mais  on  peut  faire  renirer  Xz,  dans  F'(2,),  et  oti  a  finalement  rint6- 
grale  generale 

ax.^by^^  zt  r(5i)  -  2F(;;,),     />x, -h  ^/j',  =  F( :?, )  -h  [x. 
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En  remplagaDt  ^^jf^i  P^^ 


I  Z  V 

^1=-'       fi—'Z'       ^i=t"* 
XX  X 


on  aura  les  equations  generates  des  courbes  qui  admettenlO^  pour  axe, 
c'est-Ji-dire  I*integrale  de  Tequation 


X 

x' 

x'     y 


y    - 


%x 


'^x  -h  ay 


^   x'    y 

x"  y 


-riO. 


55.  Revenons  aux  surfaces  dans  lesquelles  les  lignes  asymploti- 
ques  d'une  serie  S|  sont  des  courbes  ayant  un  meme  axe  anharmo- 
nique»  qu'on  pent  supposer  confondu  avec  Taxe  Oz  des  coordonnees. 

Ces  surfaces  jouissent  d'une  propriele  interessante,  qu'on  peut  en- 
visagercomme  une  generalisation  d'une  fort  belle  propriete  des  lignes 
asymptotiques  d'une  surface  reglee. 

Nous  appellerons  rapport  anharmonique  de  quatre  points  A,  B,  G,  D 
d'une  courbe  ayant  Oz  pour  axe  anharmonique  le  rapport  anharnno- 
nique  des  quatre  plans  menes  par  Oz  et  ces  points,  ou  des  quatre  points 
de  rencontre  de  Oz  avec  les  plans  osculateurs  en  ces  poinls. 

Si  une  des  series  S^  de  lignes  asymptotiques  d'une  surface  se  com- 
pose de  courbes  ayant  meme  axe  anharmonique  Oz,  I'equation 


admet  une  integrale  de  la  forme 


?  =  /n 


X  —  a 


ou  m,  a,  b  sont  des  fonctions  d'un  meme  parametre  p,  qui  est  constant 
pourchaque  ligne  asymptotique  de  la  serie  S^.  D'ailleurs,  on  a  gene- 
ralement 


(E)    ^c=.'^fc^^ 


m'{l  -^a){l^  b)  —  m[a'  {\~  b)  —  b'  a--  a)] 


dp. 


Designons   par  (</'X,^'2^),    {d").,d"l^)  les   variations  relatives  aux 
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lignes  asymptotiques  qui  se  croisent  en  un  point;  on  a 

car  les  courbes  d>.  =  o,  d!^  =  o  sont  conjuguees  sur  la  surface.  Mais 
les  lignes  asymptotiques  de  la  serie  S|  donnent 

d'l  —   (X  — 6)«  ' 

on  aura  done,  pour  celles  de  la  seconde  serie  S,, 

d''i:_       m(a  —  b) 

ou»  en  supprimantles  accents, 

d^  ___  m(a—  b) 

dk  ~"        (X  — ^)*  * 

Or,  de  I'equation  (E)  on. tire 

d^  _  m(a  —  b)       m' (X  —  a){\  —  b)  —  m[a' {X  --  b)  —  b' (l  —  a)]  dp 
.     dk"   {X^by    '^  (^  —  6)*  ^A' 

done,  enfin, 

am(a  —  6)  ^  H- m'(A  —  a)(^  -  6)  —  m[a'(X  —  ^^)  -  ^»'(X -«)]  =  o. 

En  remarquant  que  a,  b^m  sont  des  fonctions  de  p,  on  a  une  equation 
de  la  forme 

^+^(p)X«-t-A(p)X-hA:(p)  =  o: 

c*est  une  equation  de  Riccati. 

De  Ik  ce  premier  resultat,  que  les  lignes  asymptotiques  de  la 
serie  Sj,  ainsi  que  celles  d'une  surface  reglee,  dependent  d'une  equa- 
tion de  Riccati.  Soient 

/;(p),/.(P), /•(?),/*(?) 

quatre  solutions  de  cette  equation,  et 

X=/,(p),     >=/.(p),     X=/,(p),     X=/,(p) 
les  equations  en  coordonnees  X  et  |9  de  quatre  lignes  asymptotiques 
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(le  la  seconde  serie  S^^  Faisons 

P  =  Po. 

Cela  revient  a  chercher  les  quatre  points  A|,  As*  As^  A4,  oil  une  meme 
ligne  asymptotique  de  la  premiere  serie  est  coupee  par  ces  quatre 
lignes  asymptotiques  fixes.  Or  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
points  est  egal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  valeurs  de  X  qui 
lui  correspondent,  c'est-a-dire  a 

/i(Po)— /i(po)  ./»(Po)— .A(po). 

A(Po)-/4(Po)V3(Po)-/4(Po)* 

et  e'est  une  propri^le  caracteristique  de  I'cquation  de  Riccati  que  ce 
rapport  anharmonique  soit  independant  de  /^o*  Done  : 

Une  surface  etant  donnee,  dans  laquelle  les  lignes  asymptotiques  d'une 
sirie  S|  ont  un  inime  axe  anharmonique^  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  suis^ant  lesquels  quatre  lignes  asymptotiques  fixes  de  la 
seconde  serie  S^  coupent  une  quelconque  des  lignes  asymptotiques  de  la 
serie  S,  est  constant. 

TIL  —  £tude  particuliire  d'un  systime  quadruplement  orthogonal. 

56.  Nous  avons,  des  le  dehut,  trouve  pour  expression  du  cosinus 
de  Tangle  de  deux  correlalions  /,  /' 


^\/M{t)m(t) 


En  particulier,  le  cosinus  de  Tangle  de  deux  correlations  coordonn^es, 
c*est-a-dire  de  deux  correlations  pour  chacune  dequelles  toules  les* 
coordonnees  sont  nuUes,  sauf  une  {t^  pour  Tune,  /^  pour  Taulre),  ce 
cosinus  a  pour  expression 


COS(a,  p) 


M.p 


Nous  poserons 
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on  a  airisi 

M(du)  =  m\du\  4-  //ije/aj  4-  m\dul  4-  m\du\ 

-h  a/Wi/«,^tf,e/wjCOs(i,  2)  4-  2 nil m^duidu^  cos(i ,  ^^ 
4-  inixmi^du^duf,  cos(i,  4)  +  ^m^midu^du^  cos  (2,  3) 
4-  ^m^m^du^du^  cos{2,  4)  -+r  2m^m^du^du^cos(3y  \). 

Des  considerations  analogues  a  celles  que  M.  SomofT  a  developpees 
dans  sa  Cinematique  [Theoretische  Mechanik,  I"  Pariie,  p.  147) 
nous  permettraient  de  puiser  dans  Texpression  precedente  une  serie 
d'analogies  nouvelles,  enlre  le  moment  elemenlaire  el  le  carre  de  la 
distance  de  deux  points  consecutifs. 

Mais  nous  supposerons,  tout  de  suite,  que  M{du)  soit  privee  des 
rectangles,  ce  qui  est  la  condition  necessaire  et  suffisanle  pour  que 
les  correlations  coordonnees  solent  orthogonales  deux  a  deux.  Une 
substitution  lineaire  permet  toujours  cette  reduction  pour  une  droite 
determinee  de  I'espace,  car,  dans  Tespace  non  euclidien  representatif, 
il  y  a  une  infinite  de  tetraedreS  conjugues  par  rapport  a  la  quadrique 
fondamentale. 

L'angle  de  deux  correlations  a,  dans  ce  cas,  pour  cosinus 


cos{t,t')  — 


£n  particulier. 


d'oiiTondeduit 


COS(^  a) 


\/i:mfef 


cos(^,  t*)  =  cos(^,  i)cos(/',  i)  4-  (ros^  2)  COS(/',2) 

4-  cos(/,  3)  cos(^',3)  4-.cos(^  4)  cos(^',4). 

De  la  ce  theoreme  : 

Le  cosinus  de  l'angle  de  deux  correlations  egale  la  somme  des  produits 
des  cosinus  des  angles  de  ces  corrilalions  avec  quatre  correlations  ortho- 
gonales deux  a  deux. 

En  particulier,  si  ^=  /, 

I  —  cos*(r,  l)  4-  cos*(/,  2)  4-  cos*(/,  3)  4-  cos*(/,  4). 

^nn,  de  i'f.c,  Kormale,  9*  Serie.  lome  XI.—  Skptembie  i8iJa.  87 
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La  somme  des  carres  des  cosinus  des  angles  d'line  correlation,  avec 
quatre  corrdlations  orthogonales  deux  a  deux^  est  dgale  a  I'unitd. 

57.  II  n'est  generalement  pas  vrai  que,  si  un  systeme  de  coordonnees 
reduit  la  forme  M  [du)  pour  une  droite  detcrminee  a  ne  contenir  que  les 
carres  des  differentielles,  cell*  reduction  s*elende  a  toutes  les  droites 
de  Tespace. 

Mais  on  pent  se  proposer  de  savoir  si  de  tels  syst^mes  existenL 

Les  hypotheses  portant  sur  les  coeffieients  de  la  forme  quadratique 
caracterisent  les  systemes  de  coordonnees  correspondants,  et  ces  hypo- 
theses, d'apresles  recherches  generales  de  Riemann,  Ghristoffel,  Lip- 
schitz,  etc.,  sontlimitees  par  Texistence  de  certaines  formes  cova- 
riantes  qu'on  deduit  de  la  proposee  par  des  differentiations.  Cest  ainsi 
que  nous  verrons  qu'il  n'existe  pas  de  systemes  de  coordonnees  ra- 
menant  lA[du)  a  avoir  des  coefficients  constants. 

Mais  il  existe  des  coordonnees  quadruplement  orthogonales^  c*est-a- 
dire  pour  lesquelles  la  forme  quadratique  est  privee  des  rectangles  des 
differentielles  pour  toutes  les  droites  de  Tespace.  Dans  ce  cas,  les  equa- 
tions 

Wi  =  const.,     I/,  =  const,,     ^3^^  const.,     ^4=:  const. 

representent  quatre  series  de  complexes,  telles  qu'un  complexe  de 
chaque  serie  passe  par  une  droite  de  Tespace,  et  que  les  correlations 
normales  de  ces  complexes  y  sont  orthogonales  deux  a  deux. 

Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  ^tudier  un  systeme  quadruplement 
orthogonal  particulier,  qui  nous  conduira  a  faire  voir  comment  la 
th^orie  des  complexes  lin^aires  pent  ^tre  deduite  des  recherches  de 
M.  Darboux  sur  le  systeme  de  cercles  et  de  spheres,  et  comment  aussi 
on  pent  y  puiser  une  extension  de  la  representation  de  M.  Lie,  des 
lignes  droites  par  des  spheres. 

58.  Prenons  pour  coordonnees  de  la  ligne  droite  les  constantes 
Uf,  1^2,  u^^u,^  de  ses  equations,  mises  sous  la  forme 
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La  condition  de  rencon  Ire  de  deux  droites  (w),  [u)  s'ecritsymetrique- 
ment 

(i)  2(«,~  «;.)«— o. 

En  posant 

la  forme  fondamentale  a  pour^expression 

M{du)z=:XZdlif. 

Le  systeme  de  eoordonnees  que  nous  considerons  est  done  quadru- 
plement  orthogonal. 

Inequation  generate  des  complexes  1ineaires»  dans  ce  systeme  de 
eoordonnees,  prend  la  forme 

(2)  V(„._^.)t_R2^0. 

Dans  le  systeme  de  eoordonnees  qui  nous  occupe»  un  complexe  li- 
neaire  s'offre  done  comme  une  sphere  dans  un  espace  a  quatre  dimen- 
sions. 

M.  Elein^  par  un  procede  difierent,  est  arrive  k  un  resultat  analogue. 

Gette  remarque  permet  de  rattacher  aux  travaux  sur  les  systemes 
de  cercles  et  de  spheres  les  proprietes  des  complexes  lin^aires. 

En  faisant  R"=  o,  les  equations  (i)  et  (a)  coincident.  Un  complexe 
special  s'ofTre  ainsi  comme  une  sphere  de  rayon  nul. 

59.  L'equation  generale  des  complexes*lineaires  qui  admettent  pour 
conjuguees  deux  droites  {u')  et  {u")  est  evidemment  la  suivante 

(3)  I  2(1/,-  tt;)«4-  jx  2(w,~  ul)*=z  o. 

En  identifiant  (2)  et  (3),  on  aura  la  condition  pour  que  les  droites 
{u')  et  {u")  soient  conjuguees  par  rapport  au  complexe  lineaire  (3). 
On  trouve  ainsi 

X  4-  |JL  _  X  MJ-H  [Lu]  _  XXa;«4-  H>2Mi\ 
~r"  ""  Ui         ""       2a,«--R«      ' 

de  ces  equations  on  deduit  sans  peine  les  suivantes 

2(«;-a,)(i/:-a,)  =  RS 
'k(u'i—a,)  -+-  \t.{Ni—a,)  —  o; 
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on  en  tire 

d'oii 

Ainsi  : 

La  transformation  par  polaires  rdciproques,  relativement  a  un  com- 
plexe  lineaire  donne^  soffre  comme  une  transformation  par  rayons  vec- 
tears  reciproques  dans  un  espace  a  quatre  dimensions. 

60.  II  peut  etre  interessant  d'interpreter  les  valeurs  infioies  de 
Ui^u^.u^fU^.  Elles  correspondent  aux  droites  de  I'espace  qui  rencon- 
trent  la  droite  de  Tinfini  du  plan  des  xOy,  Ces  droites  forment  done  un 
complexe  special.  AppelonsI  la  droite  a  Tinfini  du  plan  des  xOy;  des 
formules  precedentes,  ou  Ton  fait  i/-  =  a,,  on  conclut  que  la  droile  dont 
^19  ^3«  ^19  ^4  sont  les  coordonnees  est  la  polaire  de  la  droite  I  par 
rapport  au  complexe  lineaire  defini  par  Tequation  (2). 

De  meme  que  le  centre  d^une  sphere  est  Telement  correlatif  de 
rinfini,  la  droite  (a)  est  Telement  correlatif  de  Tinfini,  qui  se  trouve 
represente  ici  par  le  complexe  special  dont  I  est  Taxe  :  on  peut  dire 
que  la  droite  {a)  est  la  polaire  de  Tinfini. 

Lorsque  le  centre  d*une  sphere  est  a  Tinfini,  on  sait  que  son  equa- 
tion se  reduit  au  premier  degre.  De  meme  ici,  la  polaire  de  Tinfini 
etant  a  rinfini»  a,,  aj,  a,,  a^  sont  infinis,  et  I'equation  du  complexe 
lineaire  se  reduit  au  premier  degre.  Mais  comme»  dans  ce  cas,  la  droite  I 
rencontre  sa  polaire,  elle  appartient  au  complexe. 

L'equation  generale  des  complexes  lineaires  qui  contiennent  la 
droite  I  est  done  la  suivante 

Zbiiii—C—o, 

Si  les  constantes  b  sont  nulles,  Fequation 

represente  rinBni,  c'est-a-dire  le  complexe  special  des  droites  qui  ren- 
contrent  la  droite  I. 
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61.  La  correlation  normale  d*un  complexe  lin^aire  a  pour  coordon- 
nees  des  quantiles  proportioDnelles  a 

L'angle  de  deux  complexes 

a  done  pour  cosinus 

cos  6  zn         ^  *  /  \    «        *  /     . 


en  appelant  an^/e  ^e  deux  complexes  Tangle  de  leurs  correlations 
normales. 

La  droite  (i^)  appartient  aux  deux  complexes,  et,  en  ajoutant  leurs 
Equations,  on  trouve 

2l.{ui-ai){Ui—  bi)  =  R«-f-  R'«—  2(a,—  btY, 

done 


COS  6: 


2RR' 


Ceci  monlre  d'abord  que  deux  complexes  lineaires  se  coiipent  sous  le 
mime  angle  suivant  toutes  leurs  droites  communes. 
La  condition  de  contact  0  =  o,  ou  6  =  n  donne 

(R±:R')«-2(a,-^,)'=a. 

La  condition  d'orthogonalite  est,  au  contraire, 

R^-hR'^—^iai—biYz^o. 

Comme  Tequation  d'un  complexe  lin^aire  depend  de  cinq  constantes, 
on  conclut  que  cinq  conditions  suffisent  pour  le  determiner;  par 
exemple  :  cinq  droites;  une  droile,  et  un  couple  de  droites  conju- 
guees;  etre  tangent  a  cinq  complexes  donnes;  etre  orthogonal  k  cinq 
complexes  lineaires  donnes,  etc. 

Nous  allons  examiner  ce  dernier  probleme. 

62.  Soient 

S,=zO,      Si=ro,      Sa^^O,      84=0,      85=0, 


OU 


Sp=i2(M,-«^,^)«-R* 


p 
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les  equations  de  cinq  complexes  lineaires  donnes;  nous  poserons 


i 


de  sorte  que  le  cosinus  de  I'angle  des  complexes  S^  et  S^  aura  pour 
expression 


cos(/>,7)=^;- 


La  methode  employee  par  M.  Darboux  dans  la  recherche  de  la  sphere 
orthogonale  k  quatre  spheres  donnees  (Annates  de  Vicole  Normale^ 
187a)  est  integralement  applicable  a  la  question  que  nous  nous 
sommes  posee. 

En  augmentant  d'une  unite  le  nombre  des  variables,  lesformules  de 
M.  Darboux  trouvent  ainsi  une  interpretation  dans  la  geometric  des 
complexes  lineaires. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  mettre  Tequation  du  complexe  lineaire  ortho- 
gonal a  cinq  complexes  lineaires  donnes  sous  la  forme  elegante 

?( f^)  =  i  2  —  ^mI^pP-v^  o» 

oil  les  quantit^s  /x  sont  liees  aux  coordonn^es  u  de  la  ligne  droite  par 
les  equations 


iii=  ^ 


^\^P 


En  appelant  A  le  discriminant  de  la  forme  f  (jx)*  et  A|  ce  discrimi- 
nant horde  par  les  quantites  i,  i,  i,  i,  r»  o,  on  trouve 

Or,  quand  un  complexe  lineaire  special  est  orthogonal  k  un  com- 
plexe lineaire,  son  axe  appartient  a  ce  complexe.  On  voit  par  la  que 

A=:0 

est  la  condition  necessaire  et  sutBsante  pour  que  les  cinq  complexes 
proposes  aient  une  droite  commune. 

L'equation  Af  =  o  exprime  que  la  droite  I  et  ses  conjugues  par  rap- 
port aux  cinq  complexes  lineaires  donnes  sont  six  droites  d'un  meme 
complexe  lineaire. 
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63,  Soient  six  complexes  lin^aires  S,  =  o,  83  =  0,  ...,  Se  =  o; 
cherchons  la  condition  qui  doit  etre  remplie  pour  qu'ils  soient  ortho- 
gonaux  a  un  seplieme  complexe  S  =  o. 

La  condition  d*orthogODalite 

pent  s'ecrire  en  posant 

H^iz.RJ-Sa«.„ 

i 

Or,  si  Ton  pose 

2a,   2a,  2a3  2a4 R* — 2a?  i 

—  a,        —  a,        —  aj        —  a^  a^  a^ 

cette  equation  s'ecrit 


(e) 


«P,i«i  -+■  «i>,sas-l-  «p,»a»-^  «;»,*«* -H  «»-+-  Hpa«=:  o. 


tandis  que  Tequation  du  complexe  orthogonal  devient 

a^S  wj  4- a,  W|  4- «!  Wj 4- «»  Wa-i- a* I/*-— a3=  o. 

Pour  que  les  six  complexes  proposes  soient  orthogonaux  a  un  meme 

complexe  lineaire,  il  faut  et  il  suiBt  que  les  six  equations  homogenes  {e) 

soient  compatibles.  II  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  determinant  sui- 

vant  soit  nul 

a,i     aj,    a,,    a^    H| 

a,,     a,,    a,3    a,*    H, 

aj,     a,,     azz     a^^     Ha 

«»1       «*t       «48       «*♦       Hfc 

aji     ajj     a,j     a^^     Hs 
ae,     ae,     a^j     ag^     He 

Theorems.  —  Pour  que  six  complexes  lineaires  soient  orthogonaux 
a  un  mime  complexe  lineaire^  ilfaut  et  il  suffit  quil  existe  entre  les  pre- 
miers membres  de  leurs  equations  une  relation  lineaire  et  homogene. 

Cela  r^sujte  imm^diatement  de  la  condition  que  nous  venons  de 
irouver. 


=  0. 
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Theoreme.  —  itant  donnes  sept  complexes  lineaires  tels  quit  nexisle 
pas  de  complexe  lineaire  orthogonal  a  lafois  a  six  d'entre  eux^  il  exis- 
tera  entre  les premiers  membres  de  leurs  equations  une  relation  lineaire  et 
homogene^  dans  laquelle  aucun  des  coejficients  nest niU. 

Soit,  en  effet,  la  relation  identique 

S//f  —  icip,\i^\  —  2ap^iUf — lOp^iU^ —  lap^i^u^ —  lip —  Sy,i=o. 

En  eliminant  2wJ,  —  21/,,  —  2^2,  —  21/3,  —  2W4,  —  i  entre  les  sept 
relations  qui  affectent  cette  forme,  et  qu'on  obtient  en  faisant 
/I  =  1 ,  2,  3, . . . ,  7,  on  trouve  le  determinant  nul  : 


«7 


«is  «i8  «u  Hi  Si 

«lt  «21  «t4  Hf  Sj 

«M  «8l  fl^»4  H,  Sj 

a^,  a^s  a^t  H*  S* 

asi  «58  ««*  Hj  Sg 

«6t  ^6»  ^6*  H«  Sg 

«7t  «78  «7*  H7  S7 


Ce  qui  prouve  bien  qu'il  existe  entre  les  S^  une  relation  de  la  forme 

Si  Tun  des  coefficients  X  etait  nul,  X^  par  exemple,  il  existerait  une 
relation  lineaire  entre  S^  •••»  §«,  et  il  existerait  un  complexe  lineaire 
orthogonal  a  la  fois  aux  six  complexes  Sf  =  o,  . . . ,  Se=  o,  ce  qui  est 
contre  Thypothese. 

64.  On  en  deduit  que,  si  S,, . . .,  Se  sont  six  complexes  lineaires  non 
orthogonaux  a  un  meme  complexe  lineaire,  I'equation  d*un  complexe 
lineaire  quelconque  pent  affecter  la  forme 


Posons 


p               p 

Mf«5./-ttP7,.  =  (2A?- 

p 
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d'ou  Ton  lire 

j^2  __  V : v^n 

p 

011/?=:  I,  2,  3,  4»  5,6  et  i  =  1,2,  3,4- 

En  posant  / 

et  remarquant  que  le  cosinus  de  Tangle  des  complexes  S^,  S^  a  pour 
expression 


•=^^('''^)=Jk^;' 


on  peut  ecrire  encore 


1^8  _-  P M^ 


Ji 


p 

et,  si  Ton  convient  de  faire  co8{p,q)  =  i  pour  q^=p^  on  peul  metlre 
la  valeur  de  R'  sous  la  forme  simple 

2  ^pjrgCOS{p,q) 
R«^  C_7 ^^ 

ZRp 

D'ailleurs,  le  complexe  S  =  o  a  pour  equation 

s(w,— A/)'-R'=o. 

On  sait  qu*en  coordonnees  pentaspheriqueson  detinitle  point comme 
une  sphere  de  rayon  nul.  Dans  le  cas  actueU  on  peut  definir  une  droite 
comme  Taxe  d'un  complexe  lineaire  special. 

Si  done  les  quautites  x  sont  telles  que  le  complexe  S  =  o  soit  special, 
c'est-a-dire  si  ces  quantites  verifient  Tequation 

on  pourra  envisager  oc^,X2,  . . .,  ^b  comme  les  coordonnees  homogenes 
d'une  ligne  droite.  , 

Ainsi,  dans  ce  systeme  de  coordonnees,  I'espace  regie  s'offre  comme 
un  espace  quadratique  a  quatre  dimensions. 

Jnn.  de  l*F.c.  Kormale,  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Septkhbrc  18P2.  38 
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65.  Pour  retrouver  le  systfeme  de  coordonnees  de  M.  Klein,  il  sufflt 
de  supposer  que  les  six  complexes  fondamentaux  sont  orthogonaux 
deux  a  deux.  Les  rectangles  des  variables  diparaissent  de  il{x)9  qui  se 
reduit  des  lors  a 

La  formule  (/),  oil  A,  est  remplace  par  m„  permet  le  passage  des 
coordonnees  u  aux  coordonnees  x,  et  inversement. 
II  est  facile  de  reconnaitre  qu'en  posant 


le  complexe  lineaire 


a  pour  equation^  dans  le  nouveau  systbntie  de  coordonnees^ 

V 

Si  Ton  designe  par  (/,/?)  Tangle  du  complexe  precedent  avec  le 
complexe  fondamental  S^,  il  est  clair  qu*on  a 

Cette  equation  donne  une  interpretation  simple  des  coefficients  de 
I'equation  d'un  complexe  Iin6aire  en  coordonnees  de  M.  Klein. 
On  voit  que  cette  equation  pent  s'ecrire 

2j:-^C0S(/,  />)=-.  o. 

66.  Gherchons  la  condition  en  fonction  des  nonveaux  coefficients 
pour  que  le  complexe  lineaire 

^lp.Tp—0 
P 

soit  special. 

Gherchons  d*abord  la  condition  de  rencontre  de  deux  droiles  {x') 
et  (.r").  On  trouve 
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Si  Pod  a 

9lp—    -j-T-     (/;  ^1,2,3,  ...,6), 

le  complexe  ^l^x^  =  o    se   composera   evidemment  de   droites    qui 

rencontroni  \^^  droite  {x')  :  il  sera  special.  En  eliiriiDant  x^  et  p 
Q9  =  t|  2) . .  •)  6)  eotre  les  six  equations  precedentes  et  Tequalion 

on  aura  la  condition  pour  que  le  complexe  soit  special.  Ainsi,  en  desi- 
gnant  par  $(§)  la  forme  adjointe  de  la  forme  il[x)^  T'equation 

*(/)  =  o 

exprime  que  le  complexe  llpXp=  o  est  special. 

p   • 
On  reconnait  dans  $(/)  une  forme  generate  de  ce  que  M.  Klein  ap- 

pelle  Vinvariant  du  complexe. 
67.  L'equation 


ou 


djCp  —  o , 


exprime  la  rencontre  de  deux  droites  successives  de  Tespace. 
Mais  eomme  oo  a  toujours 

on  en  deduit  que 

^    ^  dxp-hil{d;v)  —  o. 
^^    u*v p 

Par  consequent 

il{djL) 

est  la  forme  quadratique  des  diffefenlielles  dont  revanouissement  ex- 
prime  la  rencontre  de  deux  droites  successives  de  Tespace. 
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En  iiegligeant  une  ronction  independanle  ilesditrerentielles,  on  peut 
prendre 

pour  la  forme  fondamentale. 

68.  Cela  pose,  cherchons  Texpression  de  Tangle  de  deux  complexes 
lineaires  (/)  el(/');  en  designant  par  (dla?)  et  (rf'o?)  leurs  correlations 
normales,  on  sail  que 


?'/;>- 


p 

dUid'.r) 
"Jd':^' 


^  p 


En  designant  par  4>(?)  la  forme  adjointe  de  L1{x)  comme  precedem- 
ment»  on  en  deduil  que 

>     ddjc,    ^^'^  Z     dQ     '" 

ros(  /,  /' )  -^  -  -", ...=^-  ^  -    !'  -^  . 

Prcnons  en  particulier  le  cas  des  coordonnees  de  M.  Klein,  oil  les  six 
complexes  fondamentaux  sont  orlhogonaux  deux  a  deux.  Alors 


(lone 


"p 
p 


1/  t 
cos(/, /')^  V 


p      p 


Prenonspour  te  complexe  (/')  le  complexe  orthogonal  aux  complexes 
Sa,  Sj Sa,  on  aura 

Mais  il  est  clair  que  ce  complexe  coincide  alors  avec  le  complexe  S, ;  on 
a  done 


el,  en  general, 


p 


coS(^/,  f/)7-_   --^/-       (Y -:  i,a,3,  .  ..,6); 
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on  en  deduit 

£  cos* {I,  q)^=zi. 

Done  : 

Iaz  somme  des  carres  des  cosinus  des  angles  que  fait  un  complexe  li- 
niaire  as^ec  six  complexes  lineaires  orthogonaux  deux  a  deux  est  egale 
a  r unite. 

En  remplaijant  dans  I'expression  de  cos(/,  /')  les  quantiles  /  et  /'  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  cosinus  des  angles  des  deux  complexes 
avec  les  six  complexes  fondamentaux,  on  trouve 

cos(/,  /')  =:  2  cos(/,  ^)cos(/',  7)     (7  —  i,  2,  3,  .  .  .,  G). 

Ainsi  : 

Le  cosinus  de  V angle  de  deux  complexes  lindaires  est  egal  a  la  somme 
des  produits  des  cosinus  des  angles  que  ces  complexes  font  avec  six  com- 
plexes lineaires  orthogonaux  deux  a  deux. 

Ces  deux  theoremes  etablissent  un  rapprochement  avec  Tespace 
ponctuel. 

69.  Avant  de  terminer  ce  qui  a  trait  au  choix  particulier  des  coor- 
donnees  quadruplement  orthogonales  que  nous  avons  fait,  et  apres 
avoir  montre  comment  les  coordonnees  de  M.  Klein  s*en  deduisent 
comme  une  extension  des  coordonnees  pentaspheriques,  nous  devons 
montrer  encore  comment  on  pent  les  rattacher  a  la  representation  des 
lignes  droites  par  des  spheres  de  M.  Lie. 

II  sufBtde  remarquer  que,  si  Ton  cherche  a  representer  par  un  espace 
ponctuel  les  droites  du  complexe  liniaire 

on  tombe  precisement  sur  la  correspondance  que  M.  Lie  a  decouverle. 
On  peut  done  considerer  les  coordonnees  u,,  1^29  <^3f  ^4  comme  eta- 
blissant  une  correspondance  analogue,  mais  cette  fois  entre  les  droites 
de  \ espace  regie  ^X.  un  espape  ponctuel  a  quatre  dimensions.  C'est  I'idee 
qui  nous  guidera  en  dernier  lieu  dans  Tetude  des  proprietes  inPinitesi- 
males  du  second  ordre  des  systemes  de  droites. 
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TROISIEME  PARTIE. 

LES  PKOPRIETES  INFINITESIMALES  DU  SECOND  ORDRE. 


I.  —  £tude  de  la  forme  fondamentale. 

70.  Nous  avoDS,  des  le  debut,  defiui  la  forme  quadralique  des  diffe- 
renlielles  des  coordonnies  comine  una  fonction  de  ces  diff^rentielles 
exprimant  par  son  evanoui^^ement  la  rencontre  de  deux  droites  duccei^ 
sives  de  Tespace.  Dans  la  suite,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  prendre 
pour  cette  forme  le  moment  des  deux  droites  u  et  (u  -h  du)^  mais  ce 
choix  pouvait  etre  fort  different.  II  eut  suffi  de  multiplier  M(^)  par 
un  coefficient  independant  des  differentielles  des  coordonnees.  Les 
proprietes  du  premier  ordre,  I'expression  de  Tangle,  eussent  conserve 
leur  forme;  mais  les  proprietes  du  second  ordre  dependent  essentielld^ 
ment  de  la  variation  de  la  forme  fondamentale  et,  par  consequent, 
de  $a  determination  absolue.  Nous  ne  developperons  pas,  dans  ce  m^ 
vail,  ce  point  de  vue  general. 

Nous  nous  contenlerons  de  donner  quelques  resultats  relaiifs  au 
choix  particulier  du  moment  des  deux  droites  successives  pour  valeur 
absolue  de  la  forme  fondamendale;  apres  quoi,  nous  cberchtrons  dans 
Tanalogie  ci-dessus  reconnue  entre  les  spheres  et  les  complexes 
lineaires  une  traduction  des  proprietes  infinitesimales  du  second  ordre 
de  Tespace  regie. 

71.  Designons  par  M[du)  la  forme  quadratique  qui  est  egale  au 
moment  de  deux  droites  infiniment  voisines  de  Tespace,  ainsi  que 
nous  Tavons  deja  fait. 

II  sera  peut-elre  commode  de  designer  sous  le  nom  A^iloignement  de 
deux  droites  (u),  [u  +  du)  une  quanlite  dontle  carre  soit  egal  kM(</ii). 
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Si  deux  droites  sont  tracees  sur  une  surface  reglee,  el  qu'on  prenne 
riutegrale 


fs/WidTt 


entre  deux  droites  A  et  B  de  la  surface  entre  lesquelles  M{du)  reste 
coDSlamment  posilif,  on  pourra  dire  que  Tintegrale 


(I)  E^  f  sfMidH 


) 


represente  I'eloignement  des  droites  A  et  B  sur  la  surface  consideree. 

Si  Ton  se  donne  deux  droites  A  et  B  dans  un  sysleme  de  droites 
(congruence,  complexe  ou  espace  regie),  et  que  Ton  envisage  les  sur- 
faces de  ce  systeme  qui  passent  par  les  droites  A  et  B,  on  pent  iinaginer 
celle  de  ces  surfaces  qui  donne  lieu  a  une  valeur  de  £  dont  la  premiere 
variation  soit  nulle.  La  solution  de  ce  probleme  conduira  a  concevoir 
ce  qu'on  pent  appeler  la  surface  geode'sique  du  systeme. 

Ce  probleme  offre  le  lien  le  plus  etroit  avec  celui  qui  consiste  a 
chercher  I'expression  des  coordonnees  en  fonction  d'un  parametre  X, 
de  telle  sorte  que  I'expression 


-lym 


(.)  ¥=J     M(:^)^ 

ait  sa  premiere  variation  nulle. 

Les  Equations  de  Lagrange  relatives  a  ce  dernier  probleme  affectent 
la  forme  generale 

...  d  dMjii')       dM{u')  _ 

,        dui 

Par  une  extension  du  theoreme  des  forces  vives,  les  equations  (3) 
admettent  Tintegrale 

(4)  M(m')=:  const. 

L'^liminatioD  de  dk  entre  les  equations  (3)  conduit  aux  Equations 
diflerentielles  entre  les  coordonnees  u  qui  resolvent  le  premier  pro- 
bleme. 
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« 

72.  Supposons  d'abord  que  nous  cherchions  les  surfaces  geode- 
siques  de  Tespace  regie.  Les  equations  (3)  s'integrent  sans  difRcuU^. 
Prenons  des  axes  rectangulaires  et  faisons  coincider  0^  avec  la 
droire  A,  par  exemple;  nous  prendrons  pour  variables  independantes 
les  conslantes  a,  6,  /?,  q  des  deux  equations  de  la  ligne  droite 

jc^naz  -^  p^      r  -  bz  -4-  q. 

La  forme  }\{du)  a  pour  expression 

da  dq  —  db  dp 


et 


\-\-a}^  b^ 


Les  Equations  de  Lagrange  sont  done 

jrf  q'  _  _  a'q'—b'p' 

^y  \d\  i-^a^^b^"'^     "^  {i-^a*-^b^y' 


d  y  d 


dk  \-\-a^-\-b^         '     d\\-\-a^-^b 


r.  —o. 


En  tenant  compte  de  Tintegrale  (4),  on  trouve  aisement  es  int^ 
grales  de  ces  equations 

/r:x  g  _   ^  _«i7-^«i/>_tang(v/a?-4-a*X)  «   n  -  v  li 

X  esl  une  variable  auxiliaire  et  a,,  aj,  /3,  y  sont  des  constantes  expri- 
mees  en  fonction  des  valeurs  iniliales  de  a,  b,  p,  q  et  de  leurs  deri- 
v6es  relatives  a  la  droite  A  de  la  maniere  suivante 

Si  Ton  prend  pour  Oy  la  perpendiculaire  commune  a  A  et  ^  B,  et  si 
Ton  fait  correspondre  >.  =  X,  a  la  droite  B,  en  designant  par  A  et  d  la 
pins  courte  distance  et  Tangle  aigu  des  droites  A  el  B,  on  a 

_,.  0-4-/ir  /,(OH-/nt) 

(6')  «,=  -       -       ,        a,^0,       pzrro,       7-^-^-1 ^ 
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(/I  est  un  entier  quelconque).  Les  formulas  (5)  deviennent 

(7)  a=lang(0 -h/i7r)  y,      b=:o,     p  —  o,     q  —  h^* 

On  en  deduit 

(8)  f  =:lang|(0-i-/l7:). 

On  reconnait  la  Tequation  generale  des  helicoides  gaudies  que  Ton 
peut  faire  passer  par  les  droiles  A  et  B.  Ainsi  : 

Les  helicoides  gauches  sont  les  surfaces  geodesiques  de  Vespace  regie. 

Us  se  presentent  comme  analogues  de  la  ligne  droile  dans  Tespace 
ponctuel.  En  sorte  que,  tandis  que  le  deplaeement  qui  fait  decrire  k 
un  point  de  Tespaee  la  ligne  geodesique  est  un  deplaeement  recdligne, 
celui  qui  fait  decrire  a  une  droite  la  surface  geodesique  de  Tespace 
r6gl6  est  un  deplaeement  helicoidal. 

73.  II  est  nalurel  de  rechercher  si  les  helicoides  correspondent  a 
une  propriety  de  maximum  ou  de  minimum  relativement  a  Tintegrale 


j\f^M{du). 


II  suflit  d'etudier  le  signe  de  la  variation  seconde. 
Partons  des  equations 

rt^langX,      b^%/Ck),     p=^<f{\),      q:=ih\-^^^{X\ 

qui,  pour  a  =  jS=7  =  o,  representent  un  helicoide  gauche  passant 
par  Oz  et  par  la  droile  dont  les  coordonnees  sont  a=  tangX^,,  6  =  0, 
p  =  o,  q  =  hyQ,  pourvu  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies 

/(o)  =  o,     (p(o)  =  o,     4;(o)=o,    /(Xo)  — o,     ^(Xo)  =  o,     ^(Xo)  =  o; 
on  a 

dadq-^dbdp  __  ^j4^( X)-a3/(X)(p7X)cosn 

d'oii 

Jnn,  dr  i'/lc,  Aornin/e.  a*  Sciie.  lomc  XI.  —  Septf.mbre  1882.  3c) 
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Allribuons  a  a,  ]3,  7  la  valeur  zero,  I  sera  egal  a  la  valeur  I^  relatiye 
a  rhelicoide.  Si  a,  ]S,  7  sont  Ires  pelils,  I  sera  la  valeur  de  Tintegrale 
relative  a  une  surface  infinimenl  voisine  de  rhelicoide,  et  I  —  U  sera 
la  difference  de  ces  inlegrales  dont  il  faul  eludier  le  signe. 

Le  radical  qui  muhiplierfX  sous  le  signe  somme,  en  posant 


r,  i=z  Y  -^  -  '      t^i-         -     -  U*/*  PO^  COS* A  —  7'^,        -*-  ^}/\l)  ^'0)  cos' A    , 

^\  /t  9.\  It    L  '  ^"  *  J 

se  developpe  par  la  forniule 

De  la,  en  reniarquanl  que  It  =  j    \hdX  =\h')^^ 

I  -  U^-  f      ^^-^  ^rA  -^  f      jr.itA  -^  f     t^d)., 

oil  £'  designe  dans  le  developpement  du  radical  les  (ermes  qui  ne 
contiennent  pas  de  termes  en  or,  jS  ou  7  a  une  puissance  inferieurea  3. 
On  se  rend  compte  ainsi  que 


I 


^^^  f    ^.fO. 


est  une  expression  de  la  variation  seconde. 
En  posant 

fc^r  ces  integrales  sonl  toujours  positives)  el 


on  a 


On  peul  toujours  faire  en  sorte,  par  un  cboix  de/(7.>  et  5;  (>\  que  A  ei 
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L  ne  soient  pas  nuls.  Or,  it  est  clair  qu'on    peut  choisir  a,  /3,  7  de 
soi'te  que  J  ait  tel  signe  qu'on  voudra. 

II  n*y  a  done  pas  de  maximum  ni  de  minimum  pour  riielico'ide. 

74.  Le  probleme  que  resolvent  les  equations  (5)  conduit  a  une 
interpretation  geometrique  des  variables  normales^  introduiles  par 
M.  Lipschitz.  Nous  allons  nous  arreter  un  instant  sur  ce  point. 

Nous  remarquons  d'abord  que  tout  helicoide  gauche  mene  par  A 
ou  Oz  y  determine  une  correlation  de  Chasles. 

Reciproquement,  donnons-nous^nne  correlalion  de  Chasles  sur  Oz, 
prenons  Torigine  au  plan  central  et  le  plan  central  pour  jzOj*.  De- 
signons  par  k  le  parametre  de  distribution;  Thelicoide  qui  a  pour 
equation 

definit  sur  Oz  la  correlalion  proposee. 

On  peut  dire  que  cet  helicoide  est  determine  par  0:;,  et  par  la 
droite  infiniment  voisine  de  Oz  qui  determine  sur  Oz  la  correlation 
proposee. 

L'analogie  de  cet  helicoide  avec  la  ligne  droite,  tangenle  a  une 
courbe  dans  Tespace  ponctuel,  est  evidente. 

Considerons  deux  droites  A  (prise  pour  Oz)  et  B,  cetie  derniere 
ayant  les  coordonnees  que  nous  lui  avons  assignees  au  n®  72. 

Des  relations  suivantes 

qui  ont  lieu  pour  les  droites  d'un  des  helicoides  qui  passent  par  A  et 
B,  on  deduit 

Maintenant  la  derniere  des  equations  (6)  nous  donne 


Si  Ton  convient  de  prendre  constamment  n  —  o,  on  a 
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Pour  line  droite  B  donnee,  E  est  bien  determine,  ainsi  que  la  corre- 
lation que  definit  sur  A  rhelieo'ide  particulicr  passant  par  A  et  B  que 
Ton  considere.  Reciproquement,  une  correlation  sur  A  definit  un  be- 
licoide,  et,  si  on  lui  adjoint  une  valeur  de  Teloignement  E,  on  definit 
une  droite  sur  cet  helicoide. 

Voici  done  un  systeme  de  coordonnees  completement  analogue  aux 
coordonnees  polaires.ll  nous  sutBra  de  Tavoirindique.  II  estclair  que 
son  usage  conduira  a  des  analogies  avec  Tespace  ponctuel.  Citons,  par 
exemple,  les  complexes  qu'on  pourrait  appeler  sphdriques  et  carac- 
terises  par  Tequalion  E  =  const. 

75.  Nous  passons  actuellement  a  Tinterpretation  geometrique  des 
variables  normales  de  M.  Lipscbitz. 

Les  formules  (6)  permetlent  de  mettre  les  formules  (5)  sous  la 
forme  suivante 

(      a      _      h      __         {b'^A)q-h{a'^l)p         _  tangv(a;X)>4-(6;X)''^ 

(  («'oX)^-(^;x)/>  =  (a;x)(^;x)-(6;x)(/>;x). 

Ces  formules  montrent  que  a,  b,p,  q  sont  des  fonctions  de  a^\,  b'^X, 

Po^*9o^^   qui  sont  precisement  les  variables  normales,  dans  le  cas 

actuel. 

Posons 

a'o  X  T^  «,,     b'^  X  _  M,,     />;  X  --  Wj,     g'^  X  —  u^. 

Les  formules  (9)  deviennent 


(10)  <     «1    ~    Wa    ~      //jW4-|-a,W3    ~  y/wj-h  //j""' 


uyq  —  u^p  —  ii^u^—  Ui  w,. 


Les  formules  (10)  permettent  le  passage  des  coordonnees  a^b^p^  q 
de  la  ligne  droite  aux  coordonnees  normales. 

Nous  aliens  rapprocber  les  coordonnees  normales  des  coordonnees 
polairesy  dont  nous  avons  deja  parle. 
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Posons 


«1  Wj  «i     ~   ^4^ 


en  designant  par  M{du)  la  forme  quadratique  rondamenlale,  exprimee 
a  Taide  des  variables  normales  et  de  leurs  differentielles;  on  trouve 


Interpretons  V^1V1(</).  Quand  la  droite  decrit  un  helico'ide  passant  par  A, 
on  a  Ui=UiXy  oil  u]  est  constant.  Done 

Jo 

Done  VM(m)  rcpresente  Teloignemenl  des  deux  droites  A  (ou  Oz)  el 
(i^)  sur  un  helicoide  passant  par  ces  deux  droites. 

Mais^i»/2,/3,^4  sent  les  cooordonnees  liomogenes  d*une  correlation 
anharmonique  sur  A. 

Les  formules(ii)  permettentdonc  de  passer  des  coordonneespolaires 
aux  coordonnees  normales.  En  appelant  parcunitres  directeurs  d'une 

correlation  lesquanlites-=4=r»  ainsi  qu*on  le  fait  pour  les  directions, 

on  peut  dire  que  les  coordonnees  normales  sent  egales  aux  produits  de 
Veloignement  gSodesique  par  les  parametres  directeurs  d*une  correlation. 
On  sait  que,  si  a,  p,  y  sontles  paramelres  directeurs  d'une  direction 
de  droite  et  /?  la  distance  a  I'origine  d'un  point  de  cette  droite,  on  a 

ces  formules  et  les  formutes  (i  i)  sont  completement  analogues.  Ainsi, 
Us  coordonnies  normales  sont  analogues  aux  coordonnees  rectUignes 
dans  I'espace  ponctuel. 
Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

76.  Comme  application  des  formules  (lo),  nous  avons  cherche  si, 
pour  un  systeme  convenable  de  coordonnees  de  la  ligne  droite,  la 
forme 

dadq  —  dbdp 
IH- rt' -+-  6* 
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etait  reductible  a  une  forme  a  coefficients  constants.  D*apres  un  theo- 
reme  sur  les  formes  de  differenlielles  dii  a  M.  Lipschilz,  il  est  neccs- 
saire  et  suffisant  de  chercher  si  le  type  normal  du  moment  eiemen- 
taire  est  une  forme  a  coefficients  constants. 

Nous  avons.calculc  le  coefficient  de  du]  dans  le  type  normal;  nous 
avons  trouve  une  expression  compliquee  et  qui  n'est  point  constante; 
done  :  Parmi  les  formes  quadraliques  et  quaternaires  qui  appartlennent 
a  la  mime  classe  ( * )  que 

(lath J  —  dbdp  • 

il  ny  en  a  aucune  qui  ait  tous  ses  coefficients  constants, 

77.  Ce  qui  caracterise  un  espace  lineaire,  c'est  precisement  la  pos- 
sibilite  de  trouver  une  forme  a  coefficients  constants  et  appartenant  a 
la  meme  classe  que  la  forme  fondamentale  a  laquelle  on  rapporle  cet 
espace. 

Par  exemple,  dx^-h  dy^  caracterise  Tespace  plan  eties  surfaces  qui 
lui  sont  applicables  :  la  forme  dx^  4-  dy^  -+-  dz^  caracterise  Tespace  eu- 
clidien,  qui  est  lineaire. 

Ainsit  adopter  pour  forme  fondamentale  le  moment  elementaire 
revient  a  considerer  Tespace  regie  comme  un  espace  non  lineaire  a 
quatre  dimensions.  On  sait  que,  chez  Plucker  et  les  geomfetres  al- 
lemands,  Tespace  regie  est  conQU  comme  un  espace  quadratique  a 
quatre  dimensions.  On  pourrait  rapprocher  le  resultat  que  nous  ve- 
nons  d'obtenir  de  cette  conception. 

78.  Ce  que  nous  vcnons  de  dire  pour  Tespace  regie  est  applicable 
a  tout  ^omplexe  ou  a  toule  congruence.  Le  moment  est  dans  un  cas 
une  forme  quadratique  ternaire,  dans  Tautre  une  forme  quadratique 
binaire;  car  les  coordonnees  d'une  ligne  droite  s'expriment  avec  trois 
parametres  si  elle  decrit  un  complexe,  et  avec  deux  si  elle  decrit  une 
congruence. 


( >)  Nous  disons  avec  M.  Lipschilz  que  deux  formes  des  diff(§riBnlieiles  dux,  . . .  et  r/i'i, . . . 
sont  de  la  ro^me  classe  quand  une  transformation  faisant  passer  des  variables  u  aux  variables  v 
les  rend  identiques. 
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Le  ealcul  applique  aux  complexes  cl  aux  congruences  lineaires  ne 
conduit  pas  a  des  integrations  aussi  faciles  et  aussi  simples  que  dans 
le  cas  de  Tespace  regie.     . 

Nous  nouscontenterons  actuellement  de  ces  indications,  pour  passer 
a  r^lude  des  proprietes  du  second  ordre,  fondees  sur  Tanalogie  que 
nous  avons  etablie  enlre  les  complexes  lineaires  el  les  spheres  dans  un 
espace  a. quatre  dimensions.   . 


II.  —  Sur  les  droites  infiniment  voisines  d'une  droite  d'un  complexe 

liu^aire. 

79.  Reprenons  les  coordonnees  quadruplement  orthogonales,  qui 
sont  les  constantes  des  equations  de  la  droite  mises  sous  la  forme 

^~(t/,-f- laa)-^ -h(— Mj-H /«v),      . 

Le  moment  de  deux  droites  [u'),  [u")  a  generalement  pour  expres- 
sion 

JAl^'i-Jli}^  __  ■     . 

v/i+Cw'jH-fVj  )*  +  («;-+-  in', )  V*  -^  ( <  +  ^'"3  y  +  ( "i  -^  "'I )' ' 
Un  complexe  lineaire  passant  par  Taxe  Oz  a  pour  equation 

(2)  S/// —  ;«2a/W/ ~o, 

et  la  condition  nec^ssaire  et  sufBsante  pour  que  les  droites  (m'), 
(w")  soient  conjuguees  par  rapport  a  ce  complexe  s'exprime  par  les 
equations 

>  4_  jx  r- '- '- -' , 

J^s  premieres  equations  (3)  sont  satisfaites  en  prenant 

oil  Pi  d^signe  une  arbitraire  qui  change  de  valeur  avec  son  indice.  En 
portant  dans  la  derniere  des  equations  (3),  on  trouve 

(4)  Saf-hXixSpJrzzo. 
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Posons 

S'  =  Zm';»  — aSo/uJ; 

on  trouve 

S'=i.*Zp}-Zaf,' 

ou,  ^  cause 

de 

(4), 

(5) 

Posons 

T  =  s(«;.  _«;.)'; 

on  trouve 

T 

=  (X 

.-,)..P?=    (^-/^' 

d'oii  enfin 

/S'y 
'-        s'  ■ 

Sal, 


Supposons  que  la  droite  {u')  soil  infiniment  voisine  de  Oz,  il  en  sera 
evidemnient  de  memo  de  (a"),  et  le  moment  {u\  u")  des  droites(tt') 
el  [u")  a  pour  expression 

oil  e'  designe  un  infiniment  petit  da  second  ordre. 

Soil/)  Tordre  du  resultal  de  ia  substitution  de  u^^  u^^  i/',,  u^  dans  le 
premier  membre  de  Tequation  du  complexe,  quantite  que  nous  appe- 
ions  S'.  On  a 

oil  e'''  est  un  infiniment  petit  de  Tordre  p.  Done 

Si  /7=  ii  ce  qui  est  le  cas  general,  aux  infiniment  petils  du  troi- 
sifeme  ordre  pres,  on  a 

le  moment  {u\  u")  est  du  second  ordre. 
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Sip=  2,  aux  infmiment  pctits  du  sixiime  ordre  pres,  on  a 


«''«') -(^y^ 


le  moment  {u\u")  est  du  quatrieme  ordre,  etc. 
Ainsi  : 

Le  moment^  par  rapport  a  sa  conjuguee  dans  un  complexe  lineaire, 
d'une  droite  infiniment  voisine  d'une  droite  de  ce  complexe,  est  gene- 
ralement  du  second  ordre.  Ce  moment  est  proportionnel  au  carre  du 
resuUai  de  la  substitution  des  coordonnees  de  la  droite  dans  le  premier 
membre  de  V equation  du  complexe. 

III.  —  Propri^t^s  du  second  ordre  des  surfaces  r^gl^es. 

80.  Soient /(w)  =  o,  (p(w)  — o,  J/(«/)  =  o  les  equations  d'une  sur- 
face reglee.  En  conservant  des  notations  deja  employees,  deux  diff(''- 
rentiations  successives  donnent 

1  V i  dui  ---  o,     ^  V/  dut  -  o,     1  W|  dui  ---  o, 

2  U  /  d^  Hi  4-  -  U ij  du i  duj  ■-—  o , 
y:\idUti  ^Z\ijduiduj  -o, 
^  Wid*  Ui  -h  2  W,y  dui  dUj  —  o. 

Supposons  que  nous  nous  proposions  d'etudicr  la  surface  autour 
d'une  de  sesdroites  prise  pour  axe  0^. 

Designons  par  U',  V*,  W?  ce  que  deviennent  les  derivees  parlielles 
quand  on  y  suppose  les  u  nuls,  et  designons  par  Uo(^m)»  Vo(^2^)« 
Wo(rfa)  ce  que  deviennent  les  sommes  lU^/  rfw,  duj 

L'equation  generale  des  complexes  lineaires  langenls  a  la  surface 

sera 

2  M?  —  2  2 ( /Uy  -h  m  V;  \-  n  W}')  Ui  -   o. 

Si  dans  cette  equation  on  substitue  les  coordonnees  [du~h\d^u)  de 
la  droite  de  la  surface  infiniment  voisine  de  0:;,  on  trouve  pour  resullat, 
a  cause  des  equations 

2  u ;  dui  r.-  o,    2  v;^  du,  -  o,    2  wy  du,  r  O, 

S' .--  2  duf  —  2(/Uy  -r-  m  V?  -h  /iW/  )  d'  Ui  t- 1\ 

•  Ann.  de  /'/if.  Aormae.  2«  Seric.  Ionic  XI.—  Septehbrc  ihSa.  4^ 
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Done  : 

Le  moment  d'une  droite  A  d'une  surface  rdglee  par  rapport  a  sa  con- 
juguee  dans  un  complexe  lindaire  tangent  a  la  surface  suwant  une 
droite  infiniment  voisine  de  A  est  du  quatriime  ordre. 

L*expression  dc  S'  peut  se  transformer  si  Ton  a  egard  aux  equations 

on  trouve 

On  peutse  proposer  tie  chercher  s*il  existe  des  complexes  lineaires 
tangents  a  la  surface  pour  lesquels  le  moment  soit  d*un  ordre  superieur 
au  quatrieme.  II  sutlit  evidemment  de  poser 

St/f/?-H  /Uo(<iM)-h  mVo(t/M)-H  /^Wo(<^w)=o  ; 

le  moment  est  alors  du  sixieme  ordre.  Parmi  les  complexes  tangents 
qui  sont  triplement  indetermines,  les  complexes  que  nous  venons  de 
trouver  forment  un  systeme  doublement  indetermine.  On  pourrait 
appeler  ces  com^\Q\Qs[osculateurs, 

lis  forment  un  systeme  lineaire  et  ont  par  suite  en  commun  un  meme 
hyperboloide,  que  nous  appellerons  V hyperbohide  osculateur  de  la 
surface. 

En  exprimant  que  le  moment  etait  du  sixieme  ordre,  nous  avons 
eerit,  au  fond,  que  les  droites  de  la  surface 

D,         W,=nO,       WjizzO,       //j=0,       ^4=10, 

D',     rf//,,  rfwj,  e/wj,  dui,, 

etaient  dans  le  complexe.  Ces  trois  droites  apparliennent  done  aux 
complexes  osculateurs,  et  par  suite  a  leur  hyperboloide  commun.  On 
retrouve  ainsi  la  definition  habituelle  de  Thyperboloide  osculateur. 

Rappelons  que  les  generatrices  dun  mSme  systeme  de  V hyperboloide 
osculateur  sont  les  tangentes  asymptotiques  de  la  surface  reglee  le  long 
de  la  generatrice  consideree. 

La  raison  en  est  la  suivante :  les  generatrices  A  d'un  systeme  ren- 
conlrent  trois  droites  consecutives  D,  D',  D"  de  la  surface;  chacune  est 
done  une  tangente  inflexionnelle  de  la  surface. 
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L'hyperbolo'ide  osculateur  s*oflFre  ainsi  comme  le  lieu  cles  droites  qui 
en  des  points  d'une  meme  ^eneralrice  rectiligne  de  la  surface  ont  avec 
elle  un  contact  du  second  ordre. 

81.  On  pourrait  se  proposer  de  chercher  celles  de  ces  droites  pour 
lesquetles  le  contact  est  du  troisieme  ordre. 

Allons  jusqu'aux  quantites  du  troisieme  ordre  dans  le  calcul  de  S'; 
nous  trouverons  que  le  resultat  de  la  substitution,  s'il  s'agit  d'un  com-* 
plexe  osculateur,  a0ecte  la  forme 

S'^  E  -f-  /F  -f-  m  G  4-  /I  H  4-  eS 

ob  E,  F,  G,  H  d6signent  des  expressions  du  troisifeme  ordre.  Si  Ton 

pose  encore 

E-+-/F4-mG4-wH  =  o, 

on  d^finit  des  complexes  suroscidateurs  pour  lesquels  le  moment  n*est 
plus  que  du  huitieme  ordre. 

Ces  complexes  forment  parmi  les  complexes  osculateurs  un  faisceau : 
lis  ont  done  une  congruence  lineaire  commune;  les  directrices  de  cette 
congruence  sent  deux  generatrices  A|,  A3  de  Thyperboloide  osculateur. 
Mais  si  Ton  remarque  que  la  derniere  equation  6crite,  jointe  a  celles 
qui  expriment  que  les  droites  D,  D\  D''  appartiennent  aux  complexes 
consideres,  exprime  en  outre  que  la  droite  {o-^^du-h^d^u-h  (Pu) 
appartient  a  ces  complexes,  on  voit  que  : 

Les  droites  ^i  et  A^  sont  les  generatrices  de  Vhyperboloide  osculateur 
qui  ont  avec  la  surface  un  contact  du  troisieme  ordre. 

82.  II  est  clair  qu'en  exprimant  que  le  moment  est  du  dixifeme 
ordre  on  arriverait  k  obtenir  un  complexe  lineaire  unique  contenant 
cinq  generatrices  cons^culives  de  la  surface. 

Nous  n'avons  Hen  dit  des  congruences  lineaires  osculatrices  de  la 
surface,  il  est  clair  qu'on  les  obtiendrait  comme  intersection  de  deux 
complexes  osculateurs  quelconques.  En  particulier,  il  exisle  une  con- 
gruence lineaire  surosculatrice  commune  a  tons  les  complexes  lineaires 
surosculateurs.  C'est  celle  dont  A|  et  A^  sont  les  deux  directrices. 

Avant  de  terminer  ce  qui  a  trait  aux  surfaces  r^glees,  nous  pouvons 
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parler  d'une  analogie  avec  les  courbes,  et  qui  rapproche  encore  les 
correlations  des  directions. 

Les  directions  normales  a  une  courbe  forment  uo  faisceau  plan; 
parmi  elles,  il  y  en  a  une  qui  est  perpendiculaire  aussi  a  la  tangente 
infiniment  voisine  :  c'est  la  binormale. 

Si  Ton  considere  les  complexes  tangents  a  la  surface  proposee*  leurs 
correlations  normales  forment  un  reseau  lineaire(ro)  dont  la  correlation 
focale  est  la  correlation  de  Chasles  [c^)  relative  a  la  surface. 

Les  correlations  normales  des  complexes  osculateurs  forment  au 
contraire  une  serie  lineaire  {Sq),  comprise  dans  le  reseau  (ro);  comma 
les  complexes  osculateurs  sont  tangents  suivant  deux  droites  succes- 
sives,  on  pent  dire  que  (5o)est  la  serie  des  correlations  binormales, 
de  meme  que  (r^)  est  le  reseau  des  correlations  normales. 

Les  couples  immerses  des  couples /ocaux  de  la  serie  ( 5© )  sont  prdcisdment 
ceux  qui  contiennent  sur  la  surface  les  droites  A,  et  Aa  dejd  troui^des. 

IV.  —  Propri6t6s  du  second  ordre  des  congruences. 

83.  Conservons  les  memos  coordonnees  et  les  memos  notations  que 
precedemment,  et  soient 

les  equations  d*une  congruence  passant  par  Taxe  Oz. 

Le  systeme  des  complexes  lineaires  .tangents  est  defini  par  Tequa- 

tion 

l/£?  —  2  5:(/U?  -¥-  w  V?)  W/ —  o. 

Transportons  dans  le  premier  membre  de  cette  equation  les  coor- 
donnees (rfa  4- -  fif^w  4- grf'zi,  . .. )  d'une  droite  infiniment  voisine 
de  Oz  et  appartenant  a  la  congruence.  On  trouve 

oil 

car  les  equations 

(e)  JlV^dtti—o,     IV?  ^////—o 
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font  disparaitre  les  lermes  du  premier  ordre  de  S'.  Le  terme  principal 
de  S',  a  cause  des  relations 

devtent  d*aiileurs 

lidui^-h  IVo(dti)  4-  mYo(dii). 
Done  : 

Le  moment  d'une  droite  A  d'une  congruence,  par  rapport  a  sa  conju- 
guee  dans  un  complexe  lineaire  tangent  a  la  congruence  suivant  une 
droite  injiniment  voisine  de  A,  est  gineralemenl  du  quatrieme  ordre, 

L'equation 

(e')  ^{diiiY-\-  iVoidu)  -h  myo(du)--  o 

exprime  que  ce  moment  est  du  sixieme  ordre. 

Si  Ton  rapproche  les  equations  {e)  de  Tequation  (e'),  on  voit  que 
le  complexe  lineaire  tangent  elant  fixe,  c'est-a-dire  /,  m  etant  clioisis, 
les  equations  {e)  et  {e')  definissent  deux  correlations  anharmoniques 
{du')y  [duf)  de  la  congruence,  ettoutes  les  droites  de  cettc  congruence, 
qui  definissent  sur  cette  droite  Tune  ou  I'autre  de  ces  correlations, 
jouissent  de  la  propriete  de  donner,  par  rapport  au  complexe  lineaire 
tangent  fixe  (/,  m),  un  moment  du  sixieme  ordre. 

Cela  permet  de  dire  que  tout  complexe  lineaire  tangent  d'une  con- 
gruence est  osculateur  suivant  deux  correlations  anfi^rmoniques  de  la 
congruence. 

L'etude  prealablequi  a  ete  faite  des  singularites  permet  d'expliquer 
ce  resultat.  En  effet,  chaque  complexe  lineaire  tangent  determine  dans 
la  congruence  une  surface  reglee,  pour  laquelle  O2  est  une  droite 
double  :  les  deux  correlations  [du'),  [du")  sont  celles  qui  se  rapportent 
k  cette  droite  double. 

Les  equations  [e)  et(e')  expriment  que  les  droites  successives  [du), 
(2  du  -f-  d^u)  de  la  congruence  (/=  o,  ©  =  o)  appartiennent  au  com- 
plexe (/,  m) ;  de  la  cette  conclusion  : 

Chaque  complexe  lineaire  tangent  est  osculateur  pour  deux  series  de 
surfaces  de  la  congruence;  les  surfaces  d'une  mime  serie  se  raccordent 
suivant  Vune  des  deux  correlations  [du')  ou  [du"). 
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Reciproquement,  donnons-nous  uDe  correlation  [du!)  de  la  con* 
gruence;  Tequation 

(O  Z(du'iy-\-W^{du')-^m\,{du')'=:zo 

exprime  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  le  moment,. par 
rapport  au  complexe  (/,  m)  des  droites  de  la  congruence  qui  definissent 
sur  Oz  la  correlalion  [du')^  soil  du  sixieme  ordre;  ou,  encore,  la  con- 
dition pour  que  le  complexe  lineaire  langent  (/, /n).  soit  osculateur 
pour  Tune  quelconque  des  surfaces  reglees  de  la  congruence  proposed 
qui  se  raccordent  suivant  Oz  et  suivant  la  correlation  [du'). 

Ces  complexes  forment  un  faisceau;  ils  ont  done  en  commun  une 
congruence  lineaire. 

Nous  parvenons  de  la  sorte  a  la  notion  de  congruence  lineaire  oscu- 
atrice  d'une  congruence  suivant  une  correlation  donnee. 

Cette  congruence  s'offre  en  mfime  temps  comme  le  lieu  des  hyperho- 
hides  osculateurs  des  surfaces  de  la  congruence proposee  (/=  o,  <p  =  o), 
qui  definissent  sur  Oz  la  mime  correlation  [du'), 

Le  rapprochement  de  cette  proposition  de  celle  qui  a  trait  aux  sur- 
faces ne  sera  peut-etre  pas  sans  interet. 

On  sait  que  le  lieu  des  cercles  osculateurs  des  courbes  decrites  sur 
une  surface,  et  qui  sont  tangentes  en  un  point  a  une  meme  droite,  est 
precisement  la  sphere  tangente  en  ce  point  si  la  surface,  et  qui  oscuie 
cette  surface,  suivant  la  direction  definie  par  la  droite, 

De  meme,  le  li^u  des  hyperboloides  osculateurs  des  surfaces  reglees 
d*une  congruence  qui  sont  tangentes,  suivant  une  droite  et  suivant  une 
correlation  tixe  sur  cette  droite,  est  precisement  la  congruence  lineaire 
tangente  suivant  cette  droite,  et  qui  oscuie  la  congruence  proposee 
suivant  la  correlation  fixe. 

On  pent,  en  consequence,  regarder  cette  proposition  comme  I'ana- 
logue  du  thdoreme  de  Meusnier, 

84.  C'est  ici  le  cas  de  nous  reporter  k  ce  que  nous  avons  dit  sur  les 
surfaces  focales  d'une  congruence. 

Designons  par  (a,  a),  [b,^)  les  couples  focaux. 

Le  plan  jS  louche  au  point  a  la  nappe  A  de  la  surface  focale;  le 
plan  a  touche  en  b  la  nappe  B. 
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Une  surface  r^gl^e  S  de  la  congruence  est  circonscrite  dux  deux 
nappes  suivant  deux  courbes,  dont  nous  deslgnons  par  at  et  b$  les 
tangentes  en  a  el  b. 

D^signons  6galement  par  aO  et  Ao-  les  gen^ralrices  des  deux  d6ve- 
loppables,  respeclivement  circonscrites  a  la  surface  reglee  et  a  une  des 
nappes  de  la  surface  focale. 

Les  droites  at  et  aO  sont  deux  tangentes  conjuguees  sur  la  nappe  A; 
les  droites  bs  et  ba  sont  deux  tangentes  conjuguees  sur  la  nappe  B. 

Designons  par  a/et  bm  les  deux  directrices  de  la  congruence  oscu- 
latrice  qui  correspond  a  la  correlation  que  definit,  sur  la  droite  du 
sysleme  que  Ton  considere,  la  surface  reglee  proposee  S» 

Ces  deux  directrices  spnt  deux  generatrices  de  tons  les  byperboloides 
osculateurs  des  surfaces  de  la  congruence,  qui  se  raccordeut  avec  la 
surface  S  suivant  la  droite  ab  consideree. 

Ainsi,  Ton  connait  les  tangentes  asymptotiques  de  la  surface  S  au 
point  a;  ce  sont :  la  droite  al  et  la  generatrice  ab. 

Mais  at  ct  aO  sont  deux  tangentes  conjuguees  sur  la  surface.  Done  ; 

Les  droites  at  etaO,  ab  et  at  forme  nt  un  faisceau  harmonique. 

Les  droites  at  et  aB  sont  done  delinies  lorsque  Ton  connait  al,  c'esl- 
k-dire  que  : 

Les  droites  atet  aO  sont  les  m6mes  pour  toutes  les  surfaces  re  glees  de  la 
congruence  qui  se  raccordent  suivant  la  droite  ab. 

Les  noemes  raisonnements  s*appliquent  evidemment  aux  droites  bs, 
ba,  bm. 

Ceci  montre  que,  a  toute  correlation  de  la  congruence,  il  correspond 
un  systeme  unique  et  determine  de  droites,  lelles  que 

at,  «0,  al,  bSy  b^,  bm. 

II  est  clair  d'ailleurs  que  Ton  pourra  deduire  les  droites  «/,  aO  de  la 
connaissance  de  la  droite  al,  et  les  droites  bs,  ba  de  celle  de  la 
droite  bm. 

II  suifit  done,  pour  etudier  la  correspondance  geometrique  enire 
ces  diverses  droites,  d'etudier  celle  qui  exisle  entre  les  directrices  al 
etbm. 
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85.  Remarquons  que,  si  I'on  envisage  les  courbes  R^,  S^  du  o?  25, 
la  langente  a  la  courbe  S^  qui  passe  en  a  est  la  droile  at,  et,  comme  la 
surface  circonscrite  a  la  nappe  A  le  long  de  S^  est  developpable,  on 
en  deduit  que  aO  coincide  avec  at,  c/est-a-diie  avec  la  langente  a  R^. 
Done  : 

Les  courbes  R^  et  S^  forment  un  re'seau  conjugue  sur  la  nappe  A  :  les 
courbes  R^  et  S^  forment  un  reseau  conjugue  sur  la  nappe  B. 

86.  Pour  completer  ce  qui  a  trait  a  la  correspondance  entre  les 
droites  at,  aO,  al,  bs,  ba,  bm,  il  suQit  d'etudier  la  correspondance  des 
droites  a/et  bm  des  couples  (fl,  |3)  el  [b,  a). 

Reprenons  les  equations 

(i)  Sw?  — 2S(/U?-i-mV?)//,-rro, 

(2)  '   ^{duiY-\-l\}^{du)'^m\\{du)^o. 

La  premiere  equation  represente  un  complexe  lineaire  tangent ;  la 
seconde  exprime  que  ce  complexe  est  osculateur  suivant  la  correla- 
tion [du). 

Remarquons  qu*il  est  perrais  de  supposer  que/(a)  =  o  et  ff[u)  =  o 
represententdeux  complexes  singuliers,  formes  des  langenles  auxdeux 
surfaces  focales,  c'est-a-dire  qu'on  pent  supposer 

La  condition  pour  que  le  complexe  lineaire  (i)  soil  special  se 
reduit  alors  a 

Ini  rz-  o. 

Faisons  d'abord  /w  =  o;  le  complexe  special  osculateur  correspon- 
dani  a  pour  axe,  eu  egard  a  I'equation  (2),  une  droite  (w')  qui  a  pour 
coordonnees 

"'  "  ~^'  M^du) 
Kn  faisant  /=  o,  on  a  une  seconde  droile  [u")  el 
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Les  droites  (u')  et  {u")  sont  les  directrices  de  la  congruence  oscula- 
trice  commune  aux  complexes  osculateurs  definis  par  les  equations  (i) 
et(a). 

Cela  pose,  on  peut  exprimer  les  u  relatifs  aux  droites  de  la  con- 
gruence en  foQction  de  deux  parametres />,  et/>,;  l{duiY  deviendra 
iA{dp),  l]o{du)  et  \o{du)  deviendront  G{dp)  et  ii{dp).  On  aura  ainsi 

,    '  ^'  G(dp)' 

(3)  {  ^  ^' 

'~         '  G(dp) 

Si  Ton  veut  passer  des  coordonnees  u  aux  coordonn^es  a,  b,p,q; 

en  posant 

A'  =  -(UJ+tUJ),    A'--(V»  +  jV»), 

B'=-{U«+«U;),    B'--(V5  +  «V»), 
P'=        UJ  — tU»,      ?'=        VJ  — JV», 
Q'=-   U»  +  jU»,      0"=-    V'+tVJ,     • 

et  appelant  {a',b',p',q'),  {a",  b",p'\q")  les  coordonnees  des  droites 
at,  bm,  on  trouve 

6'=B'g,     6'  =  B'|, 

et  I'on  doit  avoir 

Ces  equations  definissent  enti^rement  la  congruence  lineaire  oscula- 
tricedela  congruence  proposee,  suivant  la  correlation  anharmonique 
decette  congruence  qui  correspond  aux  valeurs  dp^^  dp^  desdifleren- 
tielles  des  variables  independantes  p^  etp.j. 

87.  D*apres  ce  que  nous  avons  dit,  tout  hyperboloide  qui  admet  al 
et  bm  pour  directrices  et  qui  deQnit  sur  Oz  la  correlation  aubarmo- 

^nn,  </#  I'ie.  Normttle,  2*  Serie.  Tome  XI.  —  Siptenbbe  188a.  4^ 
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nique  {dp)  est  osculateurpour  une  surface  de  la  congruence  qui  deflnit 
surOz  la  meme  correlation.  On  en  conclut  que  toute  droite  qui  ren- 
conlre  a  la  fois  al  et  bm  est  une  generatrice  d'un  hyperboloide  oscula- 
teur  de  la  congruence.  Cela  montre  que  les  generatrices  des  hyperbo- 
hides  osculateurs  relatifs  a  toutes  les  surfaces  reglees  d'une  congruence^ 
el  pour  une  mime  droite  de  cette  congruence ,  forment  un  complexe  ( ' ).  II 
est  interessanl  de  connaitre  son  degre.  II  sufBt  de  cbercher  ia  classe  de 
son  enveloppe  dans  un  plan.  Une  transrormation  homographique  per- 
met  toujours  de  prendre  ce  plan  pour  xOy.  Or  Tenveloppe  de  la  droite 
qui  joint  les  points 

est  de  la  seconde  classe.  Car  si  Toti  cherche  a  lui  mener  une  tangente 
par  un  point  {oc,y)  du  plan,  on  aura  a  resoudre  le  systeme  d'equations 


ux 


rX- 


o. 


L'elimination  de  u,  v^  w  conduit  a  Tequation  suivante 


qui  est  de  la  forme 


X 

y 

1 

P' 

Q' 

G 
M 

P' 

Q» 

H 
M 

=  o, 


A.G  +  B.Hh-C.M^tzo, 


et  qui  est  du  second  degre  en  dp^  idp^.  Par  tout  point  du  plan  on  pent 
done  mener  deux  tangentes  a  Tenveloppe. 

De  la  ce  iheoreme,  qui  est  Texpression  de  la  correspondance  geome- 
Irique  entre  les  droites  al  et  6m,  directrices  d'une  congruence  oscula- 
trice. 

Les  generatrices  des  hyperboloides  osculateurs  des  surfaces   reglees 

( 1 )  L'^tude  de  co  complexe  est  ^troitement  Hee  avec  celle  des  propri^t^s  relative  k  la 
coincidence  des  correlations  {du')^  (du")  d^finies  au  n*"  83.  On  en  d^uit  de  nouvelles  pro- 
pri^t^  des  surfaces  focales  que  nous  n'avons  pas  d^vdlopp^  ici. 
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d'une  congruence  relatwement  a  une  droite  fixe  de  cette  congruence 
appartiennent  a  un  complexe  du  second  degre. 

Ce  complexe  est  aussi  le  lieu  des  congruences  osculatrices. 

Pour  oblenir  son  equation  i!  suffirait  d'eliminer  dp^\dp.^  enlre 
les  equations  d'une  quelconque  de  ces  congruences 

-M(^/?)  "     G(dp)      "  ll(dp)  ' 

88.  Resumons  les  proprietes  du  second  ordre  des  congruences. 

Si  sur  une  droite  D  d'une  congruence  on  se  donne  une  correla- 
tion {dp)  de  la  congruence,  il  lui  correspond  une  congruence  lineaire 
tangente  C  dont  nous  disons  qu'elle  est  osculatrice  suivant  la  corre- 
lation {dp).  La  congruence  C  est  le  lieu  des  hyperboloides  osculateurs 
de  toutes  les  surfaces  reglees  de  la  congruence  qui  se  raccordent  sui- 
vant la  correlation  {dp),  C'est  Tanalogue  du  theorenie  de  Meusnier. 

£nf]n»  la  correspondance  eqtre  la  correlation  {dp)  et  la  congruence  C, 
qui  pent  etre  consideree  comme  Tanalogue  de  celle  que  definit  la  rela- 
tion d'Euler,  est  donnee  par  la  remarque  qui  a  ete  faite,  que  la  direc- 
trice  aide  la  congruence  C  et  la  droite  D  forment  uii  faisceau  harmo- 
nique  avec  at  et  aO  (droites  qui  sont  connues  lorsque  Ton  connait  la 
correlation  {dp),  Cette  remarque  est  completee  par  ce  theoreme  que  : 

Si  l\on  prend  les  traces  let  m  sur  un  plan  des  directrices  alet  hm  d'une 
congruence  C  osculatrice  suivant  une  correlation  {dp),  lorsque  cette  corre- 
lation varie,  la  droite  Im  roule  sur  une  conique, 

89.  On  peut,  d'ailleurs,  donner  a  la  correspondance  entre  la  corre- 
lation {dp)  et  la  congruence  C  une  forme  analytique  la  rapprochant  de 
la  relation  d'EuIer. 

Appelons  a,  et  a^  les  angles  de  la  correlation  {dp)  avec  les  correla- 
tions 6^2=  o^  dp^  =  o  de  la  congruence.  Si  Ton  represente  une  con- 
gruence lineaire  tangente  par  les  equations 

2i/?-+-2R'2:V?i//:=o, 
pour  qu'elle  soit  osculatrice  suivant  la  correlation  {dp),  il  faut  et  il 


Digitized  by 


Google 


3a4  0.    K0EN1GS. 

suftit  qu*on  ait 

jf^  _  Gjdp)      2.  —  ?i*[) 
ti-M(dp)'     R'~M(rf/?)' 

Mais  si 

G{dp)  =  Gadf/?;  ^-  '^dxtdp^dp^  -h  G„rf/?J, 

on  a 

—  rzzGjiCOS'ati  4-2G„C0S«|  COS  «, -h  G,|  COS*  «„ 
K 

^  =  H„  COS'ai  H-  2H1,  COSatj  COSa,-H  Hn  COS^flj. 

Ces  formules,  on  le  voit,  ofTrent  uq  certaioe  ressemblance  avec  la 
relation  d'Euler. 

Si,  en  particulier,  les  correlations  dp^^^o,  dp2=o  sont  orthogo- 

nales,  a,  -+-  a,  =  ->  et  Ton  a 


■jT  =  Git  C0S*ai  4-  2G11  COSaj  sinaj  -h  G„  sin'a,, 
■JT7  =1  H,i  COS'ai  4-  2H,j  cosati  sinaj  -H  H,j  sin*a,. 

Au  lieu  de  prendre  les  variables /?|  etp2  de  sorte  que  M(^)  ait  la 
forme  canonique  priv^e  des  rectangles,  on  peut  choisir  ces  variables  de 
sorte  que  G  et  H  soient  simultan^ment  ramenees  a  cette  forme.  Cela 
est  possible,  et  d*une  seule  maniere  en  general.  Dans  ce  cas,  les  rela- 
tions pr^c^dentes  prennent  la  forme  simple 

—  =:  G,j  cos'«i  -h  G„  cos««„ 

K7  =  H|i  COS'a,  -h  H,,  COS*a,. 

On  peut  donner  a  ces  equations  une  signification  moins  abstraite  par 
la  remarque  suivante.  Appelons  X  et  jx  les  angles  que  les  drqites  a/et 
bm  font  avec  Oz;  en  vertu  des  formules  du  n^  86,  on  a 

A«-hB'_  G' 
tarig^X    ~"M*' 
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d'oii  

langX      "~  M' 
de  meme, 

v/A^«TB2__H 
tang[x      "~M' 


et,  en  posant,  K'=  y/A"'  +  W\  K"=  VA"' -h  B' '^ 

K 


tangX 
langji 


=  Gil  cos' a,  H-  G„  COS'aj, 
=  H|i  COS'aj  -^  H,,  cos' a,. 


Dans  ces  formules,  les  premiers  menobres  ont  une  signification  con- 
crete. 

Les  congruences  osculatrices  sont  alors  definies  par  leurs  directrices. 

Dans  les  formules  precedentes,  on  doit  remarquer  que,  si  eo  est  Tangle 
des  correlations  dp^  =  o,  dp2=  o  de  la  congruence,  on  a  sans  cesse 

I  =  cos'  a,  -+-  cos'  a,  -^  a  COS  w  COS  fltj  COS  «!• 

Cette  equation,  jointe  aux  precedentes,  permettrait  de  trouver 
Tequation  du  second  degre  qui  lie  ^^^1770^  ^i^^  <^^^^  ^^  cotjui. 

T.  —  Propri^tis  du  second  ordre  des  complexes. 

90.  En  prenant  pour  axe  Oz  une  droite  D  du  complexe,  Tequation 
generate  des  complexes  lineaires  tangents  est  la  suivante 

(i)  S«?— aXsU?M/=o, 

oil  ies  notations  precedentes  sont  conservees. 

La  substitution  des  coordonnees  d'une  droite  du  compiexe 

infiniment  voisine  de  la  droite  D  donne 
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oil 

Done  : 

Le  moment  d'une  droite  d'un  complexes  par  rapport  a  sa  conjuguee 
^ans  an  complexe  lineaire  tangent  suivant  une  droite  infiniment  voisine 
de  la  premiere,  est  generalement  du  quatrieme  ordre. 

On  peut  determiner  le  complexe  lineaire  tangent  de  sorte  que  le 
moment  soit  seulement  du  sixieme  ordre.  II  suffit  pour  cela  de  prendre 
X  de  telle  sorte  que 

(2)  2(<f#£,)2-f-XUo(c?w)  =  o. 

Ainsi,  comme  \  ne  depend  dans  cette  equation  que  des  coordonnees 
de  la  correlation  (rftt),  on  voit  qu*a  toute  correlation  {da)  sur  une  * 
droite  D]|d'un  complexe  appartenant  a  ce  complexe  il  correspond  en 
general  un  complexe  lineaire  tangent  suivant  D  qui  jouit  de  la  pro- 
priety que  le  moment  par  rapport  a  sa  conjuguee  dans  ce  complexe 
lineaire  de  toute  droite  du  complexe  propose,  qui  defioit  sur  D  la  corre- 
lation {du)^  est  du  sixieme  ordre. 

Inversement,  si  Ton  se  donne  un  complexe  lineaire  tangent,  c*est-2i- 
dire  X,  I'equation  (a)  definit  une  serie  quadratique  de  correlations  dans 
le  reseau  lineaire  du  complexe. 

On  peut  dire  que  le  complexe  (X)  est  osculateur  du  complexe proposd 
suivant  une  quelconque  des  correlations  du  complexe  appartenant  d  la 
s^rie  quadratique  [n), 

OBtte  corres|»ondance  entre  les  complexes  lineaires  tangents  et  les 
series  quadra tiques  (2)  etait  facile  a  prevoir,  d'apres  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  ^ngularites  des  congruences. 

En  effet,  chaque  complexe  lineaire  tangent  coupe  le  complexe  pro- 
pose suivant  une  congruence  pour  laquelle  D  est  une  droite  double,  et 
la  serie  quadratique  (2)  est  ceiie  qui  se  rapporte  a  cette  droite  double 
dans  cette  congruence. 

Une  serie  du  deuxieme  degre  correspond  ainsi  a  un  complexe  lineaire 
tangent,  de  meme  qu*a  toute  sphere  tangente  a  une  surface  en  un  point 
il  correspond  deux  directions  suivant  lesquelles  elle  est  osculatrice. 
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91.  La  correspondaoce  que  nous  venous  de  definir  est  fondamentale 
dans  la  theorie  des  proprietes  du  second  ordre  des  complexes. 

Proposons-nous»  en  effet,  de  chercher  la  condition  necessaire  et  suf- 
tisante  pour  qu'un  hyperboloide  mene  par  la  droite  D  soit  osculateur 
pour  une  surface  reglee  du  complete  suivant  la  droite  D. 
*  II  est  elair  d*abord  que  tout  hyperboloide  osculateur  doil  avanl  tout 
etre  de  raccordement.  II  faut  et  il  suQit  pour  cela  qu'il  appartienne  a 
un  complexe  lineaire  tangent. 

Or»  si  S  designe  une  surface  reglee  du  complexe  passaot  par  D  et 
determioant  sur  cette  droite  la  correlation  {du)y  il  est  evident  que  le 
complexe  lineaire  tangent  du  complexe  qui  contient  son  hyperboloide 
osculateur  est  un  complexe  osculateur  de  la  surface  S,  et  par  suite 
qu*il  sera  determine  par  T^quation 

(2)  5:(^«0«-+-XUo(t/w)=:0. 

Lareciproque  est  vraie;  considerons  en  effet  Thyperboloide  d^fini 
paries  equations  suivanles»  oil  gi^  hi  sont  des  constantes, 

(3)  j    2a?-22:^,M,3=0, 

Les  deux  derniers  complexes  lineaires  definissent  dans  le  complexe 
propose  une  surface,  et  il  estbien  clair  que  ces  deux  complexes  lineaires, 
auxquels  on  associe  un  complexe  osculateur  de  la  surface,  definissent 
Thyperboloide  osculateur.  Si  done  le  complexe  lineaire  tangent 
2a' —  2X2UJWf  =  o  est  osculateur  de  cette  surface,  c'est-a-dire  si 
r^quation  (2)  est  satisfaite,  les  equations  (3)  repr^sentent  un  hyper- 
boloide osculateur  d^une  surface  du  complexe. 

Ainsi : 

Le  complexe  lineaire  osculateur  suis^ant  une  corrStation  (du)  du  com- 
plexe propose  est  le  lieu  des  kyperboloides  osculateur s  de  toutes  les  surfaces 
reglees  du  complexe  qui  definissent  sur  la  droite  fixe  D  la  correlation 
anharmonique  [du). 

De  meme  que  : 

La  sphere  osculatnce  en  un  point  d'une  surface  et  suivant  une  direction 
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dSierminee  est  le  lieu  des  cercles  osculateurs  des^courhes  trades  sur  la  sur- 
face et  tangentes  au  point  considere  a  la  direction  fixe. 

II  suit  de  la  qu'on  peut  envisager  la  proposition  que  nous  venons 
d*obtenir  comme  analogue  au  thioreme  de  Meusnier. 

92.  Le  theoreme  d'Euler  indique  la  correspondance  entre  la  sphere* 
de  Meusnier  et  la  direction  fixe.  Dans  le  cas  des  complexes,  la  corres- 
pondance analogue  est  definie  par  T^quation  (2);  d*ou  il  resulte  qu'on 
doit  envisager  cette  Equation  comme  Tanalogue  de  la  relation  d'Euler. 

L'emploi  de  Tangle  de  deux  correlations  rendra  le  rapprochement 
plus  frappant. 

Si  Ton  efTectue  une  transformation  de  coordonn^es»  on  peut  amener 
les  coordonn^es  u^^  u^y  u^f  u^  de  toute  droite  du  complexe  ^  ne  d6- 
pendre  quede  Irois  variables;  de  sorte  que  }A{du)  et  Uo(rfa)  devien- 
dront  deux  formes  quadratiques  ternaires  des  differentielles. 

Ces  trois  variables  peuvenlelles-memes  &lve  transformees  en  d*autres 
qui  soient  telles  que  la  forme  fondamentale  relative  a  la  droite  Bt  et  la 
forme  ternaire  en  laquelle  Vo{du)  s'etait  transformee,  etqui  est  a  coef- 
ficients constants,  se  transforment  en  deux  fonctions  homogenes  ter- 
naires et  du  second  degre,  privees  des  rectangles  des  variables.  Nous 
ecartons  les  cas  d'exception. 

On  aura  ainsi 

en  d^signant  par  v^,  i^^,  {^^  les  trois  nouvelles  variables  independantes. 

On  determine  de  la  sorte  dans  le  complexe  trois  correlations  remar- 
quables»  orthogonales  deux  k  deux,  et  que  nous  appellerons  les  corrd- 
lations  principales ;  ce  sont  celles  que  Ton  obtient  en  annulant  deux  a 
deux  les  diff6renlielles  dv^y  dv^^  dv^* 

Designons  par  a«  Tangle  de  la  correlation  du  complexe  dont  les  coor- 
donnees  sont  di^i  avec  la  correlation  principale  di^.2  =  Oyd{^^  =  Q;  de 
m^me  pour  les  angles  que  nous  appellerons  a,,  a,. 

On  a 

dvi 


COSa/  = 


^di>l  -h  dif*  •+■  dv\ 
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Posons  X  =  R  :  Tequation  (2)  s'ecrit 

d^]  -h  dv\  -h  dv\  __  dv\       dv\       d^ 
R  ■"  Ri  "^  R,  "^  Us  ' 

c'est-a-dire 

,    ,.  I         cos' a,         cos' a,         COS*  a, 

L'equation  possede  ainsi  la  meme  forme  que  la  relation  d'Euler. 

93.  Les  correlations  principales  s'offrent  a  nous  comme  les  ana- 
logues des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface. 
Le  theoreme  suivant  rend  ceKe  analogic  plusevidente. 

Les  complexes  liniaires  tangentes  qui  correspondent  a  une  correlation 
principale,  cest-a-dire  qui  sont  osculateurs  suivant  une  correlation  prin- 
cipale,  sont  des  complexes  lindaires  tangents  stationnaires  (ce  qui  si- 
gnifie  que  chacun  d'eux  est  tangent  au  complexe  propose  suivant  deux 
droites  infinimentvoisines). 

En  eflet,  en  general,  la  serie  quadratique  qui  correspond  h  la  con- 
gruence que  le  complexe  lineaire  tangent  (R)  definit  dans  le  complexe 
propose  est  definie  par  Tequation  (2),  c'est-a-dire 

Or  il  a  ele  demontre  que>  chaque  fois  que  la  s^rie  quadratique  rela- 
tive a  la  droite  double  d'une  congruence  provenant  de  deux  complexes 
tangents  se  decomposait  en  deux  series  lineaires,  les  deux  complexes 
^taient  tangents  suivant  deux  droites  consecutives.  Les  deux  series  ont 
dans  ce  cas  une  correlation  commune  :  c'est  celle  que  determine  sur  la 
droite  D  de  contact  la  droite  de  contact  infiniment  voisine  D'. 

Appliquons  ce  resultat  au  cas  present. 

Pourrf^2  =  o,  rf(^3=o,  Tequation  (2)  se  reduit  k 

g-  — 1^=0,    ou    R  =  Rt. 
Ainsi,  a  la  correlation  principale  (i,  o,  o)  correspond  le  complexe 

Ann,  de  Vtc,  NormaU,  a*  Serie.  Tome  XI. —  OcTOBm  1883.  4*^ 
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lineaire  tangent  (RJ.  Mais  il  est  clair  que  pour  R  =  R|  la  s^rie  qua- 
dratique  se  decompose;  le  tlieoreme  est  done  demontr^. 

La  correlation  ^1^2  =  0,  dv^z=Q  est  bien  celle  que  definit  sur  D  la 
droite  de  contact  infiniment  voisine. 

Dans  tout  complexe  il  y  a  done,  en  general ^  pour  chaque  droite  trois 
complexes  lineaires  tangents  stationnaires. 

Its  correspondent  aR  =  R,,  R^,  Rj. 

C'est  M-  Klein  qui  a  decouvert  ces  connplexes. 

Considerons  une  surface  reglee  du  complexe  telle  que  la  correlation 
qu'elle  definit  sur  chacune  de  ses  generatrices  soit  une  correlation 
principale  du  complexe. 

Nous  appellerons,  avecM.  Klein,  surfaces  principales  du  complexe  de 
pareilles  surfaces, 

THEOBfeME.  —  Par  toute  droite  du  complexe  il  passe^  en  general^  trois 
surfajces  principales  qui  sont  en  involution  deux  a  deux. 

Exprimons  en  effet  en  fonction  de  trois  variables  p^,p^,  />,  les  coor- 
donnees  des  droites  d'un  complexe.  La  forme  fondamentale  devient 
^\[dp\  et  \}[du)  devient  G(^),  oil  Ton  a 

G{dp)  =  l.Gijdpidp^\    ('-^2,J>...). 


Les  racines  de  Tequation 

?(S)  = 


Mil  —  SGii    Mii  —  SGu    M|s  —  SGjj 
Mji  —  SGfi    Mjj  —  SGss    Mi3  —  SGjj 

M31  —  SG31     M31  —  SGjj     Mas  —  SGia 


sont  des  invariants  absolus.  En  prenantla  droite  pour  Ozy  on  trouverait 
pour  racines  les  quantites  R|»  R2,  R3.  Designons  par  S  une  quelconque 
de  ces  racines;  on  sait  que  (p{S)  =  o  exprime  la  condition  necessaire 
et  suQisante  pour  que  les  equations  suivantes  soient  compatibles  : 

dM(dp)      ^dG{dp)  dM        ^    dG  dU       ^  dM 

Ou^i  odpi  adpi  adp^  dp^  dp^ 

L'une  est  aiors  une  consequence  des  deux  autres.  Considerons  des 
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lors  les  trois  groupes  d'equations  que  Ton  obtient  en  faisant  successi- 
vement  :  S  =  R,,  Rs^  R3  dans  les  equations 

dM        g    dG    ^^ 
d  djjf  d  dp^ 

En  integrant  les  equations  de  chaque  groupe,  on  aura  ti'ois  systemes 
d*integrales  contenant  chacun  deux  constantes  arbitraires.  Or  il  est 
clair  que  cbaque  integrate  definira  une  serie  de  surfaces  principales  du 
complexe. 

En  effet»  si  I'on  envisage  une  droite  D  de  cette  surface,  en  la  pre- 
nant  pour  axe  Oz,  et  faisant  la  transformation  qui  nous  a  amene  ^ 
defmir  les  correlations  principales,  on  reconnait  qu*elle  d^finit  une  de 
ces  correlations  sur  la  droite  D. 

Par  toute  droite  du  complexe  on  pourra  done,  en  general,  faire 
passer  une  surface  principale  de  chaque  serie,  et  ces  surfaces  y  seront 
en  involution,  puisque  les  correlations  principales  (qui  sont  les  cor- 
relations de  Chasles)  sont  orthogonales. 

94.  L'espace  representatif  qui  generalise  le  systeme  des  points  de 
depart  de  Malus  permet  de  donner  une  image  elegante  des  proprietes 
du  second  ordre  des  complexes,  de  les  completer. 

L*equation  (2)  definit  effectivement  un  faisceau  de  cones  du  second 
degre,  comprenant  le  cone  de  Malus,  et  la  recbercbe  des  surfaces  prin- 
cipales du  complexe  revient  a  celle  du  triedre  conjugue  commun  aux 
cones  de  ce  faisceau.  Toute  courbe  dont  la  tangente  en  chaque  point  est 
Tune  des  trois  aretes  du  triedre  qui  correspond  ainsi  a  ce  point  repr^- 
sente  une  surface  principale  du  complexe. 

Les  c6nes  du  faisceau  ont  quatre  generatrices  communes.  Ces  gene- 
ratrices representent  quatre  correlations  anharmoniquessingulieres  du 
complexe,  et,  par  consequent,  quatre  couples  de  la  correlation  nor- 
male. 

Ces  couples  seront  les  couples  inflexionnels  du  complexe. 

11  resulte  de  ce  qui  precede  que  la  connaissance  du  faisceau  des 
cdnes  sufiit  pour  definir  les  proprietes  du  second  ordre  du  complexe, 
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pourvu  que  Ton  sache  quel  est  le  complexe  lineaire  tangent  qui  corres- 
pond a  un  cone  du  faisceau  determine. 

Designons  par  (o,,w,),  (oj.Wa),  (08,003),  (o4,&)4)les  couples  in- 
flexionnels. 

D*abord,  puisqu'ils  appartiennent  a  la  correlation  normale  du  com- 
plexes ils  sont  en  relation  anharmonique^  c*est-a-dire  que  les  rapports 
anharmoniques 

(Oi,  0„  0„  O4),       (Wi,  w,,  to),,  0)4) 

sont  egaux. 

De  plus,  il  est  aise  de  voir  que  Ton  pent  deduire  de  ces  couples  les 
correlations  principales.  Cela  resulte  evidemment  de  la  consideration 
des  cones  representatifs. 

Mais  on  pent  le  voir  encore  en  efTectuant  la  construction. 

11  suffit  de  grouper  deux  par  deux  les  couples  inflexionnels  pour 
definir  par  leurs  couples  focaux  six  series  lineaires  du  complexe.  Asso- 
cions  deux  a  deux  ces  series,  de  sorte  que  deux  series  associees  n*aient 
pas  de  couple  focal  commun  :  on  obtient  trois  groupes  de  series,  et 
les  deux  series  d'un  meme  groupe  ont  leurs  couples  focaux  en  relation 
anbarmonique.  Les  deux  series  d'un  memo  groupe  ont,  par  conse- 
quent, une  correlation  commune,  et  les  trois  correlations  ainsi  obte- 
nues  sont  les  correlations  principales. 

On  remarquera  que  les  plans  correspondant  au  point  0/  dans  ces 
trois  correlations  sont  les  plans  a)2>  co,,  o^. 

Cette  remarque  permet  de  definir  par  trois  couples  chaque  correla- 
tion principale,  ou  plus  exactement,  par  quatre  couples  en  relation 
anbarmonique. 

Cest  ainsi  que  les  quatre  couples  situes  sur  une  des  trois  lignes 
ci-dessous  appartiennent  a  une  meme  correlation  principale  : 

(Oi,i^%)y  (Oj,  to)i),  (O3,  to)4),  (04,to),), 
(Ol»  <*>«)>  {Oi,Ui^),  (0„to),),  (O4,  to),), 
(0„to)4),       (0„to),),       (0„to>j),       (04,to)i). 

95.  Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  developpcr  quelques  proprietes 
des  couples  inflexionnels,  qui  donneront  lieu  a  des  rapprochenaenls 
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eotre  la  theorie  des  complexes  et  celle  des  equsttions  aux  derivees  par- 
tielles  du  premier  ordre. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  variables  les  coordonnees  a,  b,p,  q  de 
la  ligne  droite»  Taxe  Oz  coincidaDt  avec  la  droite  D,  autour  de  laquelle 
on  etudie  le  complexe,  et  la  correlation  normale  que  le  complexe 
definit  sur  D  ayant  pour  point  central  Torigine^  et  pour  plan  central 
le  plan  zOx. 

L'equation  du  complexe  supposee  developpable  s'ecrira 

/>  =  K6-H  Aa*-H  B^>«-H  Q^*-h  2 A'6^  4- 2B'a^ -h  2  Q'a6  4- Ta, 

oil  T,  designe  Tensemble  des  termes  d'un  degre  superieur  au  second 
par  rapport  a  a,  6,  q. 
L'equation  generale  des  complexes  lineaires  tangents  est 

ciq  —  bp  —  2\{JLb—p)^=zo. 

Si  Ton  substitue  les  coordonnees  d'une  droite  [da  -+-  ^  rf^a, . . .)  dans 
le  premier  membre  de  cette  equation^  et  qu'on  suppose  que  cette 
droite  appartienne  au  complexe,  on  aura 

d*P'-K(Pb  =  \da^'^Bdb^'hQdq^-^2A'dbdq-h2B'dadg-h2Q'dadb, 

ou,  en  designanty  pour  abr^ger,  par  6  le  second  membre  de  la  derniere 
relation, 

et  le  resultat  de  la  substitution  aura  pour  terme  principal 

dadq—Kdb^-h'ke. 

On  en  conclut  que  les  equations  qui  definissent  les  couples  inflexion- 
nels  sont  les  suivantes  : 

dadg  —  Kdb^zzzo^     e  =  o. 
Posons 

b  =  pa,    p  =  <jay     q  =  pp  =  p9a, 

ei  portons  ces  valeurs  dans  Tequation  du  complexe,  on  trouve,  apres 
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]a  suppression  du  factour  a, 

oil  m  designe  une  serie  entiere  par  rapport  a  a. 
Les  equations  de  la  droite  sont  les  suivaoles  : 

d'ou  ron'conclut  que,  si  dansl'equation  precedenteon  laisse  a  constant 
et  qu'on  fasse  varier  p  et  a,  elle  representera  le  cone  du  complete  dont 
les  coordounees  du  sommet  sont  o^  o,  —  a. 

Au  contraire,  en  faisant  varier  a  et  a,  on  aura»  si  p  est  constant^ 
Tequation  de  la  courbe  enveloppe  du  complexe  dans  le  plan  qui  a  pour 
equation 

Si  Ton  suppose  a  infiniment  petit  et  egal  a  da^  Tequation 

ff=Kp 

definit  la  correlation  normale  du  complexe. 

Or»  supposous  qu*un  couple  (po,  (Jq)  de  cette  correlation  soit  tel  que» 
en  meme  temps  que  0*0  ==  Kp^,  le  coefficient  de  a  disparaisse.  On  expri- 
mera  par  Ik  meme  que  la  droite 

da,  db,  djj,  dq 

du  complexe»  infiniment  voisine  de  D,  verifie  les  deux  equations . 

da  dq  —  ILdb^ z=  o,     B  =  o. 

On  exprime  done  que  le  couple  (|9o»^o)>  siuquel  cette  droite  appar- 
tient,  est  un  couple  inflexionnel.  Mais  le  systeme  de  valours  (po^^o) 
peut  6tre  atteint  en  laissant  constant  soit  a  =  a^,  soit  p  =  p^^  et  faisant 
varier  soit  p  et  a,  soit  a  et  0-. 

Dans  le  premier  cas»  on  voit  que  :  « 

Le  plan  d'un  couple  inflexionnel  est  un  plan  tangent  d'injlexion  sui- 
vant  la  droite  D  du  cdne  du  complexe  dont  le  point  du  mAme  couple  est 
le  sommet. 
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La  seconde  maoifere  montre  au  contraire  la  propriete  correlative,  a 
savoir  que  : 

Tout  point  d'un  couple  (^inflexion  eU  un  point  de  rebroussement  de 
la  courbe  enveloppe  du  complete  relative  au  plan  du  mime  couple^  et  la 
droite  D  est  la  tangente  au  point  de  rebroussement. 

Les  couples  d'inflexion  forment  done,  parmi  les  couples  du  complexe, 
une  famille  particuliere.  Un  couple  ordinaire  ne  contient  que  deux 
droites  infimment  voisines  du  complexe.  On  peut  dire  que  ce  qui  carac- 
terise  un  couple  inOexionnel,  c'est  d*en  contenir  trois. 

Si  Ton  suppose  que  le  complexe  soil  defini  par  I'equation  generate 

f{a,b,p,q)-=io, 

en  exprimant  que  le  plan  tangent  suivant  la  droite  (a,  b,p^  q)  du  com- 
plexe au  c6ne  de  ce  complexe  est  un  plan  tangent  d*inflexioD,  on 
trouve  aisement  Tequation  suivante  qui,  sur  cliaque  droite  du  syst^me, 
definit  les  quatre  points  des  couples  inflexionnels  : 

On  a  pose 

* 

Les  plans  de  ces  couples  seront  donnes  par  Tequation 

(X-aZ-/>)(/,-^/^)-h(Y-6Z-^)CA-5/,)  =  o, 

qui  represente  en  geaeral  le  plan  tangent  suivant  la  droite  (a,  b,p,  q) 
au  c6ne  du  complexe  dont  les  coordonnees  du  sommet  soni 

az  -H/>,     hz  -h  7,     z, 

II  sufiira  de  prendre  pour  z  une  des  quatre  racines  de  Tequation  pr^c6- 
dente. 

96.  Ce  que  nous  venons  de  voir  va  nous  permettre  de  definir  dans 
le  complexe  une  nouvelle  serie  de  surfaces  remarquables. 
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Soient  efTectivement  Pi.pi^Pn  trois  paramfetres  dont  dependent  les 
coordonneewS  des  droites  du  complexe,  comma  prec^demmcnt.  Si  Ton 
integre  le  systeme  d'equations  differentielies 

G(dp)  =  o,    M{dp)  —  o, 

on  obtiendra  quatre  series  de  developpables  du  complexe  qui  jouiront 
de  cette  propriete,  que  le  point  oil  unegeneratrice  D  quelconque  lou- 
chera  Tarete  de  rebroussement  et  le  plan  tangent  tout  du  long  de  cette 
g^neratrice  Torment  un  couple  inflexionnel. 

Ge  sont  ces  surfaces  qui  sufGsent  pour  defmir  les  proprietes  du 
second  ordre,  puisque  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  en  deduire  les 
correlations  principales  et>  par  consequent,  les  surfaces  principales  du 
complexe. 

Les  surfaces  developpables  que  nous  venons  de  definir  jouissent  de 
la  propriete  d'etre  oscuiees  par  tons  les  complexes  lineaires  tangents 
du  complexe  propose  suivant  chacune  de  leurs  generatrices,  puisque 

pourelies  on  a 

G{dp)  =  o    et    M(dp)  =  o. 

Les  courbes  qui  sont  les  aretes  de  rebroussement  de  ces  develop- 
pables ne  sont  pas  des  courbes  integrales  quelconques  de  Tequation 
aux  derivees  partielles  que  le  complexe  definit.  Elles  admettent,  en 
effet,  pour  tangentes  les  generatrices  dMnflexion  du  cdne  du  complexe. 

Yoici  done  un  nouveau  genre  de  singularites  qui  s'ofTre,  et  qui  est 
tout  a  fait  analogue  ajcelui  que  M .  Darboux  a  decouvcrt  touchant  les 
equations  aux  derivees  partielles. 

97.  Si  Ton  se  donne,  en  effet,  un  systeme  g^ometrique  tel  que  tout 
point  de  Tespace  soit  le  sommet  d'un  cone,  et  que  tout  plan  de  Tespace 
contienne  une  courbe  determinee,  il  y  a  lieu  de  distinguer  suivant  que 
le  cdne  et  la  courbe  relatifs  a  un  couple  du  systfeme  sont  definis  Tun 
par  ses  plans  tangents,  Tautre  par  ses  points,  ou  bien  par  les  genera- 
trices et  les  tangentes. 

Dans  la  premiere  manifere,  le  systeme  est  defmi  par  les  surfaces 
integrales;  dans  la  seconde,  par  les  courbes  et  les  developpables  inte- 
grales. 
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Tandis  que  dans  le  premier  cas  le  cone  admet  normalement  des 
plans  tangents  de  rebroussement,  el  la  courbe  des  points  d'inflexion^ 
dans  le  second,  ces  singulariles  sont  normalement  exclues  et  rempla- 
cees  par  des  generatrices  d'inflexion  pour  le  cone,  et  par  des  tangentes 
de  rebroussement  pour  la  courbe. 

M.  Darboux  a  considere  le  premier  les  courbes  integrales  remar- 
quables  dont  les  tangentes  sont  precisement  les  aretes  de  rebrous- 
sement des  cones  du  systeme. 

Les  singulariles,  a  un  certain  point  de  vue,  correlatives  de  celles-la 
sont  celles  que  nous  signalons.  Elles  sont  constituees  par  les  develop- 
pables  enveloppees  par  les  plans  tangents  d'inflexion»  et  par  les 
courbes  dont  les  tangentes  sont  des  tangentes  de  rebroussement  des 
courbes  du  systeme. 

Dans  le  cas  du  complexe,  noustrouvons  ainsi  les  developpables  que 
nous  avons  definies  plus  haul,  de  meme  que  leurs  aretes  de  rebrousse- 
ment. 

98.  Nous  avons,  dans  ce  qui  precede,  suppose  que  les  racines  de 
■'equation  ^(S)  =  o  ^taient  inegales,  finies  et  differenles  de  zero.  Les 
cas  exceptionnels  qui  peuvent  se  presenter  conduisent  naturellement 
k  de  nouvelles  singulariles  des  complexes,  et  meme  k  de  nouveaux 
complexes  particuliers,  pour  lesquels  ces  singularites  se  presentent 
pour  toutes  les  droites. 

II  peut  arriver,  par  exemple,  que  G{dp)  et  M(^)  soienl  reductibles 
simultanement  aux  formes 

a{dp\  -\-dpl)-\-  a' dpi 

et 

dp\-hdp\-^dpl 

ou  que  G{dp)  ne  differe  de  M{dp)  que  par  un  facteur  independant  des 
diflerentielles. 

Dans  le  premier  cas,  il  existe  une  serie  lineaire  de  correlations 
principales  en  involution  avec  une  correlation  principale  particuliere 
etrangfere  a  la  serie. 

Dans  le  second  cas,  toutes  les  correlalions  du  complexe  sont  prin- 
cipales. 

Jnn»  de  I'Ec.  NorinaU.  n*  Serie.  Tome  XI.  —  Octobke  i88a.  4^ 
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Les  (Iroites  oil  ces  siDgularites  se  prescntent  ofTrcnt  ainsi  cerlaines 
analogies  avec  les  ombilies  des  surfaces. 

Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  amples  developpements  sur 
ce  sujet,  non  plus  que  sur  bien  d'autres  qui  se  presenteut  encore  et 
dont  I'etude  se  deduirait  aussi,  par  des  analogies  diverses  avec 
I'espace  ponctuel,  de  la  consideration  de  la  forme  quadratique  fonda- 
mentale. 

II  nous  suffit  d'avoir  montre  Tinriportance  de  cette  forme  dans  la 
Geometric  de  Tespace  regie,  et  d*y  avoir  rattacbe  les  proprieles  infini- 
tesimales  de  cot  espace. 
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COEFFICIENTS  D'INDUCTION, 

Par  M.  Marcel  BRILLOUIN, 

CBABGlS  DD  conns  DK  PHT8IQVE  A  LA  FACCLTB  DES  SCIENCES  OB  DIJON. 


INTRODUCTION. 


1.  On  sait  de  quelle  importance,  de  quel  usage  journalier  sont  dans 
les  laboratoires  les  methodes  de  comparaisou  des  resistances  elec- 
triques»  des  forces  electromotrices,  des  capacites.  Les  meilleures  dis- 
positions experimentales  ne  sont  pas  toujours  celles  qui  se  pretent  le 
plus  facilement  au  calcul  theorique,  ineme  quand  une  tres  grande  pre- 
cision n*est  pas  n6cessaire;  c*est  grace  aux  methodes  de  comparaison 
qu'il  est  possible  de  satisfaire  separement  aux  deux  conditions.  Outre 
les  facilit^s  qui  en  resultent  pour  les  mesures  absolues,  ces  methodes 
sont  indispensables  dans  toutes  les  applications  industrielles,  alors  que 
les  calculs  directs  seraient  inabordables.  Jusqu*ici  pourtant  les  me- 
thodes de  comparaison  des  coefficients  d'induction  ne  paraissent  pas 
entrees  dans  la  pratique.  Ayant  trouve  dans  le  grand  Traite  de  Maxwell 
rindication  succincte  de  methodes  de  comparaison,  fondees»  comme  les 
methodes  precises  citees  plus  haut,  sur  la  reduction  a  zero  du  courant 
dans  un  des  fils  d'un  circuit  ferme,  j'ai  entrepris  d'etudier  les  condi- 
tions dans  lesquelles  ces  methodes  sont  sensibles  ct  exactes. 
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2.  Dans  toutes  ces  methodes,  on  emploie  les  courants  induits  par 
variation  d'intensite.  Lorsque,  a  travers  un  certain  fil,  l*intensite  du 
courant  permanent  et  la  quantite  lotale  d'electricitedu  courant  instan- 
tane  produit  par  la^fenneture  du  circuit  qui  contient  la  pile  sont 
nuiles,  il  existe  entre  les  coefficients  d'induction  des  divers  fits  dii  cir- 
cuit et  leurs  resistances  une  relation  homogenesepar^ment  par  rapport 
a  ces  deux  ordres  de  variables.  Sous  certaines  conditions,  deux  coeffi- 
cients d'induction  subsistent  seuls,  et  leur  rapport  est  donne  par  un 
rapport  de  resistances.  Un  galyanometre  sensible,  desboites  de  resis- 
tances bien  graduees  et  aussi  rigoureusement  que  possible  depourvues 
de  ceefiicient  d'induction  propre,  sont  les  instrunoents  essentiels. 

L'electrodynamometre,  le  telephone  ne  pourraient  remplacer  le  galva- 
nometre  que  dans  une  partie  des  methodes.  Ce  sont  en  effet  des  instru- 
ments qui  ne  restent  au  zero  que  pour  un  courant  constamment  nul. 
Orcette  condition  n'est  pas  satisfaite  dans  toutes  les  methodes.  II  est 
meme  toujours  possible  de  modifier  les  circuits  de  maniere  que  cette 
condition  n'ait  plus  lieu,  sans  alterer  ni  la  rigueur  theorique  de  la  me- 
thode»  ni  la  precision  des  mesures  au  galvanometre.  Le  galvanometre 
a  d'ailleurs  le  grand  avantage  que  ses  indications  changent  de  signe 
en  passant  par  zero. 


CHAPITRE  I. 

EXPOSfi  DES  LOIS  EXP£RIMENTALES  DES  COURANTS  INSTANTAN6S. 


3.  Je  commence  par  rappeler  les  lois  physiques  sur  lesquelles  je 
m'appuierai.  Ces  lois,  etablies  experimentalement  dans  certains  cas 
simples,  ont  ete  excessivementg^neralisees;  je  m'efforcerai  de  preciser 
dans  quelles  conditions  elles  sont  strictement  applicables;  j'en  indi- 
querai  les  consequences  mathematiquement  rigoureuses,  sans  inter- 
vention des  principes  de  la  Thermodynamique,  et  celles  qui  ont  un 
caractere  hypothetique.  On  se  heurte,  en  effet  (n^*  5  et  6),  en  appll- 
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quant  Ics  lois  telles  qu*on  les  generalise,  a  ane  impossibilite  logique  : 
il  est  done  utile  de  marquer  les  points  douteux,  ceux  oil  la  generali- 
sation a  pu  Mre  trop  hative.  Ce  n'est  que  Tebauche  d^une  discussion 
complete,  mais  elie  n^est  pas  deplacee  ici;  car  elle  me  permet  d*etablir 
que  les  methodes  decrites  dans  ce  travail  s'appuient  directement  sur 
les  lois  experi  men  tales,  dans  les  conditions  memes  de  leur  demonstra- 
tion, et  sont  independantes  de  toute  theorie. 

I®  Experiences  de  Biot  et  Savart.  —  Loi  de  Laplace.  —  Celle  loi  est 
relative  a  Faction  des  courants  constants  sur  les  aimants  permanents. 
Le  courant  est  caracterise  en  grandeur  par  un  certain  facteur  qu'on 
appelle  son  intensity.  Les  experiences  de  Colladon  (*)  ont  monlre*  que 
cette  intensite,  quand  elle  est  conslante,  est  proportionnelle  au  flux 
d'electricite,  la  quantite  d'electricite  etant  definie  par  la  loi  de  Cou- 
lomb. 

a®  Lois  de  Ohm  (^).  —  Ces  lois,  relatives  au  partage  des  couranls 
permanents  entre  divers  conducleurs,  ont  ete  etablies  par  analogic  avec 
les  lois  de  propagation  de  la  chaleur,  et  rattachees  par  Kirchhoff  (^) 
(1849)  ^^^  principes  de  Telectricite  statique.  Ohm  (1826),  Fechner 
(i83i),  les  ont  controlees  au  moyen  d'appareils  electromagnetiques. 
C'esl  au  moyen  des  memes  appareils  que  Pouillet  (*)  les  a  decouvertes 
a  nouveau.  Le  developpement  de  ces  lois  permet  de  trouver  des 
methodes  de  mesures  relatives,  simples  et  precises,  pour  les  resistances 
des  fils  et  les  forces  electromotrices  des  piles. 

Les  verifications  de  ces  lois  au  moyen  d'appareils  d'electricite  sta- 
tique ont  d'abord  porte  sur  la  valeur  et  la  distribution  des  potentiels  : 
Kohlrausch  (i853)  a  montre  (^)  que  les  diflerences  de  potentiel  et  les 
resistances  deduites  des  mesures  electrostatiques  sont  identiques  h 
celles  quefournissent  les  mesures  electromagnetiques,  quand  les  unites 
sont  les  mSmes.  Ces  experiences  verifiaient  done  indirectement  I'iden- 


( » )  Annalcs  de  Chinde  et  de  Physique,  a*  s^rie,  t.  XXIU,  p.  62.  —  Mascabt,  Traite 
d'jSlcctricitS  statique^  t.  I,  p.  43o. 

(*)  Foir  en  g^n^ral  :  Mascart,  Traiie  d^£lectncU^ statique,  t.  II. 

(*)  Pogg,  Ann.,  t.  LXXVIIl.  —  Annates  de  Cliimie  et  de  Physique,  3«  s^rie,  t.  XLI. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  267. 

(*)  Poggendorff  Annalen,  t,  LXXV  et  LXXVIIL  —  Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
V  s^rie,  t.  XU. 


Digitized  by 


Google 


3^2  HAHCEL  BHTLLOUIN. 

tite  de  Tintensite  et  du  debit  ^lablie  par  CoUadon.  Une  nouvelle  confir- 
mation a  etc  fournie  par  les  experiences  de  M.  Gaugain  (*)  qui,  grace 
a  Tinvention  de  Telectrometrc  a  decharges,  a  reussi  k  etudier  les  lois 
du  debit  dans  les  conducteurs  mediocres. 

4.  Etudions  de  plus  pres  une  des  consequences  des  lois  de  Ohm,  la 
relation  qui  existe  entre  les  intensites  et  les  flux  d'electricite  dans 
divers  fils  qui  se  reunissent  en  un  meme  point. 

II  est  evident  que,  pendant  Tetat  permanenl,  il  ne  pent  y  avoir  accu- 
mulation indefmie  d'elcctricite;  la  sommetotale  des  quantites  d*elec- 
tricite/apportees  au  sommet  est  done  nulie,  dans  I'etat  permanent, 

(I)  ^/=o. 

Lorsqu'il  s'agit  des  intensites  ^lectromagnetiques  constantes,  la  re- 
lation correspondante  que  donnent  les  lois  de  Ohm  peut  se  d^duire  de  la 
definition  meme  de  i  par  la  loi  de  Laplace.  On  tire  de  cette  loi,  par  des 
raisonnements  malhematiques  rigoureux  (').  la  relation 


iiri^y^F. 


d7. 


C  designe  une  ligne  fermee  quelconque,  sans  point  double,  qui  en- 
toure  le  fil  parcouru  par  le  courantt;  d(7  est  un  element  de  cette  ligne, 
et  F^,  la  projection  sur  Telement  d(7  de  la  force  magnetique  totale  en  ce 
point  de  la  courbe.  Considerons  une  nappe  simple  d'une  aire  superfi- 
cielle  limitee  a  la  courbe  C;  pour  un  observateur,  debout  sur  le  cdt£ 
positifde  cette  surface,  et  regardant  un  point  de  la  courbe  limite  C« 
Tare  G  croit  vers  sa  gauche.  L*intensite  if  doit  Stre  regardee  comme 
positive  lorsque  le  courant  traverse  la  surface,  en  passant  du  c6t^  n^ 
gatif  au  cote  posilif. 

De  meme,  si  la  courbe  entoure  plusieurs  couranis. 


( ^ )  ji finales  de  Chimie  et  de  Physique.  —  Mascart>  Traiie  d'^leciriciiS  staiiqutj  t.  H, 
p.  4G5. 
(*)  Mascart  el  JouBERT,  Lecons  sur  r^iectriciie  et  le  magnitismr,  t.  I,  p.  488*491. 
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PrenoDS  le  sommetconsidere  comme  centre  d'une  petite  surfacespbe- 
rique,  et,  sur  cette  surface,  traQoiis  une  courbe  geometrique  C  sans 
point  double  ( * ),  qui  separe  Taire  de  la  sphere  en  deux  regions,  Tune  a 
que  traversent  lous  les  fils,  Tautre  6,  qu'aucun  d'eux  ne  traverse. 
Cboisissons  la  direction  desarcs  croissants  sur  la  courbe,  de  maniere 
que  le  cote  positifde  la  region  a  regarde  le  sommel.  On  a 


et  les  inlensites  sout  regardees  comme  positives  lorsqu'elles  sont 
dirigees  vers  le  sommet.  Mais  la  region  6,  n'etant  Iraversee  par  aucun 
fil,  donne 

On  a  done,  pour  toules  les  intensites  qui  aboutissent  au  sommet, 

(2)  2/r=0. 

5.  Je  ne  connais  pas  d*experiences  qui  etablissent  avec  certitude 
que  la  loi  de  Laplace  subsiste  lorsque  les  courants  sont  variables. 
II  semble  probable  que  la  loi  de  la  distance  et  celle  de  la  direction  de 
Tel^ment  de  courant  restent  vraies  a  cause  de  leur  caractere  purement 
geometrique.  Quant  a  la  grandeur  du  courant  a  chnque  instant,  elle 
est  caracterisee  par  un  coefficient,  auquel  on  pent  conserver  le  nom 
A'intensiti;  mais  la  relation  entre  cette  intensite  et  le  flux  d'electricite 
statique  au  meme  instant  n'a  pas  encore  ete  etablie  avec  certitude. 
L*application  de  la  loi  de  Colladon  donne  lieu  a  une  difficulte  qu'il 
importe  de  rappeler.  Pour  cela,  revenons  aux  flux  d'electricite  et  aux 
intensites  electromagnetiques  dans  des  fils  qui  aboutissent  au  meme 
sommet. 

Le  potentiel  electrostatique,  qui  est  uniforme  quand  aucun  courant 
ne  traverse  les  fils,  est,  au  contraire,  different  d'un  point  a  Tautre 


(1)  Lorsque  la  courbe  trac6e  stir  la  sphere  a  des  points  doubles,  les  r^suliats  d^Gnilifs 
sont  les  m^meS)  mais^xigent  une  longue  discussion  dont  Gauss  a  ^nonc^  les  principes.  Gauss, 
ff^erke,  t.  Y,  p.  620.  —  Paul  Legordieb,  Sur  les  aires  sphiriques  de  Gauss  (Tli^se),  1870. 
—  Foir  aussi :  B.  Ribmann,  Legons  sur  la  pesanteur,  lyiectricUc  et  le  magnctisfue^  recueil- 
lies  par  Hattendorff. 
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pendant  le  courant.  Le  passage  du  premier  elat  au  second  est  accom- 
pagne  d'une  modification  dans  la  distribution  de  I'electricite  sur  le  til. 
Pour  en  exagerer  les  effets,  considerons  en  particulier  un  sommet  qui 
communique  directement  avec  un  conducteur  de  grandes  dimensions; 
le  potentiel  final  V  pour  Tetat  permanent  est  le  meme  que  si  ce  corps 
n'existait  pas.  Les  fils  conducteurs  lui  ont  done  apporte,  pendant  T^tat 
variable,  une  cbarge  totale  CV,  proportionnelle  a  sa  capacite  C  :  T^qua- 
tion  (i)  ne  peut  done  pas  subsister  a  chaque  instant  de  I'etat  variable. 
Elle  n'est  exacte  que  pour  le  flux  total  entre  deux  epoques  o,  T,  ou  la 
distribution  des  polentiels  reprend  la  meme  valeur  :  deux  etats  per- 
manents  identiques  ou  une  periode  enliere  d'un  elat  p^riodique; 


If. 


T 

/dt  =  o. 


6.  Considerons  maintenant  les  intensites  electromagnetiques.  Si  la 
loi  de  la  distance  et  df  la  direction  de  Tei^ment  de  courant  sont  les 
memos  que  pour  Tetat  permanent,  on  en  deduit  rigoureusement,  entre 
les  intensites  quiaboutissent  au  meme  sommet,  la  relation 

a  chaque  instant.  Cette  relation,  etant  diflerente  de  celle  des  flux 
d'eleclricile,  nous  met  en  presence  de  trois  hypotheses  distinctes  : 

1**  La  loi  de  la  distance  et  de  la  direction  de  I'element  de  courant 
ne  sont  pas  les  memes  pour  des  intensites  variables  que  pour  des 
intensites  constantes. 

Ou  bien,  ces  deux  lois  restant  exactes  : 

2^  L'intensite  electromagnetique  n'est  pas  a  chaque  instant  propbr- 
tionnelle  au  fluxd'electricite; 

3^  L'intensite  electromagnetique  est  k  chaque  instant  proportion- 
nelle au  flux  d*electricit^ ;  mais,  dans  Tapplication  de  la  relation  (2) 
d^duite  de  la  loi  de  Laplace,  en  ne  prenant  que  les  intensites  dans  les 
flis  conducteurs,  nous  n'avons  pas  tout  compte :  pendant  Tetat  variable, 
Tespace  occup6  par  le  dielectri'que  est  lui-m6me  le  siege  de  pheno- 
menes  de  la  nature  d'une  intensite,  d'un  flux  d'electricile.  Quand 
la  charge  totale  d'un  corps  augmente  de  AM,  un  flux  d*electricite  egal 
a  AM  s'echappe  du  corps  et  rayonne  a  travers  le  dielectrique.  G*est 
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I*bypothfese  du  deplacement  electrique  de  Maxwell.  II  faut  introduire 
cette  iDteDsit^  totale  dans  la  relation  (a),  ce  qui  la  rend  identique  k 
Tequation  des  flux  d*electricite. 

7.  Les  tres  nombreuses  experiences  qu*on  a  faites  sur  les  courants 
variables  dans  des  circuits  fermes  complexes  ne  pernoettent  pas  de 
decider  entre  les  deux  dernieres  hypotheses.  Dans  presque  toutes 
ces  experiences,  en  effet,  le  galvanometre  mesure  Vintensiti  inU- 

grale  (')  /    idu  entre  deux  epoques  ou  Tinlensit^  reprend  la  meme 

valeur  :  etat  initial  et  etat  final  permanents  identiques,  ou  etat  perio- 
dique.  L'impulsion  de  I'aiguille  du  galvanonnetre  ou  sa  deviation 
moyenne  ne  mesure  le  couple  magn^tique  instantane  ou  moyen  qu*a 
cette  condition.  Lorsqu'il  en  est  ainsi  dans  tons  les  fils  du  circuit, 
Tequation  des  flux  d'dectricite  dans  les  flis  seuls  est  identique  ^jcelle 
des  intensites  integrates  dans  les  fils  seuls  pour  chaque  sommet 

On  pent  done  admettre,  dans  toutes  ces  experiences,  la  proportion- 
nalite  de  I'intensite  integrate  au  flux  total,  sans  qu'il  en  resulte  aucunc 
contradiction  logique.  Faraday  (^)  et  Riess  (')  ont  montre  la  propor- 
tionnalit^  de  la  charge  electrique  totale  des  bouteilles  de  Leyde  aux 
impulsions  produites  par  leur  decharge  a  travers  un  galvanometre,  et 
les  experiences  de  comparaison  des  capacites  qui  reposent  sur  cette 
proportionnalite,  faites  dcpuis  avec  plus  de  precision,  n*ont  pas  r^velc 
de  contradiction  experimentale  certaine. 

II  ne  semble  pas  probable  qu*une  compensation  analogue  puisse  se 
produire  pour  les  loisde  la  distance  et  de  la  direction  de  Telement. 

II  serait  facile  d'instituer  des  experiences  permettant  de  controler  la 
loi  de  Laplace  et  cellede  Colladon  et  Faraday  dans  les  deux  cas  parti- 


ta) Verdbt,  (JEuvres,  t.  IV.  —  Conferences,  P  Partie,  p.  365. 
(*)  Experimental  Researches,  1. 1,  p.  102. 

(»)  ReibungselectricUat ,  Bd.  I,  p.  478.  —  Mascart,  Traite  (V Electricity statique,  I.  1, 
p.  433. 

Amn»  dt  Vte.  HormaU,  3*  Serie.  Tome  XI.  —  Octobu  i88a.  44 
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culiers  indiques  plus  haul.  Une  confirmation  direcle  et  m6lhodique 
serait  evidcnfiment  preferable  k  la  probabilite  que  donne  Tensemble  des 
fails  connus. 

8.  Dans  quelques  autres  experiences,  I'intensit^  initiale  et  Tinten- 
site  finale  ne  sont  les  mennes  que  dans  le  fil  qui  contient  Ic  galvano- 
metre,  ou  bien,  on  emploie  un  galvanom^tre  differentieU  et  c*est  la 
fonclion  lineaire  ai  —  bj  des  deux  intensites  i,y  qui  a  des  valours 
initiale  et  finale  egales.  Dans  ces  deux  cas,  Timpulsion  de  Taiguille  du 

galvanometre  mesure  I  idt  et  I  {ai—  bj)dt;  mais  Tequation  des  flux 

d'el^ctricite  et  celle  des  intensites  k  cbaque  sommet  sont  differentesi 
et,  a  prendre  les  cboses  en  toute  rigueur,  il  faudrait  tenir  compte  de 
cetle  difference  et  eboisir  entre  les  bypotbeses  2  et  3.  Remarquons 
toutefois  que,  pour  Teffet  total,  la  difference  entre  les  deux  equations 
(i)  et(a)  est  en  relation  directe  avec  la  grandeur  des  capacites;  elle 
ne  pourrait  devenir  appreciable  que  si  certains  points  etaient  en  com- 
munication avec  un  corps  conducteur  de  grandes  dimensions,  iloigndde 
tout  autre  conducteur.  C'est  dans  ce  cas  seulement  que  la  distribution 
des  courants  de  Tbypotbese  3  a  travers  un  dielectrique  de  grande  ^ten- 
due  pourrait  etre  mise  en  evidence.  Si  certains  points  communiquent 
avec  un  condensateur  de  grande  capacity,  I'epaisseur  du  dielectrique, 
siege  des  pbenomenes  de  la  troisifeme  hypotb^se,  est  trop  faible  pour 
les  rendre  appreciables;  tout  I'effel  est  produit  par  I'intensit^  dans  les 
fils  qui  reunissent  les  deux  armatures  du  condensa(eur  a  deux  points  du 
circuit  eloignes  Tun  de  Tautre;  on  peut  alors  calculer  cette  intensity 
au  moyen  de  Tequation  de  cbarge  du  condensateur :  Tintensit^  du  cou- 
rant  est  a  cbaque  instant  egale  au  produit  de  la  capacite  par  Taccrois- 
sement  de  la  difference  de  potentiel  des  deux  armatures.  On  tiendra 
compte  de  Tinfluence  totale  du  condensateur,  en  appliquant  simple- 
ment  la  loi  de  Colladon  et  Faraday  aux  intensites  int^grales  et  aux 
flux  d*electricite,  dans  tous  les  flls  conducteurs,  sans  s'occuper  de 
ce  qui  se  passe  dans  le  dielectrique. 

Au  lieu  de  s*en  tenir  a  Teffet  total,  si  Ton  etudie  les  diverses  pbases 
du  pbenomene  variable,  les  deux  bypotbeses  2  et  3  pourront  fournir 
des  resultats  nettcment  differents.  Cest  seulement  par  une  ^tude  expe- 
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rimeatale  des  variations  du  courant  dans  un  fil  dont  les  extremites 
commuDiquent  avee  des  corps  de  grande  capacite  que  Ton  pourra 
tfouver  des  raisons  de  preferer  Tune  ou  Tautre  hypolhese. 

9.  La  generalisation  de  la  loi  d'Ampere  sur  les  actions  mutuelles 
des  courants  constants  est  sujette  aux  memos  observations ;  mais  rien 
ne  permet  d'afnrmer  que  les  facteurs  qui  caracterisent  les  deux  cou- 
rants restent  proportionnels  aux  flux  d'electricite,  ou  meme  (suivant 
la  loi  de  Weber  pour  les  courants  permanenls)  aux  intensites  electro- 
magnetiques.  Les  deux  memos  cas  particuliers  seraient  interessants 
pour  les  memes  raisons. 

L'influence  de  la  forme  des  circuits  dans  Taction  mutuelle  des  cou- 
rants constants  est  definie  par  leur  potentiel  muluel  electrodynamique. 

10.  Induction  [^).  —  Dans  toutes  les  experiences  qui  suivent 
(n***^10-25),  I'emploi  du  galvanometre  est  legitime  par  i'extension  de 
la  loi  de  Laplace  seule,  sans  la  loi  de  CoUadon  et  Faraday,  tant  qu'il 
ne  s'agit  que  de  mesures  electromagnetiques. 

Lorsque  deux  circuits  fermes  immobiles  sont  voisins  Tun  de  I'aulre, 
et  que  Tintensite  du  courant  dans  Tun  d'eux  passe  d'une  valeur  con- 
stante  I,  a  une  autre  valeur  constante  I  +  AI,  un  courant  instantane 
est  produit  dans  le  second  circuit. 

Si  la  forme  des  parties  voisines  des  deux  circuits  resle  la  meme, 
quels  que  soient  le  diametre  des  fils  conducteurs,  leur  nature,  la  lon- 
gueur des  parties  eloignees,  il  resulte  des  experiences  de  Lenz  et  de 

Feliciy  que  Tintensite  integrale  i  jdt  du  courant  induit  est  donnee  par 
la  relation 

(i)  .   MAI-hRlTycf^^io. 

R  est  la  resistance  du  circuit  induit  determinee  par  les  methodes  rela- 
tives aux  courants  constants.  M  est  une  constante  qui  ne  depend  que 


( «)  Voir,  ^  la  fin  de  ce  travail,  une  Note  sur  les  experiences  de  Faraday,  Lenz  et  Felici, 
relatives  k  Tinduction. 
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de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  circuits  :  on  Tappelle 
coefficient  (Tinduction  mutuelle  des  deux  circuits. 

Lorsque  le  circuit  induit  est  parcouru  par  un  courant  constant  i» 
J  designe  dans  Tequation  (i)  Texces  de  Tintensit^  a  chaque  instant  sur 
rintensite  constante  initiale  et  finale  i.  Si  plusieurs  courants  inducteurs 
agissenl  a  la  fois  sur  le  meme  circuit  induit,  il  faut  dans  I'equation  (i) 
remplacer  le  terme  unique  MAI  par  la  somme  des  termes  correspon- 
danls  relatifs  a  chacun  des  courants  inducteurs. 

11.  La  comparaison  de  Tequation  (i)  avec  T^quation  relative  a  un 
courant  constant  dans  le  meme  circuit  montre  que  Teffet  produit  par 
le  changement  d'intensite  du  courant  inducteur  est  de  la  nature  d'une 
force  ^lectromotrice  instantanee.  Si  le  circuit  induit,  au  lieu  d'etre 
simple,  est  forme  de  plusieurs  fils  se  reunissant  en  differents  sommets, 
et  que  chacun  d'eux  soit  soumis  a  Tinduction  d*un  fil  voisin,  il  est 
naturel  de  continuer  la  meme  comparaison  en  employant  les  valours 
des  forces  electromotrices  instantanees,  deduites  par  Tequation  (i) 
d'experiences  ou  le  circuit  est  forme  par  un  seul  des  fils  directement 
uni  au  galvanometre.  Nous  savons  dejk  que  Tune  de  ces  lois,  prises 
sous  la  forme  que  leur  a  donn^e  Kirchhoff,  la  loi  relative  aux  sommets, 

(2)  zJjdt  =  o, 

subsiste  en  toule  rigueur  quand  Telat  initial  et  Tetat  final  du  circuit 
sont  identiques.  II  resulte  d'experiences  de  Felicii  qu*il  en  est  de  mSme 
de  la  seconde  loi, 

(3)  s(r  Cjdt'\^U^l-\-..\  =  o, 

S  indiquant  qu*on  ajoute  tons  les  termes  d'un  circuit  ferme  en  rappor- 
tant  toutes  les  intensites  a  un  meme  sens  de  parcours  de  ce  circuit. 

12.  L*effet  produit,  etant  d*autant  plus  grand  que  les  deux  circuits 
sont  plus  rapproches,  doit  subsister  lorsqu'ils  se  confondent.  Toute 
variation  d'intensite  dans  un  circuit  produit  dans  ce  mdme  circuit  un 
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courant induit don t Faraday (* )  a  reussi  k  demontrer  Texislence.  L'etude 
de  ]a  loi  du  courant  ne  peut  pas  se  faire  avec  tin  circuit  simple,  car 
I'iDtensit^  finale  differant  de  Tintensite  initiale,  les  indications  du  gal- 
vanometre  n'ont  pas  de  sens.  Ediund  (^)  a  imagine  une  disposition 
des  fils  pour  laquelle  Tapplication  de  lois  de  la  forme  (2),  (3)  (n^  11 ), 
fournit  des  consequences  tres  simples  qu'il  a  completement  v^rifiees 
par  experience.  Si  dans  un  circuit  complexe,  ne  comprenant  aucun 
conducteur  decapacite  notable  (n^  8)»  les  intensitcs  changent  de  va- 
lours, leslois(2),(3)s*appliquentencore,pourvu  qu'on  ajoutedans(3) 
un  terme  LAi,  relatif  au  changement  d*intensite  dans  ie  fil  lui-meme, 
et  quey  designe  Texces  de  Tintensite  variable  sur  Tintensite  finale  1. 
Ce  coefficient  L  porte  le  nom  de  coefficient  d' induction  propre  ou  coef- 
ficient de  self-induction. 

13.  Restea  determiner  les  constantes  M  et  L.  Des  experiences  de 
Felicii  dont  le  principe  est  caique  sur  celui  des  experiences  fondamen- 
tales  de  Telectrodynamique,  ^tablissent  que  la  constante  M  est  propor- 
tionnelle  au  potentiel  mutucl  des  deux  circuits,  lorsque  ces  circuits 
sontdistinctset  simples.  Les  circuits  restantdistincts,  s'ils  sont  formes 
de  plusieurs  fils,  tels  que  chacun  d'eux  fasse  partie  au  moins  d*un  cir- 
cuit ferme  par  des  fils  difT^rents,  il  est  facile  (')  d'etablir  qu'on  peut 
encore  prendre  M  proportionnel  au  potentiel  mutuel  des  deux  fils«  bien 
que  leurs  extremites  soient  eloignees  Tune  de  Tautre.  II  n'y  a  d*ailleurs 
aucune  ambiguite  dans  la  pratique,  chaque  partie  du  circuit  ^tant 
formee  par  une  bobine  de  fil  dont  les  deux  extremites  sont  reunies  au 
reste  du  circuit  par  deux  conducteurs  tres  voisins  Tun  de  Tautre ;  la 
constante  M  se  rapporte  done  toujours  k  un  circuit  geometriquement 
ferme.  Cost  alors  une  integrate  double 


Jo      Jq 


nif^  ds  ds\ 


(^)  Janvier  i835.  Experimenial  Researches y  t.  I,  p.  322. 

(•)  1849.  Poggendorff  Annalen,  t.  LXXVU,  p.  161.  Annates  de  Chiinie  et  de  Physique, 
t.  m,  p.  5i. 
(')  Annaies  de  V^cole  Normale^  Janvier  1881.  —  Journal  de  Physique, 
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m,/  etant  une  fonction  de  la  distance  et  de  rorieDtation  dcs  deux  ele- 
ments 6&  et  d>' (*). 

14.  Lorsque  les  deux  circuits  sont  assez  rapproches  pour  que  les 
dimensions  des  fils  soient  de  meme  ordre  que  leu rs  distances,  la  valeur 
deM,  commeeelle  du  poteotiel  mutuel,  doit  etre  mise  sous  la  forme 
d*une  integrate  sextuple,  etendue  a  toute  la  longueur  des  deux  cir- 
cuits,  et  a  toute  Taire  des  sections  des  deux  fils;  car  Telement  deTin- 
tegrale  doit  etre  rapporte  aux  elements  de  courant  de  dimensions 
transversales  infiniment  petites  par  rapport  a  leur  distance  mutuelle. 
On  admetalors  que  la  densite  du  courant  est  uniforme  dans  toute  Taire 
de  chaque  section  du  HI. 

Bien  que  les  deux  circuits  inducteur  et  induit  aient  toujours  ete  dis- 
tincts  dans  les  experiences  de  Felici,  il  est  naturel  de  regarder  la  loi 
elementaire  comme  independanle  de  cette  condition,  et  de  prendre 
pour  le  coefficient  L  ce  que  deviant  M  quand  les  deux  circuits  sont 
amenes  en  coilicideuce.  II  semble  que  le  dispositif  d*Edlund  permettraii 
de  controler  cette  extension  des  resultats  de  Felici  (^). 

15.  Resumons  les  resultats  auxquels  nous  sommes  arrive  : 
Equations  de  Kirch liofT  pour  Tetat  permanent  de  circuits  fermes 

quelconques : 

Sommets zi-=o. 


^  ^  \  Circuits  fermes S  (r*  —  e)  =  o. 

Equations  de  la  periode  variable  entiere  : 

I  Sommets x.J/dt  —  o. 
(  r  \ 

Qrcuits  fermes S  [r  I  jdt-\-  LA*  4-  MAI  -h...  1  =o, 

avec  la  restriction  du  n"  8  pour  la  premiere  des  equations  II. 


(»)  Lorsque  les  circuits  sont  g^ra^lriquement  ferm^,  on  peut  choisir  indiffSremment 

COSf  ,1      J     «r  K        COSOCOSO' 

pour  m,gi  la  forme  de  Neumann  >  ou  celle  de  Weber • 

(«)  Ce  conlr61e  peut  6tre  oblenu  par  une  des  m^Uiodes  que  j'^tudierai  plus  loin. 
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Telles  sont  les  equations  dont  nous  ferons  usage  pour  elablir  les 
m^thodes  de  comparaison  des  coefficienls  L  et  M. 

Ces  coefficients  sont  proportionnels  aux  polentiels  electrodynamiques 
des  circuits.  Les  regarder  comnie  ^gaux  a  ces  polentiels,  c'est  choisir 
Tunit^  de  force  6lectromotrice,  et  par  suite  Tunite  de  resistance  elec- 
trodynamique.  C*est  cette  unite  que  determine  directement  la  methode 
de  mesure  de  Rowland  (* ).  Cette  methode  est  fondeesur  les  experiences 
de  Lenzet  deFelici,  sans  aucune  extension,  et  sans  aucune  hypothese 
sur  la  relation  entre  le  Oux  d'dectricite  et  Tintensit^  integrale  du  cou- 
rant  induit  ('). 

16.  En  admettant  que  les  Equations (II)  s'appliquentnon  seulemcnt 
a  Tintensite  integrale,  mais  ^  Tintensite  elle-meme,  on  oblient  les 
Equations  ordinairement  employees  dans  Tetude  des  courants  induits 


(1 )  American  Journal  of  Sciences  and  Arts,  1878.  — Journal  de  Phjrsiqtie,  t.VlII,  p.  a46. 

(*)  Aulieude  fairevarier  Tin  tensity  du  courant  inducteur,  on  peut  la  conserver  constante, 
mais  d^placer  le  courant  de  sa  position  actuelle  A,  h  un^  position  B  oil  les  variations  d'inten- 
sit^  du  courant  inducleur  soient  sans  influence  sur  le  circuit  induit.  Une  experience  de 
Felici  montre  que  Tintensit^  integrale  due  au  d^placement  du  circuit,  de  B  en  A,  est  ^gale 
k  celle  due  h  T^tablissement  du  m6m^  courant  en  A.  Le  syst^me  II  doit  done  dtre  remplac6 
par  le  suivant : 

ISommels 2  Ijdt  =  o, 
Circuits  ferm^s S\r  Ijdl  -+-  A(Li)  -+-  A(MI)  -h. . .    =  o, 

et,  en  prenant  pour  L,  M  les  polentiels  Electrodynamiques  eux-mdmes,  on  choisit  une  unit6 
de  resistance  idenlique  ^  celle  du  n"*  15.  Cest  celle  que  donne  directement  la  methode  de 
Rirchhoff  (Pogg.  Ann,,  I.  LXXVI;  1849),  lorsque  1, 1  ont  des  valeurs  initiale  et  finale  iden- 
tiques. 

En  appliquant  le  principe  de  la  conservation  de  r6nergie  k  un  circuit  qui  contient  une 
roue  de  Barlow  anim^e  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  dans  un  champ  magnetiqne 
constant  produit  par  des  aimants  ou  des  courants,  on  peut  6tablir  Tidentite  des  unites  de 
resistance  eiectromagndtique  et  eiectrodpamique.  Cest  Texperience  du  disque  de  Faraday 
(Exp.  Res.,  serie  I)  ou  celle  de  Lorenz  (Pogg.  Ann.,  t.  CLXIX;  1873.  —  Journal  de  Phf^ 
sique,  t.  II,  p.  4^4)* 

Quant  k  Tunite  determin6e  par  la  methode  do  Sir  W.  Thomson,  ou  par  celle  de  Weber 
(oscillations  et  amortissement),  il  faut,  pour  etablir  leur  identiie  avec  les  precedentes,  sup- 
poser  exacte  requation  differentielle  de  Tinduction  IH  (n"*  16),  k  cause  de  la  simultaneite 
des  variations  d^inlensiie  et  des  deplacements  do  Taiguille  aimantee. 
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par  variation  d'intensite  : 

ISommets Zj  =  o, 
Circuits  ferm6s ^['^'^  '^^di  '^     di  "^ '  "  )  ^^' 

Pour  avoir  uue  coasequence  mathematique  du  systeme  (II)»  il  faudrait 
ajouter,  dans^chacune  des  equations  (III),  un  terme  inconnu,  soumis  k 
la  condition  de  disparaitre  par  une  integration  elendue  k  toute  la 
duree  du  phenoniene  variable,  ou  a  une  periode  entiere,  quand  il  est 
periodique.  Aussi,  n'emploierai-je  pas  le  systeme  (III)  pour  etablir  la 
formule  fondamentale  des  methodes  que  je  vais  d^crire;  il  servira 
seulement  a  en  discuter  cerlains  details  secondaires  (n^  26-29). 

C'est  k  ce  systeme  d'equations  que  conduisent  toutes  les  theories  de 
rinduction;  mais  cet  accord  n'ajoute  gufere  a  sa  probabilite,  puisque 
c'est  la  forme  la  plus  simple  qu*on  puisse  donner  aux  equations  diffe- 
rentielles  de  Tinduction  pour  rester  d'accord  avec  Texperience.  On 
pent  invoquer,  en  favour  du  systeme  d'equations(III)^  les  experiences 
relatives  a  la  meilleure  position  du  commutateur  dans  les  machines 
magnetiques  :  les  resuUats  sont  d'accord  avec  les  consequences  des 
equations  (III),  transformees  de  maniere  a  tenir  compte  du  mouve- 
ment.  Le  systeme  d'equations  (11^)  ne  fournirait  aucun  renseignement 
sur  cette  question. 


CHAPITRE  II. 

THfeORlE  DES  MfiTHODES  DE  COMPARAISON  DES  COEFFIQENTS  DEDUCTION. 


17.  Les  methodes  doivent  permetlre  de  comparer  : 
i"^  Deux  coefficients  d'induction  mutuelle; 
2^  Deux  coefficients  de  self-induction; 

3®  Un  coefficient  d'induction  mutuelle  et  un  coefficient  de  self- 
induction. 
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Pour  la  comparaison  des  coefficients  d*iDduction  mutuelle  de  deux 
paires  de  bobines,  le  courant  d'une  pile  P  [fig.  i)  traverse  successive- 
ment  les  deux  bobines  inductrices  i  et  2;  une  derivation  A  peut  elre 
^tablie  sur  Tune  d*elles;  enfin,  un  interrupteur  K  permet  d'ouvrir  ou 
de  fermer  le  circuit  de  la  pile.  Les  deux  bobines  induites  sont  reunies 
en  un  circuit,  et  une  derivation  e^  peut  etre  etablie  sur  Tune  d'elles. 

Fig.  I. 


Trois  positions  distinctes  du  galvanometre  permettent  de  faire  la 
mesure  : 

a,  h.  Les  deux  bobines  induites  sont  reunies  de  faQon  que  la  plus 
faible,  i,  soit  parcourue  par  la  difference  de  leurs  cou rants.  Cest  sur 
le  trajet  de  celle-ci  qu'il  faut  metlre  le  galvanometre.  On  dispose  de  la 
derivation  A  ou  de  celle  d  de  maniere  a  annuler  I'lntcnsite  integrale 
du  courant  qui  traverse  le  galvanomfelre  au  moment  de  la  fermeture  du 
circuit  de  la  pile.  L'application  des  equations  du  systfeme  (I)  (n**  15) 
au  circuit  inducteur,  etdusystfeme(II)  (n*^15)  au  circuit  induit,  donne, 
en  appelant  R|,  Ba,  r^  et  r^  les  resistances  comptees  a  parlir  des  deri- 
vations A  et  ^  : 

a.  Quand  la  derivation  A  existe  seule, 

M,  __      A 


R. 


h.  Quand  la  derivation  d  existe  seule, 

Jnn,  de  Vf.c^  Normals.  i*  S^rip.  Tome  XI.  Octobbk  1882. 
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c.  La  derivation  A  D'exisle  pas.  Les  deux  bobines  induites  sont 
reunies  de  faQon  que  la  derivation  d  resolve  la  difference  des  courants 
induils.  On  y  place  le  galvanometre,  et  on  ajoute  a  la  bobine  a  des 
resistances  telles  que  Fintensite  integrate  soil  nulle  dans  le  galvano- 
melre  au  moment  de  la  fermeture  du  circuit  de  la  pile. 

On  a  alors,  par  les  equations  (II)  (n^  15), 

C'est  cetle  derniere  disposition  seule  qu'a  indiquee  Maxwell  (t.  II, 
p.  354). 

II  importe  de  remarquer  que  les  coefficients  de  self-induction  de  tous 
les  fils  n'ont  aucune  influence;  ils  peuvent  etre  quelconques.  Mais  on 
a  ^crit  les  Equations  en  supposant  que  les  derivations  d,  A  et  les  fits 
de  jonction  ont  un  coefficient  d'induction  mutuelle  nul,  soit  entrc  eux, 
soitavec  les  bobines  i  et  3.  II  est  bon,  pour  realiser  cette  condition, 
de  mettre  tres  pres  Tun  de  I'autre  les  deux  fits  par  lesquels  entre  et 
sort  le  meme  courant. 

18.  Dans  toute  disposition  ou  le  circuit  induit  est  distinct  du  circuit 
inducteur,  le  galvanomfetre  etanl  Tinstrument  de  mesure,  les  Equa- 
tions (II)  montrent  que  les  coefficients  de  self-induction  ii'ont  aucun 
rdle.  L'intensile  initiale  et  I'lntensitE  finale,  dans  chacun  des  fils  du 
circuit  induit,  sont,  en  effet,  nulles.  Pour  que  le  coefficient  de  self- 
nduction  d'un  fil  du  circuit  induit  entre  dans  les  equations,  il  faut 
que  rintensite  du  courant  qui  le  traverse  change  de  valeur;  il  faut 
done  que  ce  fil  fasse  partie  du  circuit  inducteur.  Pour  que  Tequation 
de  Tetat  variable  dans  ce  fil  appartienne  au  syslfeme  qui  determine 
rintensite  integrale  dans  le  galvanometre,  il  faut  que  le  galvanomfetre 
fasse  aussi  partie  du  circuit  inducteur.  Enfin,  pour  que  Timpulsion  du 
galvanometre  mesure  Tinlensite  integrale,  il  faut  que  Vintensite  ini- 
tiale et  rintensite  finale  du  courant  qui  le  traverse  soient  identiques. 
L*intensite  initiale,  qui  correspond  au  circuit  ouvert,  est  nulle;  il  faut 
qu'il  en  soit  de  meme  de  I'intensite  finale.  On  ne  pent  obtenir  ce 
resultat  que  par  un  reglage  convenable  de  TEtat  permanent;  Tarran- 
gement  le  plus  simple,  dans  lequel  ce  reglage  soit  susceptible  de 


Digitized  by 


Google 


GOMPARAISON   DES   COEFnCIENTS  D  INDUCTION. 


355 


precision,  est  le  pont  de  Wheatslone;  e'est  celui  que  nous  allons  uti- 

liser(*). 

19.  On  pent  Temployer,  sans  modification,  a  la  comparaison  de 
deux  coefficients  de  self-induction  (Maxwell,  t.  11,  p.  357). 
Les  equations  du  pont  regie  pour  Tetat  permanent  donnent  {fig.  2) : 


Circuit  ACD. 
Circuit  BCD. 


D'oii  I'on  deduit 
(I) 


^  =  ^  =:i". 
^1  a  ?1 ' 


Les  equations  (II)  (n*'  15)  du  pont,  regie  pour  que  Tintensite  integrate, 
dans  le  fil  CD  du  galvanometre,  soit  nulle,  donnent  pour  la  fermeture 
de  la  pile : 

Circuit  ACD r^  I  j\dl-hLiii  —  r,  j j\dt  —  L,  1,  =  o, 

Circuit  BCD ^t  I  Jidt-h  Lj«|  — r*  /y,rf^  — £4*1=0. 

Entre  ces  equations  et  les  deux  equations  (i),  on  pent  eliminer  /«, 


( < )  Avec  uii  galvanom^lre  ordinaire,  Tarrangement  de  Poggendorff  pour  la  mesure  des 
forces  ^lectromotrices;  avec  un  galvanometre  diff6rentiel|  celui  d'Edlund  pour  T^lude  de 
Textra-courant,  pourraient  aussi  fournir  des  m^thodes  de  zdro  pour  la  comparaison  des  coef- 
ficients de  self-induction. 
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h  et  fj\dt^  fjndt.  II  sufBt  de  diviser  la  premifere  equation  par  r,,  la 
seconde  par  r,  et  de  les  retrancher;  il  vient  aiusi 

(^^:)'-(R-?.)/---(^^)'.=- 

elf  au  moyeD  des  equations  (i), 

Li Lj hi  i^hi o 

/-I  ^J  ^3  Z-*   ""      ' 

20.  Si  Ton  dispose  d'une  resistance  r^,  dont  le  coefficient  d'induc- 
tion  propre  soit  negligeable,  et  de  deux  boites  de  resistances  ^  divi- 
sion conlinue,  dont  le  coefficient  d'induction  soit  toujours  negligeabley 
le  pont  de  Wheatstone  permettra  de  comparer  les  coefficients  de  self- 
induction  de  deux  bobines.  Les  deux  boites  de  resistances  seront  placees 
sur  les  cotes  2,  3  ;  a  Tune  d'elles,  3»  on  ajoutera  Tune  des  bobines,  et 
Fautre  bobine  sera  placee  seule  sur  le  cote  i. 

Les  coefficients  d'induction  L^,  L4  etant  nuls,  les  equations  de  con- 
dition se  reduisent  k 

^  =:£!=:  ill, 

dans  lesquelles  L«y  L,,  Tf,  rj^  sont  donnees  et  invariables.  Pour  satis- 
faire  a  cette  relation,  il  faut  done  modifier  r^  et  r„  ce  qui  exige  bien 
deux  boites  de  resistances  divis^es.  Le  rapport  des  coefficients  d'induc- 
tion  est  donne  par  le  rapport  des  deux  resistances  ra,  r^^f  resistances 
lues  directement  sur  les  boites,  puisque  ces  cot^s  ne  contiennent  pas 
les  bobines  etudiees.  Malheureusement,  I'etat  permanent  ne  peut  pas 
Stre  regie  une  fois  pour  toutes;  chaque  tatonnement  relatif  a  Tetat 
variable  deregle  Tetat  permanent.  On  peut  modifier  Tarrangement  de 
maniere  a  separer  les  deux  reglages  {Journal  de  Physique,  mars  1881, 
p.  109);  mais  deux  nouvelles  boites  de  resistances  divis^es,  sans  coef- 
ficient d'induction,  deviennent  n^cessaires.  Aussi  n'ai-je  pas  pu  sou- 
mettre  cette  disposition  k  Texp^rience.  Je  n*en  parlerai  pas. 

21.  Pour  la  comparaison  du  coefficient  d'induction  mutuelle  M  de 
deux  bobines  avec  le  coefficient  de  self-induction  L  de  Tune  d'elles,  on 
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peut  faire  separ^ment  les  deux  reglages  en  ajoutant  une  derivatioa 
variable  A  entre  les  deux  sommets  du  pont  A,  B  {fig.  3),  auxquels 
aboutit  la  pile.  La  bobine  doat  on  veut  etudier  le  coefficient  da  self- 
induction  est  placee  sur  le  cdte  i  du  pont;  Tautre  peutetre  placee  sur 
le  fil  de  la  pile  (Maxwell,  t.  II,  p.  356). 

Fig.  3. 


Les  Equations  du  pont  regie  pourTetat  permaneut  sout,  en  designant 
par  I  riutensite  dans  le  fil  APB  de  la  pile : 

Circuit  ACD r,  e,  —  r, «,  =  o, 

Circuit  BCD r,e,  —  r^i,  —  o, 

Circuit  AA DB r,/,  4-  ri'i  —  A(I  —  i^  —  i,)  =  o, 

d'oii 

'-^  =  -"  =  $.,    et    \^ki,, 
en  posant 

r*       rr,      A 

Les  Equations  II  (n^lS),  quand  A  est  choisi  de  telle  sorte  que  Tin- 
tensite  integrale  soit  nulle  dans  le  galvanometre  pendant  la  periode 
variable  de  fermeture  du  circuit*  sont 

Circuit  ACD 'i  / y i  rf^ 4-  Lj i*i  4- MI  —  r,  / y , dt  —  Lj U  =  o, 

Circuit  BCD r^  jj\  dt -k- U  it --  r^  f  f\  dt  —  Uh  —  o. 

Divisantia  premiere  equation  par  r,,  la  seconde  par  r,  et  retranchant, 
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on  a,  en  tenant  compte  des  equations  de  I'etat  permanent » 


(I) 


L|  4-  AM  _  jU  _  Lj       Lv  _ 


Si  Ton  dispose  de  Iroisboites  de  resistances  sans  coefficient  d'induc* 
tion,  dont  une  a  division  continue,  on  en  ferales  cotes  2,  3,  4  du  pont. 
Surla  derivation  A  on  mettra  une  boite  a  division  continue,  qui  peut 
avoir  un  coefficient  d*induction  quelconque. 

L'equation  (i)  se  reduira  alors  a 


(^) 


L4-XM  =  o,        Ar^nn-^  -h^ 


/•4 


22.  Telle  est  la  inetliode  de  Maxwell,  la  seule  que  j*aie  experimentee. 
II  faut  remarquer  qu*elle  n'est  pas  generate;  elle  suppose  en  efTet  L 
superieur  a  M,  car  le  nombre  k  est,  quel  que  soit  A,  superieur  a 

I  +  —  •  Pour  la  rendre  absolument  generale,  il  sutfirait  de  placer  la 
deuxieme  bobine  sur  le  fil  A  lui-menie  {^g.  4)- 


La  resistance  A  n'est  plus  donnee  par  la  boite  graduee  seule;  mais 
ce  n*est  la  qu'un  d^savantage  apparent  sur  la  precedente  methode; 
meme  dans  cette  derniere,  pour  etre  sur  que  la  resistance  A  est 
exprimee  en  meme  unite  que  les  cdtes  du  pont,  il  est  indispensable  de 
la  mesurer  en  la  substituant  au  c6te  i.,  aussitpt  le  regla^e  obtenu. 
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Les  equations  de  Tetat  permanent  donnent  alors 


en  posant 


k^Ci^Ci:^. 


Pour  Tetat  variable^  Tequation  du  circuit  ACD  est  seule  changSc  ; 
elle  devient 

Tj J/i  rf^-+-  Li  1, 4-  M  (I  —  I,  —  h)  —  Tj  |yj  dt  —  Ls /j  =  o, 

et  Ton  en  deduit  T^quation  definitive 

Maintenant  k  peut  prendre  une  valeur  positive  quelconque  par  la 
variation  de  A. 

Aussi  est*ce  cette  disposition  que  je  recommanderai  d'employer,  tant 
ii  cause  de  sa  g^neralite  certaine,  que  pour  la  simplicite  de  la  valeur 
de  i.  C'est  seulement  en  discutant  les  resultats  des  experiences  faites 
au  College  de  France  que  j*ai  remarqu^  les  avantages  de  cette  disposi- 
tion, et  je  regrette  de  n'avoir  pu  Tessayer.  Les  r^sullals  en  seront  cer- 
tainement  aussi  precis  que  ceux  de  la  premiere  methode,  avec  les 
mdmes  precautions  (Chap.  lY). 

23.  Deux  experiences  par  les  methodes  des  n°*  21  ou  22  pourront 
determiner  le  rapport  du  coefficient  de  self-induction  ^  d*une  bobine 
quelconque  au  coefficient  d'induction  mutuelle  M  de  deux  bobines 
connues, 

D'une  premiere  experience  faite  seulement  avec  les  bobines  connues, 

on  tirera 

L4-AM=:o. 

Cette  premiere  experience  peut  etre  faite  une  fois  pour  toutes  avec  le 
soin  n^cessaire,  et  Ton  peut  regarder  comme  connu  le  rapport  de  L  a  M. 
Dans  une  seconde  experience,  on  ajoute  au  cote  i  du  pont  la  bobine 
inconnue,  en  la  mettant  a  une  distance  assez  grande  des  deux  bobines 
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connuesy  pour  ne  pas  alterer  M.  On  modifie  convenablement  r,  et  A, 

et  Ton  a 

L-f-4^-+-Xr'M  =  o, 

d'ouy  par  soustraction, 

^4-(A'-A:)M  =  o, 

ce  qui  determine  le  rapport  de  4^^  M. 

Cette  methode  me  paraittres  importante.  II  est  en  efiet  facile  de  con- 
struire  deux  bobines  donl  le  coefficient  d*induction  mutuelle  soit  th^ori- 
quement  calculable  en  unites  absoIuesC.G.S.  avec  telle  precision  que 
Ton  voudra.  II  suffit  que  la  distance  minima  entre  les  fils  d'une  bobine  et 
ceux  de  Tautre  soit  tres  superieure  au  diametre  des  fils.  L'influence  de 
ce  diametre,  celle  des  irregularites  d*enroulement  deviennent  alors 
negligeables.  Au  contraire,  il  me  parait  difficile  de  construire  une  bobine 
avec  assez  de  precision  pour  que  le  calcul  theorique  de  son  coefficient 
de  self-induction  fournisse  une  approximation  certaine,  It  cause  de  Tex- 
treme  proximite  des  portions  de  fil  les  plus  actives,  Ce  n*est  done  que 
par  comparaison  avec  le  coefficient  d*induction  mutuelle  de  deux  bo- 
bines  etalonnees  qu*on  pourra  determiner  avec  precision  la  valeur  ab- 
solue  du  coefficient  de  self-induction  d'une  bobine. 

24.  Si  Ton  possedait  des  bobines  k  resistance  constante,  ce  qui  permet 
de  faire  une  fois  pour  toutes  le  reglage  relatif  au  courant  permanent, 
mais  a  coefficient  d'induction  mutuelle  variable  suivantune  loi  connue, 
on  pourrait  substituer  leur  usage  a  celui  de  la  derivation  A.  Je  suppose 
qu'on  possede  les  trois  boites  de  resistances  necessaires  pour  la  mesure 
des  resistances  par  le  pont  de  Wheatstone,  et  que  leur  coefficient  d*in- 
duction  soit  negligeablc.  On  forme  avec  Tune  de  ces  boites  et  la  bobine 
inconnue  le  cdte  3  du  pont  {fig.  5),  et  avec  les  deux  autres,  les  cot^s  a 
et  4-  On  dispose  les  deux  bobines  h  coefficient  d'induction  mutuelle 
gradue  sur  le  cdte  i  et  le  circuit  de  la  pile. 

Dans  une  premiere  experience,  on  obtient  le  reglage  en  employant 
une  fraction  h  du  coefficient  d'induction  mutuelle  maximum  M  des 
deux  bobines 
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Dans  une  deuxi^me  experience,  on  change  r^.  et  Ton  reUhlit  les 
deux  reglages  en  changeant  convenablement  r^  et  A,  sans  alterer  ^, 


L+A 


■(-^) 


M 


-t 


r  =o. 


Eliminant  L  par  soustraction,  et  tenant  compte  des  equations  relatives 
a  I'etat  permanent,  on  a 

hf  h\  r^f  r4,  r\  sont  directement  connus  par  les  deux  experiences.  Quels 
que  soient  L,  M,  ^,  il  est  toujours  possible  de  choisir  les  rapports 
de  Tj  k  r4  et  a  r\,  tels  que  les  limites  entre  lesquelles  doivcnt  rester 
hf  h!  permettent  les  reglages.  La  methode  est  done  generate. 


Les  appareils  a  coefficient  d*induction  variable  ont  sur  les  boites  de 
resistances  Fa  vantage  pratique  que  leur  graduation  pent  etre  obtenue 
directement,  par  simple  construction,  sans  aucun  tatonnement.  Tels 
sonty  par  exemple,  les  deux  appareils  que  je  vais  decrire. 

25.  Le  premier  appareil  donne  les  multiples  entiers  d*une  valeur 
d^terminee.  II  est  forme  d'une  bobine  inductrice  interieure,  de  fil  un 
peu  gros,  et  d'une  bobine  induite  exterieure.  Sur  celle-ci,  le  fil  n*est 
pas  simple  :  c'est  une  corde  de  vingt  fils  isoles,  legerement  tordus 
ensemble,  et  inaintenus  cote  a  cote  par  un  large  ruban  de  soie.  Le 

Ann,  de  VEc,  Normale,  2*  Serie.  Tome  XI.  —  Novembre  1883.  4^ 
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coefficient  d'induclion  entre  la  bobine  inlerieure  et  un  quelconque 
des  vingt  fils  est  alors  le  meme,  M.  Au  nioyen  d'un  commutaleur  k 
clefs,  on  pent  faire  que  le  courant  induit  traverse  20  —p  des  fils  dans 
un  senset  lesp  aulres  en  sens  inverse.  Le  coefficient  dMnduction  enlre 
la  bobine  inlerieure  el  les  vingl  fils  ainsi  reunis  est  2(10  — /?)M,  c'est- 
a-dire  un  nombrc  entier  de  fois  2M  inferieur  ou  egal  a  10.  Mais  ces 
fils  sont  toujours  reunis  bout  a  bout,  et  leur  resislance  resle  la  meme, 
quand  on  change  le  coefficient  d'induction  mutuelle.  Je  designerai  ce 
premier  appareil  par  la  letlre  A. 

Le  second  appareil,  destine  k  fournir  des  subdivisions  variant  d*une 
maniere  continue,  est  forme  d'une  bobine  inductrice  exterieure  cylin- 
drique,  sur  laquelle  un  gros  fil  est  tres  regulierement  enroule.  Una 
petite  bobine  interieure,  couverte  de  fil  fin,  est  placee  au  centre  de  la 
premiere,  et  pent  tourner  autour  d'un  axe  dirig6  suivant  un  diamelre 
commun  aux  deux  bobines.  L'enroulemeat  sur  la  bobine  interieure  n'a 
d'ailleurs  besoin  d*aucune  regularite.  Les  angles  des  axes  de  figure 
des  deux  bobines  cylindriques  peuvent  elre  lus  au  dixieme  de  degre 
sur  un  cercle  divise  exlerieur. 

Si  la  bobine  exterieure  6tait  infiniment  longue,  le  coefficient  d'in- 
duction mutuelle  serait  rigoureusement  proporlionnel  au  cosinus  de 
Tangle  des  deux  axes  des  bobines.  Cette  loi  sera  encore  approchee  en 
choisissant  convenablement  les  dimensions  des  bobines,  et  Tappareil 
pourra  servira  fraclionner  Tunite  avec  une  precision  suffisante.  Voici 
les  dimensions  que  j'ai  essayees  : 


BobiAe  induotrice.  Bobloe  indui(«. 

cm 


longueur .,  19  4,7 

Diam^tre  inl6rieur 10  1,0 

Diamdtre  exlerieur 12  5,o 

Jc  designerai  ce  second  appareil  par  la  letlre  B. 
Ces  deux  appareils  ont  ete  construits  :  le  premier,  chez  M.  Niaudet ; 
le  second,  chezM.  Carpenlier  (*).  On  en  a  ecarte,  bien  entendu,  toute 

(1)  Pour  la  construclioQ  de  ces  appareils  el  pour  leurs  modificationd  successives,  j'ai 
toujours  trouv^  chez  M.  Niaudet  et  M.  Carpentier  une  complaisance  dont  je  tiens  a  les 
remercier  ici.  Je  dois,  en  outre,  une  reconnaissance  particuliere  k  TAssociation  fran^ise 
pour  ravancement  des  Sciences  dont  la  lib^ralit^  m'a  permis  de  faire  construire  tons  les 
appareils  dont  j*ai  eu  besoin  dans  le  cours  de  ce  travail. 
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masse  de  fer,  el  meme  toute  masse  imporlante  de  metal  conducteup 
capable  de  compliquer  les  efPels  d'induction. 


CHAPITRE  III. 

COMPARAISON  DE  DEUX  COEFFICIENTS  D'INDUCTION  MUTUELLE. 


Discussion  des  mithodes. 

26.  Pour  celle  discussion,  je  me  servirai  des  equations  (III),  n^  16. 

La  methode  a,  n^  17,  que  jVi  employee  dans  mes  premieres  expe- 
riences, presente  un  inconvenient  serieux  :  le  passage  du  couranl 
echauffe  beaucoup  les  resistances  A  et  Ra»  et  d*une  maniere  tres  ine- 

gale;  aussi,  le  rapport  ^r- varie-t-il  continuellement  pendant  Texpe- 

rience,  ce  qui  rend  le  reglage  difficile  et  la  connaissance  de  ce  rapport 
assez  incertaine.  En  revanche,  le  courant  induit,  une  fois  le  reglage 
fait,  est  constamment  nul,  ce  qui  evite  toute  irr(§gularite  dans  Temploi 
du  galvanometre. 

L'^quation  du  circuit  induit  est,  a  chaque  instant  {fig.  i),  n^  17, 

( r  1  +  /-» H-  ^ ) « -H  ( A  H-  /,  4-  G )  ^  4-  ( M ,  4-  A:  M, )  ^  =  o, 

g^  G  designant  la  resistance  et  le  coefiicient  d'induclion  propre  du 
galvanomMre;  /,,  l^  les  coefficients  d'induction  propre  des  parties  du 
circuit  induit  dont  les  resistances  sont  Ti,  r,. 

Le  reglage  etant  obtenu,  ^est  determine  de  telle  sorte  que  M^  +  ^M^ 
soit  nul.  L'equation  multipliee  par  i,  et  integree  pour  toute  la  periode 
variable,  devient 
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Le  deuxieme  terme  est  nuU  puisque  les  valeurs  initiale  et  finale  de  i 
sont  nulles.  Le  premier  terme  est  done  aussi  nul.  Comme  tous  les 
elements  de  Tinlegrale  soot  positifs,  il  faut  que  tous  soient  nuls  sepa- 
rement :  e  est  done  constamment  nuK 

27.  Dans  les  deux  methodes  h^  c^  d?  17,  le  rapport  des  coerficients 
d^induclion  est  donne  en  fonction  des  resistances  du  circuit  induil  seul. 
La  chaleur  produite  par  le  courant  instantane  qui  les  traverse  est  beau- 
coup  moins  genante  que  dans  la  disposition  a»  et  il  suffit  d*espacer  un 
peu  les  experiences,  quand  on  approche  du  dernier  reglage,  pour  que 
la  temperature  des  bobines  soit  la  meme  que  celle  de  Tair  ambiant. 
Leur  resistance  est  alors  connue  au  moyen  d*experiences  faites  ante- 
rieurement  a  des  temperatures  constanles  variees.  En  revanche,  quand 
rintensite  integrate  est  nulle,  le  courant  n*est  pas  nul  k  chaque 
instant;  ce  sont  deux  courants  successifs  de  signes  contraires  qui  se 
compensent,  et  des  difficultes  particulieres  peuvent  alors  se  presenter 
dans  Temploi  du  galvanoraetre  (n^*  37  et  38). 

28.  h.  Dans  cette  methode,  les  equations  du  courant  induit  sont 

'•.■■.+'.t-".§=-«('-.--.)-*!2^'. 

\  designant  le  coefticient  d'induction  propre  de  la  resistance  9;  comme 
le  galvanometre  est  compris  dans  la  partie  du  circuit  induit  qui  con- 
tient  la  bobine  i,  on  a  mis  les  termes  correspondants  g^  G  en  evidence. 

La  condition  pour  que  /    «\  dt  soit  nul  est,  n®  17, 

M,(r,-h8)4-8M,=  o. 

On  voit  de  suite  que   /    i^dt  ne  pent  pas  etre  nul  en  meme  temps; 

car  cela  conduirait  a  Tegalit^  des  deux  rapports  ^~-^^ ^y  dont 

Tun  est  superieur,  Tautre  inferieur  a  Tunite. 
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l^liminons  ^  entre  les  deux  equations,  il  resle 
«.[(r,4-S)(rt4-^)4-r,S]4-^[(r,  +  8)(/.  +  G)  +  r,X]-H^(/,$~,.,X)  =  o, 

ii  ne  peut  etre  constamment  nul;  en  elTet,  /    i^dt  ne  pent  pas  etre 

DuUdoDC  -^  est  different  de  zero  a  chaque  instant;  d'aulre  part,  son 

coefficient  n'est  pas  nul  en  general,  et  le  dernier  terme  subsisle  dans 
r^quation. 
c.  Les  Equations  du  circuit  induit  sont 

la  derivation  d  ne  contenant  que  le  galvauometre ;  sa  resistance  $  et 
son  coefficient  d*induction  >.  sont  remplaces  par  g^  G. 

Pour  que  /     {i2—ii)dt  soit  nul,  il  faut  qu*on  ait,  n^  17, 

M|r,  =  Mjr,. 

Remarquons  de  suite  que  /    i^di  ne  peut  pas  etre  nul  en  meme 

temps^  car  il  ^^^^rait  4^^  /    '^^^  ^^^  ^\x^^\  nul,  et  nous  venous  de  voir 
que  ces  deux  integrales  ne  peuvent  Stre  nuUes  a  la  fois. 
IBliminons  ^>  il  reste 

[^'('•i  -+-  '^i)  -^  ''i  '^t]  ( '« —  'i ) 


Le  r^glage  de  I'intensit^  int6grale  f  (1*2  —  h)dt  ne  suffit  pas  k 

mdre  (la—i'i)  constamment  nul;  car. 
son  coefficient  ne  sont  nuls  en  g^n^rtl. 


rendre  (la— i|)  constamment  nul;  car,  dans  cette  equation,  ni -^  ni 
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29.  Pour  rendrerintensiteconstamment  nulle,  il  faudrait  satisfaire 
a  uDe  condition  relative  aux  coefficients  de  self-induction  du  circuit 

M^lhode  b ~  =  f 

M^thodec -'  - '' 


r 


On  pourrait  done,  en  employant  I'electrodynamometre  ou  le  tele- 
phone^ comme  indicateur  du  courant,  tirer  de  la  une  methode  de  com- 
paraison  des  coefficients  de  self-induction ^  sur  laquelle  rechaufTement 
par  le  courant  permanent  n'aurait  pas  d*influence.  Mais  il  faudrait 
toujours  deux  reglages,  qu*il  serait  d*ailleurs  impossible  de  faire  se- 
parement;  et  ces  instruments,  n'indiquant  pas  le  sens  des  courants, 
guident  mal  les  tatonnements.  Enfin,  les  raisonnements  supposent  que 
la  loi  du  courant  a  chaque  instant  est  donnee  par  les  seules  equa- 
tions III,  n°  16;  on  verra  plus  loin,  n°'  37  et  38,  combien  elle  peul 
etre  alteree  par  une  petite  capacite  placee  sur  le  circuit  inducteur. 


Expiriences  faites  par  la  mithode  a. 

(Nancy;  mars  i88i.) 

30.  Les  deux  paires  de  bobines  a  comparer  sonl  placees  sur  une 
grande  table,  a  environ  a  metres  Tune  de  Tautre.  La  derivation  A,  placee 
sur  une  petite  table  a  c6te  de  I'observateur,  est  form^e  par  une  boile 
de  resistances  de  GaifTe,  divisee  en  ohms  et  en  fractions  d'ohm.  Le  fil 
des  bobines  n*est  pas  replie  sur  lui-meme  :  aussi  faut-il  placer  la  boite 
assez  loin  des  autres  appareils;  elle  n'est  pas  reglee  a  plus  de  o,ooi ; 
toutes  les  mesures  auxquelles  elle  servira  comporteront  done  des 
erreurs  de  meme  ordre. 

Le  galvanometre  a  une  resistance  d'environ  900  ohms ;  il  est  pose  sur 
une  console  en  pierre  tr^s  solide,  scellee  dans  un  mur  de  fagade.  L'ai- 
guille  astatique  est  formee  de  deux  petits  aimants  courts;  elle  porte 
un  petit  miroir  plan,  excellent,  qui  permet  de  lire  les  deviations  par 
reflexion  et  une  toile  metallique  a  mailles  tres  fines,  dont  le  frotte-f 
ment  dans  Fair  amorlit  les  oscilljitions  bien  plus  rapidement  que  ne 
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ferait  uoe  lame  pleine  de  memes  dimensions.  Le  tout  est  protege 
contre  las  mouvements  de  I'air  exterieur  par  une  boile  en  carton  qui 
ne  presente  qu'une  ouverture,  fermee  par  une  glace  plane,  pour  le 
passage  de  la  lumiere.  A  environ  i  metre  du  galvanomelre  sont  placees, 
sur  un  support  solidement  fixe  au  plancher,  la  rbgle  divisee  en  mil- 
limetres et  la  lunette  viseur  munie  d'un  reticule.  Le  grossissement 
de  la  lunette  permet  d*apprecier  le  quart  de  millimetre;  la  stabilite 
de  Tensemble  rend  cette  lecture  absolument  sure. 

Tous  les  fils  de  jonction  cheminent  cote  a  cote,  de  maniere  a 
n'exercer  aucune  actioft  exterieure. 

31.  Le  galvanometre  (depourvu  d*amortisseur)  n'etant  pas  assez 
sensible  pour  faire  des  mesures  precises  avec  une  seule  interruption,  on 
a  eu  recours  k  un  interrupteur  tournant  (*)  {fig.  6).  A  chaque  lour, 
les  communications  sont  etablies  dans  Tordre  suivant  : 

Communication  du  galvanometre  avec  le  circuit  induitB; 

Fermeture  du  circuit  inducteur  A; 

Fermeture  du  galvanometre  sur  lui-meme; 

Ouverture  du  circuit  inducteur  A. 


Fig.  6. 


Le  galvanometre  ne  rcQoit  ainsi  que  le  courant  induit  de  fermeture; 
le  circuit  induit  n'est  jamais  ouvert. 

L'interrupteur  fait  environ  dix  tours  par  seconde,  et  ces  dix  inter- 
ruptions donnent  a  IViguilledu  galvanometre,  suftisamment  amortie. 


{ * )  Les  roues  de  Masson,  ou  mieux  !e  rheolrope  Warlmann,  lei  que  le  construit  la  Soci6l6 
de  Geneve,  reropliraient  le  m^me  but. 
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une  deviatioQ  permaDeote.  La  sensibilite  est  accrue  tant  par  la  fre- 
quence des  interruptions  que  par  la  substitution  d'une  deviation  per- 
manente  a  une  impulsion.  On  sait,  en  efTet,  que,  si  une  seule  interrup- 
tion produit  une  impulsion  0  sur  I'aiguille  non  amortie,  dont  la  Aurie 
d*oscillation  est  T,  n  interruptions  par  seconde  produiront  sur  Taiguille 
amortie  une  deviation  permanente  S,  iiee  a  0  par  la  relation 

T 

211 

T  * 

et  —  cstftoujours  plus  grand  que  i  seconde,  pour  qu'on  puisse  lire  les 

impulsions. 

L'interrupteur  etait  mis  en  mouvement  par  une  machine  Gramme, 
a  aimant  Jamin,  dans  laquelle  passait  le  courant  de  6  elements  d*Ar- 
sonval  a  ecoulement  (*),  qui  sont  restes  montes  plusieurs mois.  Quatre 
elements  pareils  produisaient  le  courant  inducteur. 

L'interrupteur,  la  machine  Gramme  et  les  piles  sont  places  dans 
une  piece  voisine,  a  plus  de  5  metres  de  tons  les  autres  appareils.  On  a 
verifie,  par  des  experiences  directes,  que  ni  I'aimant  de  la  machine 
Gramme,  ni  le  courant  qui  traverse  son  anneau  n*ont  aucune  action 
soit  sur  le  galvanometre,  soit  sur  les  diverses  parlies  des  circuits  induc- 
teur et  induit;  que  les  diverses  parties  du  circuit  inducteur  n'ont  au- 
cune action  directe  sur  le  galvanometre  ou  sur  les  parties  du  circuit 
induit  autres  que  les  deux  paires  de  bobines  a  ^tudier. 

32.  La  resistance  R2  a  ete  ^valuee  a  diverses  temperatures,  en  la 
comparant,  par  la  methode  du  pont  de  Wheatstone,  a  la  boite  deGaiffe, 
les  deux  autres  cotes  du  pont  etant  formes  par  des  bobines  de  10  et 
1000  ohms.  Les  experiences  ont  porte  sur  Tappareil  A,  a  vingt  fils, 
n^  25,  et  sur  une  paire  de  bobines  auxiliaires  D,  intermediaire  entre  le 
maximum  et  le  minimum  de  I'appareil  A. 

Premiire  serie  :  AMa  >  Mi,.  —  La  resistance  Rj  est  celle  de  la  bobine 
inductrice  de  Tappareil  A.  Dans  les  limites  de  temperature  des  expe- 


(*)  La  fttmiere  eleclrique,  t.  V,  p.  121;  1881. 
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riences,  on  a 

R,  nr  44^95 -+- 0,218  (f  —  10%2), 

I'unile  elitnt  la  resistance  a  la  temperature  t  de  la  bobine  numerolee 
I  ohm,  dans  la  boile  de  Gaiffe.  Designant  par  M^  le  maximum  du  coef- 
ficient d'induciion  de  Tappareil  A,  et  par  A  la  fraction  de  ce  maximum 
que  Ton  emploie,  on  a 

Md  ■"      A     * 
Voici  quelques-unes  des  experiences  : 


Tableau  I. 


Ma 
Md' 


ri i5  68,5  d:  0,1  I1671  I1671 

0,9 i4,a  9r,6  :±:o,i  i,5oo  1,666 

0,8' 14,7  i38,9  ±0,1  1,338  1,672 

0,8 14,8  139,2  ±0,1  i,33o  1,662 

0,8 i4,2  137,6  ±0,1  1,333  1,666 

•  Moyenne 1,667 

M 

La  dernifere  colonne  contient  les  valours  du  rapport  jj^deduitesdes 

nombres  de  Tavant-derniere  colonne.  Leur  concordance  est  a  peu  pres 
satisfaisante,  les  differences  avec  la  moyenne  elant  inferieures  a  3^.  La 
valeur  inscrite  de  A  est  la  valeur  lue,  augmentee  de  la  resistance  des 
fils  de  jonclion  o*'''"%37. 

33.  Deuxiime  serie :  AMa<Md.  —  Toutes  les  experiences  de  cette 
serie  ont  ete  faites  a  la  meme  temperature  12^,6.  La  resistance  R2  est 
celle  de  la  bobine  inductrice  D,  augmentee  d'une  resistance  pres  de 
sept  fois  plus  grande,  pour  que  les  valeurs  de  A  ne  soient  pas  Irop 
petiles, 

R2  =  i8,49. 

La  formule  de  calcul  est 

^Ma         a 


Md  ""A-i-R, 

Ann,  de  i'&c.  Normale.  a*  S«rie.  Tome  XI.  —  Novembab  1882.  4? 
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M 

La  derniere  colonne  contient  les  valeurs  de  jt^ >  dcduites  des  nombres 

Md 

de  ranlepenultieme.  L'avant-derniere  colonne  est  calculee  au  moyen 
des  trois  premieres  lignes  du  tableau,  seules. 

Tableau  II. 

//.  A. 5--  UlcnW.  --^. 

A  H-  Rj  Mc 

0,1 3,69  o,i663  1,663 

o,a 9,35  o,336  1,680 

o,a' 9,33  0,335  1,675 

0,1-1-0,2 18,62  0,5017  o,5o2              '>672 

0,1-1-0,2' >8,70  c,5o28  o,5oi              1*676 

0,2-4-0,2' 37,5  0,669  0,671              1*672 

0,1 -t- 0,2 -f  0,2'.  ^.  92,7  o,8336  0,837      ',^7 

0,5 92,5  0,8334  1,667 

L'accord  des  valeurs  de  ce  tableau  parailra  encore  satisfaisant,  si  Ton 
considere  la  petitessede  la  derivation  A  elTerreur  considerable  qu'elle 
comporte  par  cette  raison. 

Avec  les  trois  premieres  lignes  et  la  derniere,  nous  pouvons  former 
les  memos  combinaisons  que  dans  le  tableau  I;  voici  la  comparaison 
des  resultats  directs  du  tableau  I  et  de  ceux  obtenus  par  addition  des 
nombres  du  tableau  II. 


Tableau  m. 

h. 

Direct. 

Par  tdditioa 

1,0  =  0,1  -4-o,2-*-o,2'-ho,5 

1,671 

1,670 

0,9  =  0,2 -4-  0,2'-f-0,5 

i,5oo 

i,5o4 

0,8'=r  0,2'-HO,I-»-0,5 

1,338 

1,334 

0,8  =  0,24-0,1  4-0,5 

1,333 

1,335 

On  doit  conclure  des  tableaux  qui  precedent  que  les  experiences 
sont  impuissantes  a  mettre  en  evidence  une  difference  entre  la  veritable 
valeur  de  h  etcelle  qu'on  a  admise  comme  fournie  par  la  construction, 
non  par  defaut  de  sensibilite,  nriais  a  cause  des  incertitudes  sur  la  valeur 
des  resistances  employees. 
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Experiences  faites  par  la  m^thode  c. 

(Paris,  septembre-oclobre  1881.  —  Laboratoire  de  M.  Mascart.) 

34.  Pour  obteoir  une  stabilile  suffisante,  le  galvanometre,  reehelle 
divisee  et  la  luaette  ont  ete  installes  sur  la  surface  horizontale  qui 
termine  un  des  murs  de  facade,  a  la  hauteur  d'une  fenetre.  Le  galva- 
nornetre  de  Thomson  a  grande  resistauce  (7000  ohms  environ)  est  tres 
sensible;  son  aiguille  astalique  est  munie  <l*un  petit  miroir  concave 
de  o°^>6o  de  distance  focale  principals  C'est  a  cette  distance  qu'on  a 
place  Techelle  divisee  en  millimetres;  on  la  regarde  avec  une  lunette 
a  reticule,  pointee  a  Tinfini.  Le  dixieme  de  millimetre  de  I'echelle  est 
facile  a  apprecier. 

Les  paires  de  bobines  a  comparer  sont  placees  sur  une  table;  Tappa- 
reil  A,  a  plusde^^jSo  du  galvanometre,  el  TappareilB,  dont  la  bobine 
induite  est  a  orientation  variable,  environ  a"",5o  plus  loin.  Ces  dis- 
tances n*etaient  pas  suffisantes  pour  que  Taction  directrice  des  bobines 
sur  Taiguille  du  galvanometre  fut  negligeabledaus  toutesles  positions; 
mais  on  les  a  orientees  separement  de  maniere  qu'il  en  soit  ainsi.  Le 
deplacement  du  zero  du  a  Tappareil  A  etait,  dans  Torientation  la 
plus  defavorable,  i™"  environ;  mais  on  pouvait  tourner  de  ±10**  en- 
viron a  droite  et  a  gauche  de  la  position  la  plus  favorable,  sans  observer 
la  moindre  deviation.  Pour  Tappareil  B,  place  bien  plus  loin,  Teffet  du 
courant  inducteur  etait  tres  faible  (valeur  maximum,  o°"",4)  et  les 
limites  de  Torientation  convenable  tres  etendues.  Quant  a  Teffet  de  la 
bobine  induite,  dont  Torientation  est  variable,  on  s'est  assure  directe- 
ment,  en  la  fermant  sur  elle-meme,  que,  dans  aucune  orientation,  le 
courant  induit  n*a  d'action  directe  sur  le  galvanometre. 

Enfin,  en  fermant  le  circuit  induit  sur  lui-meme  d'une  part,  le  gaU 
vanomfetre  sur  lui-meme  d'autre  part,  on  s'est  assure  que  les  bobines, 
ainsi  orientees,  n'induisent  dans  le  galvanometre  aucun  courant. 

Les  resistances  additionnelles  placees  sur  la  meme  table  que  les  deux 
appareils,  a  pen  pres  a  egale  distance  de  chacun  d'eux,  sont  celles 
d'une  excellente  boite  d'Elliott  (n*^  4^4)9  appartenant  au  laboratoire 
de  Physique  du  College  de  France.  Elle  est  construite  en  alliage  platine- 
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argent.  Le  fil  de  toutes  les  hobinos  a  ete  ploy6  en  double  avant  d'etre 
enroule;  il  n*a  aucune  action  exlerieure. 

Tons  les  fils  de  jonction  sent  doubles  et  soigneusement  isoles.  La 
pile  sc  compose  de  dix  elements  DanielL  moyen  modele ;  le  galvano- 
metre  etant  tres  sensible,  je  n'ai  pas  eu  recours  a  Tinterrupteur  tour- 
nant  :  je  me  suis  content^  d'observer  les  impulsions  produites,  par 
Touverture  et  la  fermeture  du  circuit  inducteur,  entre  une  pointe  de 
cuivre  amalgame  et  du  mercure.  Pour  le  dernier  reglage,  les  mouve- 
ments  etaient  amplifies  par  la  melbode  de  Weber,  en  ouvrant  et  fermant 
le  circuit  inducteur  a  chaque  passage  de  Taiguille  du  galvanometre 
par  le  zero.  On  suppose,  en  agissant  ainsi,  que  les  impulsions  pro- 
duites  a  I'ouverlure  et  a  la  fermeture  du  circuit  sont  identiques, 
comme  ie  sont,  en  effet,  les  intensites  integrales  du  courant  induit. 
On  verra  plus  loin  (n°*  37-38)  quelle  precaution  est  necessaire  dansle 
reglage  du  galvanometre. 

35.  Dans  la  metbode  actuelle,  le  passage  du  courant  induit  n*echaufle 
pas  sensiblement  les  fils  dont  la  resistance  entre  dans  la  formule.  La 
temperature  de  ces  fils  est  done  la  meme  que  celle  de  Tair  ambiant, 
pourvu  que  celle-ci  ne  varie  que  tres  lentement;  elle  fait  connaitre 
leur  resistance  au  moyen  d'une  table  ou  d'une  courbe,  construites  k 
Taide  de  quelques  experiences  preliminaires. 

Toutes  ces  resistances  ont  ete  determinees  par  la  metbode  du  ponl 
de  Wheatstone,  en  fonction  de  Tohm  de  la  boite  d'Elliott,  a  la  mSme 
temperature  variable.  L*unite  de  resistance  depend  done  de  la  tempe- 
rature, mais  cela  n*a  aucune  influence,  puisque  les  formules  ne  con- 
tiennent  que  des  rapports  de  resistances.  Les  experiences  de  graduation 
ont  ete  faites  a  un  petit  nombre  de  temperatures  stationnaires,  com- 
prises entre  la^'et  i8°.  EUes  ont  servi  a  tracer  une  courbe,  d'oii  Ton 
deduit  la  resistance  a  une  temperature  quelcouque.  Entre  ces  limites 
de  temperature,  la  courbe  se  reduit,  en  general,  a  une  droite;  pour^ 
tant,  celle  de  Tappareil  B  s*en  ^carte  sensiblement.  En  outre,  I'incJi* 
naison  de  la  droite  n'estpaslameme  pour  trois  bobinesde  provenances 
differentes,  toutes  trois  construites  en  fil  de  cuivre. 

36.  11  est  tres  important  de  ne  faire  les  mesures  qu'a  une  tempera- 
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lure  stationnaire.  Ayant  voulu  faire  une  s^rie  de  determinalions  dana 
la  meme  journee,  un  fourneau  h  gaz,  place  dans  la  salle  k  grande  dis* 
tance  des  appareils,  fut  allume  dqe  le  matin.  Yens  dix  heures,  la  tem- 
perature de  Tair  au  voisinage  des  appareils  etait  de  i4^;  a  deux  heures 
et  dcmie,  elle  atleignait  i8^.  Le  gaz  fut  alors  eteint,  et  la  temperature 
baissa  peu  2i  peu.  Bien  que  la  variation  n'eut  pas  ^te  rapide  (4^  en 
quatre  heures  etdemie),  les  resistances  determinees  k  des  temperatures 
egales  du  thermometre  place  pres  des  appareils,  pendant  Televation  et 
la  diminution  de  la  temperature,  difTeraient  tres  notablement. 

Pour  restreindreautant  que  possible  les  incertitudes  qui  proviennent 
de  cette  cause,  toutes  les  experiences  sur  les  coefficients  d'induction 
ont  ete  faites  a  des  temperatures  comprises  entre  i5°,9  et  i6®,6,  et 
les  corrections  appliquees  seulement  a  ces  petites  differences.  Pour 
cela,  tout  Tair  de  la  salle  etait  chauffe  Icntement  par  des  fourneaux  2i 
gaz,  eloign^s  des  appareils;  quand  la  temperature  atteignait  i5^,  7  en- 
viron, la  flamme  etait  baissee,  puis  eteinte.  Pendant  ces  journees 
d'automne,  oil  la  temperature  exterieuro  etait  de  la^  a  i^^  on  pouvait 
disposer  de  pres  de  trois  heures,  pendant  lesquelles  la  temperature 
continuaita  monter  jusqu'a  iG'',  puisbaissait  tres  lentement. 

Les  experiences  ont  ete  faites  au  jour  ou  a  la  lumiere  d'une  bougie 
placee  tres  pres  de  Techelle  divisee.  Toutes  les  sources  de  lumiere  un 
peu  intenses,  placees  de  maniere  a  eclairer  Techelle  entiere,  produi- 
saient  un  deplacement  lent  etcontinu  du  zero  suffisant  pour  oter  toute 
concordance  aux  experiences. 

37.  Avec  ces  precautions,  j'esperais  obtenir  de  suite  de  bons  resul* 
tats.  J'ai  ete  arrete  pendant  quelque  temps  par  un  phenomene  bizarre. 
Quand  le  reglage  des  resistances  approchait  de  la  perfection,  les  im- 
pulsions produites,  ^  lafermeture  et  a  Touverture  du  circuit  inducteur, 
n'etaient  pas  symetriques  par  rapport  au  zero.  L*impulsion  produite  a 
Touverture  differait  d'environ  —  o"™,  7  de  Timpulsion  produite  a  la 
fermeture.  En  outre,  cette  difference  conservait  sa  grandeur  et  son 
signe^  dans  quelque  sens  que  le  galvanom^tre  ou  la  pile  fussent  atta- 
ches aux  circuits  induit  et  inducteur. 

En  ^tudiant  la  methode,  je  reconnus  alors  que  le  courant  n'est  pas 
constamment  nul  lorsque  les  resistances  sont  reglees,  et  je  cherchai  a 
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modifier  la  loi  du  courant  sans  alterer  le  reglage  du  circuit  induit,  en 
plagant  une  capacile  en  derivation  enlre  les  deux  points  A,  B  du  cir- 
cuit inducteur  [fig.  I,  n*'  17).  [Voir  n®  74.) 

L'influence  de  la  capacite  est  nulle  sur  Timpulsion  produite  a  la  fer- 
meture  du  circuit  inducteur. 

L'impulsion  produite  a  Touverture  du  circuit  inducteur  varie  consi- 
derablement  avec  la  capacite,  comme  le  montre  le  tableau  suivant : 


Capacite 
en  microfarads 


I     o,oo      o,o5      o,io      o,2o      o,25      o,3o      o,4o      o,6o       i  ,oo 
Impulsion 


■,,.    w  I    -—0,7     —2,1     — 4)>     — 6,o    —6,0    —5,7    — 4>o    — a,i     —  i,o 

en  millimetres,  j  '-^  '  *>  '  '  i/        t> 

L'impulsion  ne  change  ni  en  grjindeur  ni  en  signe,  quand  on  change 
le  sens  d'attache  de  la  pile  ou  du  galvanometre  au  reste  des  circuits. 

38.  Ainsi,  Teffet  est  en  relation  directc  avec  la  loi  de  variation  du 
courant  induit.  Or  Taiguille  du  galvanometre  porte  un  amortisseur 
forme  d'une  mince  palette  d*aluminium,  qu'on  ne  pent  enlever  sans 
toutdetruire.  Si  cette  lame  metallique  n*est  pasorientee  d'une  maniere 
absolument  symelrique  par  rapport  aux  bobines  du  galvanometre,  des 
courants  peuvent  y  etre  induils  meme  quand  Tintensite  integrale  est 
nulle.  L'action  electrodynamique  totale  qui  s'exerce  enlre  ces  courants 
et  ceux  du  galvanometre  est  evidemment  independante  en  grandeur  et 
en  signe  du  sens  de  ceux-ci.  En  deplaQant  le  zero  du  galvanometre  au 
moyen  de  I'aimant  directeur,  on  doit  done  changer  la  grandeur  et  le  signe 
de  Teffet  observe,  mais  non  la  loi  de  variation  avec  la  capacite.  On  con- 
state en  effet  que  Timpulsion  maximum  a  toujours  lieu  quand  la  capa- 
cite est  o,  25  microfarad,  mais  que  sa  valeur  depend  de  la  position  du 
zero. 

Z^ro i39     i55     172    180    i85     211 

Impulsion  pour  C  =  0,25 —  2,3   —  i,5   —  0,7   0,0   -+-  0,4   h-  i,5 

On  pent  done  trouver  une  position  du  zero  pour  laquelle  Timpulsion 
a  Touverture  est  nulle,  en  meme  temps  que  Timpulsion  a  la  fermeture.* 
Cette  position  est  determinee  avec  precision  grace  a  la  capacity  addi- 
tionnelle.  Pour  toutes  les  observations  qui  seront  citees,  le  zero  est 
ainsi  determine,  et  la  capacite  ensuite  enlevee.  La  symetrie  desimpul- 
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sions  de  fermeture  et  de  rupture  rend  alors  applicable  la  m6tl)ode 
d'amplificalion  de  Weber. 

Risnltats. 

39.  1°  Comparaison  de  Vappareil  A  avec  V appareil  ^  fixe  dans  une 
position  invariable.  —  Toules  ces  experiences  ont  ete  failes  a  la  tempe- 
rature de  16'',  I .  La  forinule  de  calcul  est 


/iMa         Ta 


oil  Ton  a 


Mb  tb 

Ta— 1264,1,     rB~974,^. 


Tableau  IV. 
//.  r.  0.  C. 


O 

0,1 i9i±o,5  i,493dio,ooi  ^49'  -♦-  o,ooi3 

0,2 1639  =fc  3  2,980  ±0,003  2,981  —  o,ooo3 

0,2' 1640  ±  3  2,981  rbo,oo3  ^mO^i  0,0000 

0,5 5994  =i^  3  7,45o±o,oo3  7,4^2  —  o,ooo3 

La  colonne  C  donne  le  nombre  qu'on  obtiendrait  en  prenant  la  frac- 
tion iudiqu^e  par  h  du  total  de  la  colonne  0.  La  derniere  colonne, 
comparee  aux  erreurs  probables  des  mesures,  montre  qu'en  adoptant 
pour  A  la  valeur  donnee  par  construction,  on  ne  s'expose  pas  a  une 
erreur  superieure  au  millieme  de  la  valeur  exacte ;  elle  est  meme  proba- 
blement  bien  inferieure. 

40.  2^  Comparaison  de  Vappareil  B  a  graduation  continue  avec  o,5 
de  Vappareil  A.  —  Je  me  contenterai  de  citer  Tune  des  series  d'expe- 
riences.  Le  zero  (position  d*induction  mutuelle  nuUe)  determine 
directement  est  dans  cette  serie  a  H-5®,6o  exactement.  Le  vernier  au 
dixieme  de  degre  permet  d'apprecier  le  vingtieme;  Tangle  d'une 
direction  qujelconque  avec  la  direction  du  zero  est  done  connu  a 
moins  de  o*',  i  pres.  Neanmoins  Terreur  qui  peut  en  resulter  est  tres 
superieure  a  celle  qui  provient  de  la  determination  electrique.  Le 
tableau  suivant  resume  lesresultats.  Dans  la  premiere  colonne  sont  les 
angles  a  comptes  a  partir  du  zero;  dans  la  seconde,  les  valeurs  corres- 
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pondantes  observees  du  rapport  de  Mb  pour  chaqu^  angle,  a  o,5Ma. 
La  valeur  du  maximum,  0,5272,  a  ete  determinee  au  moyen  des  angles 
de  70**,  80®,  90**,  100**  et  1 10°,  par  rapplication  de.la  loi  du  sinus.  Une 
petite  crreur  dans  la  determination  de  ces  angles  est  completement 
inappreciable  sur  le  sinus.  Le  maximum  est  done  (res  bien  eonnu;  les 
Dombres  de  la  colonne  €<  ont  ete  calcules  au  moyen  de  ce  maximum  et 
de  la  loi  du  sinus.  La  colonne  0  —  C|  contient  les  differences,  qui 
atteignent  des  valours  Ires  superieures  aux  erreurs  possibles  de  mesure 
electrique,  erreurs  toujours  inferieurcs  a  r~  de  la  valeur  mesuree. 
L'erreur  qu'entrainerait  une  incertitude  de  o**,  i  sur  la  mesure  de 
Tangle  est  inscrite  dans  la  colonne  d.  Enfin,  la  colonne  e  contient  la 
somme  des  deux  erreurs  possibles,  dans  la  lecture  de  Tangle  et  dans 
la  mesure  electrique. 


Tableau  V. 

oc. 

0. 

Ci. 

O-Cj. 

0. 

s. 

c,. 

0-C 

0 

5,1 

471 

469 

-*-  2 

9 

10 

464 

-+-  7 

10,1 

918 

9*4 

—    6 

9 

II 

914 

-h    4 

i5,i 

i364 

1373 

9 

9 

12 

i36i 

-h    3 

20,1 

1800 

1812 

-  12 

9 

12,5 

1795 

-4-  5 

a5,i 

2217 

2236 

-  19 

8 

12,5 

2217 

0 

3o,i 

2635 

2645 

-  10 

8 

i3 

263o 

-+-  5 

35,1 

3oio 

3o32 

—  22 

7,5 

i3,5 

3oii 

-  I 

40,1 

3386 

3397 

—  II 

7 

i3,5 

3383 

-4-  3 

45,1 

3715 

3745 

-  3o 

6,5 

14 

3725 

—  10 

5o,i 

4o35 

4045 

—  10 

6 

i4 

4o32 

-^  3 

60,1 

4555 

4572 

-  >7 

4,6 

i3,6 

4563 

-  8 

70,1 

4950 

4959 

-  9 

3 

i3 

4957 

-  7 

80,1 

5192 

5193 

—  I 

1,6 

12,6 

5198 

-  6 

90,1 

5279 

5272 

-^    7 

0 

10,5 

5278 

-h     I 

100,1 

5191 

5190 

-f-  I 

-  1,6 

12,6 

5196 

-  5 

110,1 

4950 

4953 

-1-  3 

—  3 

i3 

4954 

-  4 

iV.  £,  —  Tous  les  nombres  ont  6U  multipli^  par  10^  avant  d*6lre  inscrits. 

Ainsi,  Tapplication  de  la  loi  du  sinus  a  cet  appareil  est  permise,  si  on 
ne  lui  demande  pas  une  precision  superieure  au  centieme.  On  pourrait 
meme  clioisir  une  valeur  du  maximum  un  pen  inferieure,  o,5258,  qui 
donne  une  difference  inferieure  ^  7^;  mais  j'ai  prefere  conserver  la 
valeur  du  maximum  determinee  directement. 
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41,  Les  differences  peuvent  provenir  de  deux  causes  dislindes  : 

I®  L'appareil  etant  bien  centre,  la  bobine  exterieure  n'est  pas  assez 
longue  pour  que  la  loi  du  sinus  soil  exacte.  Alors  le  coefficient  d'induc- 
tion  peut  6tre  developp6  en  sinus  et  cosinus  de  Tangle  et  de  ses  niul- 
tiples;  mais  le  coefficient  d'induction  doit  evidemment  changer  de 
signe  sans  changer  de  valeur  absolue,  quand  on  remplace  a  par  —  a, 
ou  par  7r4-  a,  cet  angle  etant  compte  a  partir  de  la  position  d'induc- 
tion  mutuelle  nulle.  Le  developpement  ne  doit  done  contenir  aucun 
cosinus  et  seulement  les  sinus  des  angles  impairs;  le  premier  terme  de 
correction  sera  de  la  forme  a  sin  3a. 

2®  L*axe  autour  duquel  tourne  la  bobine  interieure  ne  passe  exac- 
tement  ni  par  le  centre  de  la  bobine  mobile,  ni  par  celui  de  la  bobine 
fixe.  L'erreur  qui  en  provient  change  de  signe  quand  la  bobine  mobile 
occupe  deux  positions  distantes  de  iSo"";  elle  est  done  de  la  forme 
6sin2a +  ccos2a. 

Malheureusement  les  differences  sont  trop  faibles,  surtouteu  6gard 
2i  Tincertitude  sur  la  valeur  de  Tangle,  pour  determiner  avec  certitude 
la  forme  de  la  correction.  Toutefois  la  comparaison  avec  les  resultats 
obtenus  de  Tautre  cole  du  zero  et  le  soin  apporte  a  la  construction  me 
font  regarder  la  seconde  cause  d'erreur  comme  tres  faible. 

J'ai  inscrit,  dans  la  colonne  C^,  les  nombres  calcules  par  la  formule 

io*M«=(5272  —  io)sina  —  iSsinSa, 

et  les  differences  0  —  Cj  sont  toutes  inferieures  aux  nombres  de  la  co- 
lonne £.  La  formule  permet  alors  de  determiner  Ma  avec  one  erreur 
moindre  que  ^  du  maximum. 

Les  deux  appareils  A  et  B  n'auraient  besoin  que  de  trfes  faibles  mo- 
difications pour  donner,  par  construction,  de6  coefficients  compris 
entre  o  et  loM,  a  moins  de  -^  prfes  de  M.  lis  pourraient  done  servir, 
comme  je  Tai  indique  au  n^  24. 

Valeurs  absolues. 

42.  M.  Mascarl  a  mis  ^  ma  disposition  deux  bobines  cylindriques  de 
meme  longueur,  deslinees  a  des  mesures  de  courant  en  valeur  absolue 
par  la  balance  electrodynamique.  Je  les  designerai  par  la  lettre  C. 

Jnn,  ffe  I'Ec,  Normaif*  a*  Sdrie.  Tome  XI.  —  Novbmbrb  1881.  4^ 
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Voici  leurs  dimensions,  tellesqu'elles  ont  ^le  determinces  pendant  h 
construction  m6me  : 

Dtam^tre  moyen  d^JoU  Lungveur  Nombn  total 

de  la  longnear  totale  da  01.      de  la  bobine.  dea  toon. 

cm  cm 

Grande  bobine  1 10,9  48,5  3a63 

Petite        »      2 4,98  48,5  3272 

Leur  coetticient  d'induction  mnluelle  est  donne  par  la  formule  (  Max- 
well, t.  If,  p.  28a) 


\Ri/  aR, 

lorsque  leurs  axes  et  leurs  niilieux  coincident.  On  trouve  ainsi 

Mc=:*4,79Xio'C.G.9, 

en  negligeant  Tinfluence  du  diametre  des  fils  et  de  Tepaisseur  des 
quatre  couches.  La  valeur  calculee  par  la  formule  simple,  oil  Ton 
neglige  Tinfluence  des  extremites,  serait  notablement  differente, 
5,39  X  10^.  Je  pense  que  la  valeur  4»79'  'o^  est  exacle  h  -^  pres  en- 
viron. On  peut  alors  se  faire  une  idee  de  la  valeur  absolue  des  deux 
autres  appareils. 

43.  Voici  les  resultats  de  la  comparaison  direcle  avec  I'appareil  A 
tout  entier  : 

r^  =  108  ohnis  k  i6*,6.  Sa  valeur  a  616  ramen^e  dans  chaque  cas  k  la  temperature  /. 

/.  r,  •  Obterrailons. 

o 

16,3  i35,7  ±0,5  5,190  La  bobine  inl^rieure  C  est  ^  peu  prfes  au 

17,07  i36,5  ifco,^  5,177  centre  de  Tautre;  les  milieux  des  longueurs 

8ont  en  coincidence. 
i7,o5  1 36, 8  db 0,2  5,170  La  bobine  int^rieure  est  trte  excentrique; 

17,9.  i37,5  dto,5  5,i54  elle  repose  sur  la  bobine  la  plus  large.  Les 

milieux  des  longueurs  sent  en  coincidence. 
17,0  129,5:1=0,1  5,328  Bobines  excentr^s;  milieux  des  longueurs 

d  3"",  8  rundeTautrc. 
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On  voit,  par  ce  Tableau,  que  rexcentricite  des  axes  n'a  qu'une  in- 
fluence mediocre  sur  la  valeur  du  coefficient  d'induclion  muluelle.  La 
distance  du  milieu  des  longueurs  a,  au  conlraire,  une  importance  con- 
siderable. 

Les  deux  premieres  experiences  donnent 

iMa=5,i8Mc=5,  18  X  4,79  x  10'— 2,48  x  io« 
et(n«40) 

maxMB=o,5MAX  0,5272  =  0,627  x  1,24  x  10*:=  6,53  x  io\ 

Telles  sont,  a  pen  pres,  les  valeurs  absolues  des  coefficients  d'in- 
duction  mutuelle  des  deux  appareils  A  et  B. 


CHAPITRE  IV, 


GOMPARAISON  D*UN  COEFFICIENT  DE  SELF-INDUCTION  ET  DUN  COEFFICIENT 

DEDUCTION  MUTUELLE. 


H6thode  de  HaxweU.  —  Discnssion. 

44.  Je  n*ai  employe  que  la  methode  de  Maxwell  (n®  21). 
Pour  obtenir  iin  charigement  de  signe  des  impulsions  du  galvano- 
m^tre,  il  faut  choisir  Tj  et  r^  lels  que  Ton  ait 

M    .  r^ 

ce  qui  exige  deja  que  L  soit  superieur  a  M.  II  faut,  en  outre,  que  M  soit 
negatif,  ce  qu'on  obtient  en  attachant  convenablement  les  fils. 

Pour  que  la  relation  simple  (2)  (n^  21)  soit  applicable,  il  faut  que  les 
cotes  2,  3,  4  du  pont  n*aient  qu*un  coefficient  d'induction  insensible. 
Lorsque  le  fil  des  boiles  de  resistances  n'est  pas  ploye  en  double,  les 
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valeurs  de  k  peuvent  etre  Ires  differentes,  pour  la  meme  paire  de 
bobines;  je  n'en  citerai  qu'uQ  exemple  :  c'est  un  essai  fait  avec  les 
boitcs  de  Gaiffe  dont  je  disposals  a  Nancy  : 

r,.  ri.  rj,  r,,.  A.  k, 

Appareil  A -     looo  io6,3         84  212,4         ^3,6 

»         1000  102,3  81,16         3ooo  14 

Get  essai,  fait  au  moyen  de  Tinterrupteur  tournant  (d^  31 )»  m'a 
pourtant  montre  avec  quelle  precision  on  peut  regler  la  resistance  A. 
On  peut  done  esperer  de  bons  resultats,  mais  il  est  indispensable  que 
Ics  fils  soient  ployes  en  double;  cette  condition  elle-meme  n'estpas 
toujours  suffisanle  (n^*  60  et  61);  au  moins  elle  rend-  possible  Telimi- 
nation  du  coefficient  inconnu. 

45.  Discussion.  —  Examinons  ce  qui  se  passerait  si  les  resistances 
du  pont  n'etaient  pas  bien  reglees. 

1®  6 tat  permanent.  Designons  pary  Tintensite  du  courant  dans  le 
galvanometre,  dont  la  resistance  est  ^,  par  1  i'intensite  du  courant  qui 
traverse  la  pile  P,  et  posons 

i  —  h-^h; 

les  equations  des  circuits  fermes  AGD,  BGD,  AABD  (Jig.  3,  n^21) 
sont 

rt  il  —  rJ  —  gj  —  r^  h  —  rJ  =  o, 
A(I  — J)  =  rai8-+-r4(£3  +  /). 

De  ces  Equations  on  peut  tirer,  par  des  calculs  faciles, 


(0 


A^ 
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en  posanty  comme  on  en  a  Thabitude, 

46,  Periods  variable.  —  Pour  simplifier  recriture,  designons  par  la 
lettre^Iesintensites  integrates  qui  entrent  dans  les equations ([I)(n^  15); 
en  se  rappelant  la  definition  de  cette  quantite  (n'^''  10etl2)  quand 
rintensite  finale  n'est  pas  nulle,  on  voit  que,  pendant  un  temps  t  supe- 
rieur  a  la  duree  de  la  periode  variable,  le  galvanometre  a  ete  parcouru 
parune  inlensite  iniegraleyVH-y;y  est  determine  par  le  paragraphe 
precedent,  occupons-nous  de  q. 

Les  equations  (II)  (n*^  15),  appliquees  aux  circuits  fermes  ACD, 
BCD,  donnent 

rj^t  4-  Uii  -f-  MI  -f-  ^^  4-  Gy  —  /j^a  —  L3 1,  =  o, 

ftgi  H"  L,  ii  —  r^q^  —  L4I,  ~  (r,  -+-  r^  -^  g)q  —  (L,  -H  U  -H  G)y  =  o, 

oil  G  designe  le  coefficient  de  self-induction  du  galvanometre, 

Je  vais  tirer  de  ces  equations  la  valeur  de  q  en  fonction  de  la  somme 
?i  +  ?89  f|ue  j'appelle  Q.  Cette  substitution,  faite  dans  les  equations, 
donne 

—  D^  — (rir,-r,r3)Q-aGy-(ri-hr3)(Lj-+-L0/ 

—  (^2  -+-  /•*)  (L,  1*1  -h  MI  —  L3  h)-h  (rj  4-  Tj)  (L,  it  —  U h)  =  o, 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  t'l,  i,,  I,  tirees  de  (i)  (n"  45), 

I-D^  +  D^Q-AGy-+-(L,r,-L,/-0J-y(L,  +  U)(r|-+-r3  4-^) 
L      ^i -+-'•»  A^  n-Hr,  J 

47,  Or  on  a 

Dy 


r^r^  —  t\n^ 


d'ou,  en  ajoutant  et  retranchant  r^r^. 
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RcmplncoDs  D  par  sa  valeur,  et  mulliplions  les  deux  membres  par 
->  il  vient 


/'i  -H  /•» 


d*ou  enfin 


^1  -t-'s 


'  Le  premier  membre  de  eette  equation  est  le  coeflicient  de  L|  dans 
Inequation  (3)  (n^  46);  on  peut  mellre  ce  terme  sous  la  forme  plus 
simple 

(4)  -  [/*4 J  -+-7  (a'  -t-  f't  -+-  r,)]Li. 

On  trouvera  de  meme 

7^  ^t J -*-  ^y  —-7-  =  ^^'^  -y (^  "^  '•«  ^  ^*)> 

r,  -f-  Ta  '  1  -H  /  J 

d'oii,  pour  le  terme  en  L39 

(5)  -4-  L,[/-,J  — y  (^'  -h  /•,  4-  /-v)]. 

48.  Transformons  maintenant  le  terme  en  M, 

ct  mettons-y  en  evidence  la  quantite  i  (n''21 ). 
En  remarquant  qu'on  a 

'^♦^  =  '^i  -^  ^^4  -^  '^s  — ^—  y 
quelques  reductions  tres  simples  donnent  au  terme  M  la  forme 


ct  successivement 


/•4AM-  -^^^M[^^/-,-4-r^-h  ^(/'j-h/jl' 
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au  nioyen  de  la  relation 


383 


et  enfin 

(6) 


rir^  —  r^r^  —  —  l>y 


f\kM  4-  ^  [^(r,  -h  r,)  -h  r,(r,  -+-  r^M. 


49.  Les  expressions  (4),  (5),  (6)  donnent,  pour  le  dernier  terme  de 
Tequalion  (3), 

J[~r,(L,H-A-M)-hLs/-,] 

4-y    —  (Li  +  LaX^.-i-  r,-h  rO  4-M ^ J> 

et  celte  equation  pent  alors  s*ecrire 

f  —  J[rJL,4-  X:M)  —  r^U—  r,L,4-  r^  U]  =  o 

ou 

(^t,  en  la  r^solvant, 


(8) 


2^ 

7 


r^rt  J/L,-4-^M       L,       L3    ^    LA    ' 

0       r^G       L,       L,    ^  ^^(rs4-r,)H-ra(r,-4-r,) 
J        D         r,        r,  AD 

(L,  +  L,)(^ 4-  r,-h  rO       (Lj-h  U)(ff  4-  r,  4-  r,) 


I) 


D 


50.  11  est  facile  de  se  rendre  compte  de  Tordre  relatif  des  different s 

M 

termesdu  second  membre.  Je  suppose  que  —  soil  de  Tordre  de  lo"^ 
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C.G.S.  On  peut  regarder  Tensemble  des  deux  dernieres  lignes  comme 
£tant  k  pcu  pres  du  meme  ordre;  n  est  ordinairement  compris  antra 

set  4* 
L'^quation  (8)  pourra  done  s'ecrire 

A  etantun  nombre  peu  different  de  Tunite. 
On  a  r6gle  Tetat  permanent  de  maniere  que 

^-.,    c*est-k-dire    f^i^-iV", 
soit  de  Tordre  de  lo^,  et  on  veut  reglar  Tetat  variable  da  niani^re  que 


Li       , 

r,  L, 

r,  Lj       r,  L| 

i-^'- 

"t;  M " 

"j^  M  ■*';\  M 

soit  da  Tordre  de  io~P.  II  faudra  que  Ton  ait 

^.  =  io-'»(/i'io*-P4-/i), 

en  d^signant  par  A'un  nombre  peu  different  de  Tunite.  On  voit  d'abord 
qu*on  ne  peut  pas  donner  a  p  une  valeur  superieure  a  a,  parce  que  le 
terme  A,  qui  n*a  aucun  rapport  avec  ce  qu*on  veut  mesurer,  deviendrait 
predominant.  Onpeutatteindreen  toute  security  pour/3  la  valeur  a  — 2 
ou  meme  a  —  i,  lorsque  M  ne  differe  pas  trop  de  L. 

Par  exemple,  pour  determiner  k  a  o,oooi  pres,  il  faudrait  avoir 
regie  les  resistances  k'o^oooooi  ou  au  moins  o,ooooi  pres.  C*est  done 
une  limite  qu*il  parait  h  peu  pres  impossible  de  depasser  et  meme  dif- 
ficile d'atteindre. 

51.  Le  terme  en  h  etant  negligeable,  on  voit  qu'on  a  sensiblament 

J 

et  a  —  |3  —  n  est  compris  entre  i  —  net  2  —  n;  c'est  done  toujours  ui 
nombre  negatif»  generalement  compris  entre  —  2  et  —  3;  et,  pour 
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obtenir  toute  la  precisian  dont  la  methode  est  susceptible,  i]  faudrait 
que  le  galvanometre  fut  cent  a  milie  fois  plus  sensible  aux  courants 
instantanes  qu'aux  courants  constants.  Or,  le  rapport  des  quantites^ 
et  j  qui  produisent  une  impulsion  et  une  deviation  permanente  du 
meme  nombre  de  divisions  est 

J      ^ 

C'est  rinverse  du  rapport  des  sensibilites,  et,  dans  les  galvanomelres 
ordinaires,  ce  temps  varie  de  une  a  Irois  secondes  environ  (*).  II  est 
done  indispensable  de  recourir  a  un  interrupteur  tournant,  employe 
comme  au  n®  31.  L'aiguille  prend  alors  une  deviation  fixe,  et  le  rap- 
port des  sensibilites  est  egal  au  nombre  N  des  fermetures  du  circuit 
par  seconde. 

52.  Rappelons  Tordre  des  contacts  etablis  par  Tinterrupteur  : 

1°  La  pile  etant  ouverte,  le  galvanometre,  dans  lequel  tout  courant 

a  disparu,  est  reuni  aux  sommets  C,  D  du  pent; 

a**  Un  quart  de  tour  apres,  la  pile  est  fermee;  le  galvanomfetre  est 

alors  parcouru,  pendant  un  quart  de  tour,  par  un  pourant  dont  Tinten- 

site  integrale  est  (n^*  46) 

k  ^condition  que  le  temps  7^  soit  suflBsant  pour  arriver  ^  Tetat  perma- 
nent; 

3^  A  la  fin  de  ce  second  quart  de  tour,  le  galvanometre  est  term6 
sur  lui-meme.  II  etait  parcouru  par  un  courant  y,  qui  tombe  a  zero  en 


( > )  Un  choix  convenable  des  diverses  pieces  mobiles  pennet  de  dlminuer  notablement  ce 

T 

rapport  ->  en  conservant  loule  la  sensibility  au  courant  permanent;  mais  c'est  encore 

insuffisant.  H  faudrait  alteindre  au  moins  une  sensibility  dix  fois  plus  grande  au  courant 
instantan^  qu'au  courant  permanent,  c'eet-a-dire  r^duire  T  k  moins  de  y  de  seconde,  sans 
augmenter  la  force  directrice;  et,  k  cause  de  la  rapidit6  du  mouvement,  Timpulsion  ne 
pourrait  6tre  lue  qu*en  lui  donnant  une  amplitude  constante,  par  Touverture  et  la  fermeture 
du  circuit  k  chaque  passage  au  z^ro  (m^ihode  de  Weber),  c'est-^-dire  plus  de  six  fois  par 
seconde.  Un  m^canisme  serai t  done  encore  n^cessaire. 

Jnn,  de  I'Ec,  Normale,  a*  Serie.  Tome  XI.  —  Novembrc  1882.  49 
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produisant  un  extra-courant  dont  rintensit^  integrale^'  est  donnce  par 

4^  Puis  la  pile  est  ouverte  sans  produire  aucun  effet  sur  le  galvano- 
mctre,  el  tout  recommence. 

On  remarquera  que,  par  cette  maniere  d'employer  I'intcrrupteur, 
les  circuits  ACD,  BCD,  qui  seuls  ont  fourni  des  equations  de  i*etat 
variable  employees  aux  n***  21, 22,  23, 24  et  46,  ne  sont  jamais  ou verts/ 
Le  courant  de  fermeture  etant  seul  recueilli  par  le  galvanometre,  on 
est  bien  dans  les  conditions  auxquelles  correspondent  les  equations. 

L'intensite  integrate  qui  parcourt  le  galvanometre  en  une  seconde 
est  done 

L'intensite  7/  est  insensible,  puisque  Tintensite  y  etait  elle-meme 
insensible  pendant  Tetat  permanent.  Quant  au  terme  q\  il  ne  modifie 
pas  sensiblemcnt  la  valeor  du  coefBcient  dey  tout  entier  (8)  (n^  49),  et 
les  conclusions  du  n"^  50  subsistent  entierement. 

53.  Le  terme  principal  est  done 

_  N  ^*  '^^  /Li-f-A^M  _  Li  _  Ls  ^  LvV 

En  le  rapprocbant  de  la  valeur  dey, 

f-    D    ^\r,n       V' 
on  voit : 

i^  Que  les  conditions  du  maximum  de  sensibiliti  du  pont  sont  les 
mimes  que  pour  V etat permanent.  Elles  ne  dependent,  en  effet,  que  du 

facteur  '-^  J;  il  y  a  evidemment  tout  avantage  a  ce  que  A  soit  le  plus 

grand  possible,  ce  qui  rapproclie  la  valeur  de  J  de  celle  de  I ; 

a"^  Que  Verreur  sur  le  rapport  rj   des   coefficients   d' induction  sera 

h  Sy^'^  Verreur  sur  le  rapport  des  resistances  dans  la  mime  experience, 
lorsque  L^,  L3,  L4  sont  negligeables.  Par  exemple,  avec  les  bobines  que 
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j'employais  (appareil  C),  on  avail  environ 

-=o,ooo5C.G.S. 

Supposons  que  N  soil  egal  k  lo  (*);  pour  connaitre  k  a  o,ooo5  pros,  il 
faut  avoir  regie  les  resistances  a  environ  ^^^\q^  pres. 

Lorsque  les  bobines  sont  tres  eloignees,  et  que  —  est  petit,  le  rapport  k 
ne  pent  plus  etre  determine  avec  precision.  On  peul  bien  augmenler  N, 
maisjusqu'a  une  certaine  limite  seulement,  limite  qui  estfixee  non 
par  la  grandeur  de  M,  mais  par  celle  de  L,  puisqu'il  faut  que  Tetat 
permanent  soil  atteintavant  de  rompre  le  circuit. 

Disposition  des  experiences. 

54.  Les  appareils  ont  ^le  disposes  a  peu  pres  comme  dans  la  prec^- 
dente  methode  de  mesure.  L'ensemble  des  deux  bobines  a  comparer 
formant  le  cote  i  du  pont  est  place  a  plus  de  4  metres  du  galvanomfetre. 
Sur  une  table  voisine  de  Tobservateur  est  placee  la  boite  de  resistances 
qui  forme  les  cotes  11,  3,  4  du  pont.  C'est  une  boite  construite  par 
MM.  Elliott  (n*^  434 )>  qui  appartient  au  laboratoire  de  Physique  du 
College  de  France;  elle  est  divisee  en  trois  parties  :  deux^I,  II)  qui  ne 
contiennent  que  les  bobines  de  10,  100,  1000  et  10000  ohms;  et  la 
troisieme  (III)  qui  permet  de  former  toutes  les  resistances  exprim^es 
parun  nombre  entier  d'ohmscomprisentre  i  et  1 1  no.  Denombreuses 
verifications  faites  au  cours  des  experiences  ont  montre  que  le  rapport 
reel  des  resistances  ne  diftere  pas  de  j^  du  rapport  indique.  Pour 
plusieurs  des  bobines,  les  rapports  d'egalite  sont  meme  exacts  a  moins 
de  j^  pres.  Tant  qu'on  ne  voudra  connaitre  le  rapport  k  qu'a  -^  pres, 
leserreurs  de  la  boite  sont  absolument  negligeables. 

Cette  boite  est  construite  en  alliage  platine-argent;  les  fils  sont  ployes 
en  double  avant  d'etre  enroules,  et  isoles  par  de  la  soie  et  de  la 
paraftine.  Leurs  dimensions,  telles  qu'elles  m'ont  6le  fournies  par 
MM.  Elliott,  sont  les  suivantes  : 

R^istances  en  ohms i 

Diamdtre  du  fil  en  millimetres. . .    0,609 
Longueur  du  HI  en  metres 0,914 

(*)  En  r^lit6,  la  vitesse  employee  6tait  souvent  plus  grande,  double  ou  triple. 


10 

100 

1000 

1 0000 

o,3o5 

0,177 

0,106 

o,o63 

2,54 

9,29 

24,1 

>o7,4 
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Ce  sont  les  scales  resistances  qui  entrent  dans  la  construction  des 


Lea  lettres  et  les  numdros  communs  k  la  6gnre  actuelle  et  aa  diagramme  correspondant  {Jig*  3» 
Ch.  H)  ont  la  mfeme  signification. 

A,  R,  C,  D,  1,  2,  3,  /|,  nomnieU  et  cdles  do  ponl  de  Wheatstone. 

R,  rheostat  de  Pouillet,  sur  le  cdte  3. 

F,  clef  AB,  pour  le  reglage  de  I'etat  permanent.  On  la  maintient  coDBtamment  ferm^e  pour  le 

rdglage  de  I'dlat  variable. 
A,  derivation  employ^  senlement  pendant  Tdtat  variable. 
K,  commutatenr  place  sur  le  trajet  de  la  bobine  inductrice  M,  seule;  it  permet  de  changer  le 

sens  du  rourant  dans  cette  bobine,  sans  le  changer  dans  le  pont.  On  le  place  de  telle  sorte 

que  les  impulsions  de  fermeturc  soient  de  signcs  contraires  pour  A  nul  et  pour  A  infini. 
T„  T,,  les  deux  parties  de  I'interrupteur  tournant,  dans  la  position  oil  on  Tarrftte  pour  r^gler 

retat  permanent. 
T,  est  sur  le  trajet  direct  de  la  pile. 
T,  est  en  d<^rivation  sur  le  galvanometre.  Eir  tournant  dans  le  sens  des  fldches,  au  moment  do 

Touverture  du  circuit,  T,  forme  un  ahunt  de  resistance  nulle  sur  le  galvanomdtre. 
0,  S,  galvanomdtre  et  son  shunt. 
~L,  lunette  et  dchelle  divisde. 
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trois  parties  (I,  IT,  III).  Toutes  sont  enroulees  sur  des  bobines  de  buis, 
de  in^mes  dimensioDs : 

Diam6tre  int^rieiir 8""  k  9"" 

Longueur 19""" 

Les  bobines  de  i,  lo,  100  ohms  ne  semblent  avoir  qu'une  seule 
^paisseur  de  fil;  celles  de  1000  ohms,  deux,  et  celles  de  loooo,  un 
plus  grand  nombre. 

55.  Comme  le  galvanombtre,  employe  avec  toute  sa  sensibility,  de- 
vaitrester  aussi  rigoureusement  que  possible  au  zero  (n^'  50-52),  les 
divisions  discontinues  de  la  boite  III  ne  suffisaient  pas.  Je  lui  ai  ajoute 
un  rheostat  continu  de  Pouillet. 

Sur  une  planche  sont  tendus  parall^Iement  deux  fils  de  maillechort. 
Une  extr^mite  de  chacun  d'eux  est  isolee,  Tautre  communique  avec  le 
reste  du  circuit  par  une  large  lame  de  cuivreplongeant  dans  des  godets 
pleins  de  mercure.  Dans  un  bouchon  est  creusee  unerigole  remplie  de 
mercure,  qui  r^unit  les  deux  fils,  k  une  distance  variable  de  leur  point 
d'attache  avec  le  reste  du  circuit.  Une  division  colleele  long  de  la  plan- 
chette  fait  connaitre  cette  distance. 

Avec  des  fils  de  o™,oo5  de  diamttre  et  de  o°^,ao  de  longueur,  on 
peut  faire  varier  la  resistance  de  o  a  o,5  ohm,  par  le  deplacement  du 
bouchon.  Une  longueur  du  meme  fil,  ayant  environ  o,5  ohm  de  resis- 
tance et  ployee  en  double,  pouvait  aussi  etre  ajoutee  a  la  boite  III.  On 
pouvait  done  graduer  la  resistance  de  Tune  des  branches  du  pont  par 
milliemes  d'ohm;  cela  a  toujours  ete  suffisant,maissouvent  necessaire. 
Des  experiences  de  comparaison  ont  donnS  la  valeur  de  ces  fils  auxi- 
liaires;  mais,  k  cause  des  variations  de  temperature,  on  a  toujours 
mesure  les  resistances  r,  et  A  en  choisissant  les  autres  cotes  du  pont, 
de  manifere  k  utiliser  toute  la  boite  III,  quelles  que  soient  d*ailleurs  les 
resistances  des  cotes  du  pont  employees  dans  la  mesure  du  pheno- 
ro^ne  d'induction.  Le  role  du  rheostat  a  ete  r^duit  k  maintenir  exacte- 
roent  le  galvanometre  au  zero  pendant  les  experiences. 

56.  La  boite  qui  forme  la  derivation  A  est  placee  soit  sur  la  meme 
table  que  la  boite  quiconstitue  lept)nt,  quand  elle  est  peuencombrante. 
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fioit  sur  une  table  differente.  J'ai  d'abord  employe  une  trfes  bonne  boite 
d' Elliott  (n*^  339),  appartenant  au  laboratoire  de  rechercbes  de  la 
Sorbonne(*).  Cette  boite,  tres  bien  gradu6e,  est  construite  en  maille- 
chort;  elle  a  el6  etalonnec  a  une  temperature  differente  de  celle  qui 
forme  le  pont.  Pour  ces  deux  raisons,  les  resistances  qu'elle  indique 
sent  rapportees  a  une  unite  differente  de  celle  du  pont,  et  variable.  Tai 
done  du,  dans  cbaque  experience,  faire  suivre  le  reglage  de  A  de  sa 
mesure.  Les  communications  permettent  de  substituer  rapidementia 
resistance  A  au  cote  i  du  pont.  Aussitot  apres,  on  verifie  que  celte 
valeur  de  A  est  bien  celle  qui  convient  aTexperience  d'induction. 

J'ai  employe  plustard  un  simple  rheostat  medical  de  Gaiffe  (*);  la 
necessite  de  mesurer  A  en  fonction  des  resistances  du  pont  rend  inutile 
la  precision  de  la  boite  d'Elliott  (339).  ^^  ^^'  ^^  ^^  rheostat  n'cst  pas 
double,  mais  ce  n'est  qu'un  defaut  secondaire  pour  cette  partie  du 
circuit,  dont  le  coefficient  d'induction  propre  n'intervient  pas  dans  la 
methode.  II  suffit  de  Teloigner  assez  de  tout  le  reste  du  circuit  pour 
qu'aucun  coefficient  d'induclion  mutuelle  n'apparaisse;  il  n'y  a  mSme 
as'occuper  que  du  galvanometre  et  du  cote  i  du  ponl,  car,  les  trois 
autres  cotes  du  pont  ^lant  formes  de  fils  ployes  en  double,  une  distance 
de  quelques. centimetres  est  suftisante.  Tons  les  fib  de  jonction  sont 
bien  isoles  et  tordus  ensemble. 

57.  itat  permanent,  —  L'elat  permanent  a  ete  etabli  au  moyen 
d'une  clef  qui  ferme  d'abord  la  pile,  et,  quelques  centiemes  de  se- 
conde  plus  tard,  le  galvanometre,  comme  la  clef  de  I'Association  bri- 
tannique;  seulement  les  contacts  sont  obtenus  par  de  gros  fils  de 
cuivre  nickeles  plongeant  dans  du  mercure  propre.  Les  contacts  platine- 
platine  par  simple  pression  sont  souvent  irreguliers,  par  suite  des 
moindres  poussieres.  Le  contact  a  mercure,  dont  j'avais  craint  les  va- 
riations, s'est  montre  excellent;  commen^ant  toujours  par  lui  attri- 
buer  les  difficultes  que  j'ai  rencontrees,  je  I'ai  tres  fr^quemment 
controle. 

(1)  Cette  botte  a  6t6  mise  k  ma  disposition  par  M.  Bouty  pendant  prds  de  trois  semaines, 
avec  une  complaisance  dont  je  suis  heureux  de  lui  tdmoigner  ici  ma  reconnaissance. 

(>)  Comme  its  sont  construits  actnellement  avec  des  bobines  de  fil,  et  non  avec  le  melange 
kaolin-cbarbon,  dont  les  contacts  sont  tr6s  insnfOsants. 
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Elat  variable.  —  Le  pont  etant  regie  le  mieux  possible,  .un  com- 
mutateur  a  mercure  elablit  les  communications  avec  rinterrupteur 
tournant,  qui  est  place  sur  une  table  eloignee.  Get  interrupteur  (n*^  31) 
est  entraine  par  une  granderoue  mue  a  la  main  (*);  au  besoin,  le  mou- 
vement  est  regie  sur  un  metronome. 

L€s  communications  sont  etablies  avec  la  diagonale  de  la  pile  et 
avec  celle  du  galvanometre,  comme  Tindiquent  les  figures  6  (n**  31) 
et  7  (n^  54). 

58.  La  clef  de  I'Association  britannique,  ou  loute  clef  analogue, 
par  un  arrangement  convenable  des  fils,  permet  d'op^rer  une  seule 
ibis  la  meme  serie  de  communications  que  Tinterrupteur  repele  a 
cbaque  tour  (n**  31).  Cela  suffil,  avec  le  galvanometre  du  College  de 
France,  pour  faire  les  mesures  a  plus  de  j^.  On  pent  alors  recon- 
naitre  toute  Tefficacite  de  la  methode  qui  consiste  a  shunter  le  gal- 
vanometre presque  aussitot  le  courant  ferme.  On  constate  qu'on 
peut  deregler  les  quatre  cotes  du  pont  au  point  de  faire  sortir  Timage 
de  Techelle  pendant  Tetat  permanent  et  conserver  neanmoins  la  meme 
impulsion  pour  Telat  variable  : 

n.  2100.  2150.  2200.  2250. 

Deviation  permanentp ... .       4-  12000         -4-  7000         -f-  aoSo         —  2600 
Impulsion -t-  23,5  -+-  22,3  -+-23,0         -+-23,3 

II  suffit  pour  cela  d'abaisser  la  clef  par  un  coup  tres  sec.  Un 
centieme  de  seconde  suffit  pour  Tetablissement  du  courant;  et  Textra- 


1)  C'est  une  roue  en  fonte,  qui  fait  partio  d*une  sir^ne  de  Seebeck.  A  la  distance  de 
i"*,5  du  galvanometre,  elle  exerrait  encore  une  tr^s  faible  action  sur  Taiguiiie  aimant^e, 
dt  o'"",2.  Pour  en  lenircompte,  on  a  conslat6  que  la  position  d*4quilibre  de  Taiguille  quand 
on  fait  tourner  rapidement  la  roue  est  la  m6me  que  quand  la  roue  est  tr6s  i^loignee.  Puis 
on  a  cherch^  la  position  d'arrdt  pour  laquciie  Taiguille  marque  la  mdme  division  que  quand 
la  roue  tourne,  et  Ton  a  eu  soin  de  loujours  arr^ter  la  roue  dans  cette  position.  On  a 
reconnu  que  le  d^placement  maximum  du  z6ro  se  produisait  pour  une  position  de  la  mani- 
velle  ^  angle  droit  avoc  la  pr6c6dente,  et  n'alteignait  gu^re  que  dio"*'",2.  Les  lectures  les 
plus  pr6cise8  ne  se  faisanl  qu'^  o"",  i  pr^s,  on  voit  que  cette  cause  d'erreur  n'aurait  pu 
devenir  sensible  quo  dans  les  derniers  rcglages.  La  roue  6tait,  d'ailleurs,  assez  61oign6e  do 
lout  le  circuit  pour  n^avoir  aucune  aimantalion  variable. 
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couraDt  da  k  la  fermeture  du  galvanometre  sur  lui-meme  (n^  52   com- 
pense  presque  cxactement  TefTet  du  a  ce  courant  lui-meme  pendant 

un  temps  d'environ  j^  de  secoBdeT-  =  0,01  environ j. 

59.  Les  appareils  etant  ainsi  disposes,  on  s'est  attach^  d*abord  k 
obtenir  un  bon  etat  permanent.  Or,  dans  les  premieres  experiences, 
meme  avec  la  clef  de  1  Association  britannique,  Fetat  d'equilibre  n'etait 
pas  atteint  inslantanement;  quand  le  pont  etait  regie,  Taiguille  com- 
mencait  par  devier  un  peu  (i'°'",5  dans  le  cas  du  maximum  de  sen- 
sibilite,  par  exemple),  puis  revenait  lentement  au  zero,  au  bout  de 
plusieurs  secondes;  meme  effet  a  Fouverture  du  circuit,  mais  en  sens 
inverse.  Apres  plusieurs  essais,  j'ai  reconnu  que  cet  effet  provenait  de 
la  bobine  i  (appareil  B);  elle  se  comportait  comme  une  resistance  qui 
croit  graduellement  de  ^tooo  ^®  sa  valeur  environ.  Dans  cette  bobine, 
le  61  est  convert  par  de  la  soie,  et  Tisolement,  de  spire  ^  spire,  est 
insuffisant  quand  le  temps  est  humide.  Une  partie  du  courant  se  derive 
a  travers  la  soie,  jusqu'a  ce  que  la  polarisation  du  liquide  rende  Tiso- 
lementparfart(*).  En  employant  des  bobines  dans  lesquelles  la  soie  a 
etesecheeet  parafflnee,  aucun  effet  semblable  n'a  ete  observe;  Tai- 
guille  ne  quitte  pas  le  zero  quand  le  reglage  du  pont  est  fait.  On  peut 
done  proceder  au  reglage  de  Tetat  variable  sans  craindre  aucune  per- 
turbation. 


(1)  Une  bobine  dans  laquelle  deui  fils  distincts  n,  b,  recouverls  de  soie,  avaient  M 
enroul^s  cdte  k  c6te,  met  tr^  bien  eel  effet  en  Evidence.  La  r^istance  k  Tisolement  entre 
les  deux  fils  est  de  m^me  ordre  que  celle  des  fils  eux-mdmes  :  162  ohms  au  d^ut;  moim 
d*une  minute  aprds,  i85  ohms,  et  elle  continue  k  crottre.  On  enl^ve  alors  la  pile  :  le  galva- 
nom^tre  est  d^vi^  de  55  divisions.  On  met  sur  le  cdt6  1  le  fil  a  seul,  le  fil  b  ayant  ses  deux 
extr^mitte  libres;  les  mdmes  effets  se  produisent.  On  enldve  la  pile;  on  met  rapidement  sur 
le  cdl^  i,  non  plus  le  fil  a,  mais  I'isolement  entre  les  deux  fils  a,  b\  sans  r^tablir  la  pile,  le 
galvanom^lre  est  d^vi6,  et,  pour  ramener  Timage  sur  T^chelle,  k  17  divisions  du  z^ro,  il  font 
metlre  sur  le  galvanomdtre  le  shunt  de  j^. 

U  s'agit  done  bien  d'une  force  ^lectromotrice  considerable  et  durable,  produile  par  le 
passage  du  courant. 

J'ai  fait  refaire  la  bobine,  en  couvrant  les  fils  de  paraffine,  et  s^parant  les  couches  succes- 
sives  par  du  papier  paraffin^.  La  r^istance  k  I'isolement  a  aussit6t  alteint  100  m^ohms. 
D^rmais,  la  r&istance  des  fils  prend  instantantoent  sa  valeur  finale,  sans  irregularity. 


Digitized  by 


Google 


COMPARAISON   BES   COEFHCIENTS   d'iNDUCTION.  3c)5 

60.  Get  effet  elimioe,  les  experiences  sont  devenues  tres  regnlieres. 

Dans  les  premieres  mesures  faites  au  College  de  France,  j'ai  essaye 
deme  passer  deTinterrupteur  tournant.  Le  circuit  elait  ouvert  et  ferme 
a  chaque  demi-oscillalion  de  I'aiguille,  au  moyen  de  la  clef  de  TAsso- 
ciation  britannique,  disposee  pour  que  les  communications  s'elablissent 
dans  I'ordre  indique  (n**  58).  J'ai  obtenu  avec  Tappareil  B,  fixe  dans 
une  position  invariablet  les  resultats  suivants,  extraits  de  deux  series 
d'experiences  faites  a  des  temperatures  un  peu  diflerentes  : 


Tableau  VI. 

/•„!. 

/-.,  n. 

/•s,  m. 

A. 

k. 

lOO 

lOO 

970 

i53,2±o,4 

23,35  ±o,o5 

100 

lOOO 

97^7 

849      ±2 

23 ,33  ±0,02 

lOO 

lOOO 

97-15 

852     ±2 

23,27  d=0,02 

lOOO 

lOOO 

967 

90,3  ±0,3 

23,37  dbo,o8 

lOOOO 

lOOOO 

967 

86,9  ±0,2 

23,39  ±0,06 

lOOO 

lOOOO 

97-^4 

5o4,5ito,5 

23,17  ±0,02 

I  GOO 

lOOOO 

9673 

5oi      ±1 

23,20  db  0,04 

Dans  les  memes  conditions,  Fappareil  C  (n"^  42)  a  donne  : 


Tableau  VII. 

r.,I. 

r4,  11. 

/•„  m. 

A. 

A. 

1000 

10000 

1173,9 

367     ±0,5 

4,636  d=o,oo5 

» 

» 

1168 

364,5  dr  0,5 

4,642  zbo,oo5 

» 

» 

1174 

366,7  ±0,2 

4,639  it  o,oo3 

On  voit  que,  dans  de  bonnes  conditions  de  sensibilite  du  pont,  les 
mesures  peuvent  etre  concordantes  a  prfes  de  j^.  Mais,  quand  les 
cotes  du  pont  changent,  le  disaccord  s*accentue,  en  restant  com- 
pris  dans  les  limites  des  erreurs  experimentales  possibles.  II  faul 
cependant  remarquer  dans  le  premier  tableau  Tinfluence  d'une  bobine 
de  10  000  ohms,  qui  semble  certaine. 

61.  Pour  faire  une  etude  serieuse  de  la  metbode,  il  faut  pouvoir 
s'ecarter  beaucoup  du  maximum  de  sensibilite  du  pont  et  conserver 
neanmoins  une  sensibilite  de  7^  a  •^.  J'ai  ele  force  de  rccourir  a 

Jmi,  de  VKe.  Normale,  a-  Sdrie.  Tome  XI.  —  Novembbk  iRR:>.  5o 
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rinterrupteup  tournant.  En  meme  temps,  il  faulrendre  la  temperature 
stationnaire  pendant  chaque  seric  d'obscrvations,  sans  qu'il  soil  neces- 
saire  de  la  connailre. 

Voici  les  resultals  dc  ces  experiences  : 

Tableau  VIII  (Aj>pareil  B). 


/•.,!. 

r.,  n. 

/3,  III. 

^, 

k. 

lOO 

lOO 

97^,6 

5o,33 

23,3o6 

5100 

aoo 

97a, ^ 

55, o3 

23,302 

lOOO 

lOOO 

973,8 

92,60 

23,3i5 

I  oooo 

I  oooo 

973,8 

5i4,86 

23,3i4 

100 

lOOO 

9736,8 

48,39 

23,288  ±  0,0 i 

lOO 

lOOO 

9702,5 

48,15 

23,329  ±0,02 

lOO 

lOOO 

9702,5 

48,20 

23,3o7d:o,o2 

lOOO 

I  OOOO 

9704 

89, '5 

23,202  dbo,02 

Tableau  IX  (Appareil  C). 


r„I. 

n,  II. 

rs,  III. 

A. 

k. 

100 

100 

117,72 

81,886 

4,659  ±  0,00a 

200 

200 

117,65 

ii9,4o=bo,o6 

4,660  db  0,00a 

1000 

1000 

117,72 

420,0  ±0,3 

4,661  d:  0,00a 

10000 

I  oooo 

117,73 

38o6   ±  10 

4,658  dbo,oo5 

100 

200 

235,0 

68,85  ±0,05 

4,661  ±0,002 

200 

1000 

587,4 

91,79  ±0,04 

4,659  ±0,002 

100 

1000 

1175,5 

6r,i3=to,o3 

4,659  rb  0,00a 

1000 

I  oooo 

1176,3 

3i5,8 

4,639 

1000 

10000 

1176,3 

3i6,2 

JM^ 

1000 

10000 

1165 

3i5,4  If  0,2 

'*4,64o=ho,oo3 

1000 

I  oooo 

1164,8 

3i5,6  ±0,2 

4,638  =ho,oo3 

I  oooo 

10000 

116,57 

38o5,5  ±  10 

4,659  ±o,oo5 

Tant  que  la  bohine  de  loooo  ohms  ne  forme  pas  un  des  cdt^s  du 
pont,  les  valeurs  de  k  sonl  egales,  aux  erreurs  exp6rimentales  pres, 
bien  que  les  coles  du  pont  et  A  changent  consid6rabIement.  Dans  le 
tableau  VIII,  la  moyennc  des  sept  premiers  nombres  est  23,309;  les 
plus  grandes  differences  n'atleignent  pas  -^  pour  les  nombres  mal 
determines  et,  pour  ceux  qui  proviennent  de  bonnes  experiences,  la 
difference  avec  la  moyenne  lombe  Si  -j^.  Dans  le  tableau  IX,  les  sept 
premiers  nombres  et  le  dernier  ont  comme  moyenne  4»6595;  pour 
aucun  d'eux  la  difference  ne  depasse  ~^.  Les  quatre  autres,  qui  cor- 
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respondent  au  rapport  j^  pour  les  coles  2ret  4t  ont  comme  moyenne 
4,6397,  et  Taccord  subsiste  au  meme  degre  entre  eux.  Mais,  comme  on 
le  voit,  ces  deux  moyennes  different  considerablement. 

62.  Les  valours  de  k  ne  rcpresentent  done  pas  le  rapport  ^>  et  les 

coefficients  d'induction  des  c6les  2,  3,  4  du  pont  ne  sont  pas  negli- 
geables,  au  moins  dans  le  cas  de  la  bobine  de  10000  obms.  II  faut 
alors  examiner  quelle  conclusion  ces  tableaux  fournissent,  et  trouver 
un  moyen  d'eliminer  les  coefficients  d'induction  inconnus. 
Prenant  la  formule  complete  (i)  (n*"  21) 

L-f-AM       L,       L3       U_ 

-\-       —  o, 

les  premieres  experiences,  ou  *  ala  meme  valeur,  montrent  que  Ten- 

semble  des   termes  ^-~  4- -7' 7]    ne  change    pas  d'une  maniere 

appreciable  tant  que  Ton  nUntroduit  pas  une  des  bobines  de 
10  000  ohms  seule.  Or  les  trois  parties  de  la  boite  de  resistances  ne 
contiennent  que  des  bobines  de  i,  10,  100,  1000  et  10  000  ohms.  Si 
Ton  en  tient  compte  en  ecrivant  I'equation  que  fournit  chaque  expe- 
rience, et  qu'on  discute  Tensemble  de  ces  equations,  on  reconnail  que 

le  rapport  -  a  sensiblement  la  meme  valeur  pour  les  bobines  de  i,  10, 

100  et  ioooohm*s,  et,  par  consequent,  est  independant  de  la  resistance 
dans  la  partie  III  de  la  boite,  laquelle  ne  contient  pas  de  bobine  de 
10000  ohms;  du  moins^  les  variations  ne  sont  pas  appreciables  dans 
les  conditions  de  Texperience. 

63.  Cetle  conclusion,  deduite  de  mesures  indirectes,  oil  le  resultat 
ne  pouvait  aucunement  etre  pr^vu,  me  semble  ainsi  tres  bien  etablie. 
Je  n'ai  pourtant  pas  neglige  les  verifications  directes  que  me  permettait 
la  boite  de  resistances.  On  peut  former  avec  la  partie  III  de  cette  boite 
deux  cotes  du  pont,  qui  est  ainsi  completement  constitue  par  la  boite 

du  College  de  France.  Si  le  rapport-  est  independant  de  la  resistance, 

I'equilibre  une  fois  etabli  pour  Velat  permanent,  grace  au  rheostat  de 
Pouillet,  doit  subsister  pour  I'etat  variable,  tant  qu*une   bobine  de 
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loooo  ohms  n'intervient  pas  seule.  Oa  jugera,  par  le  Tableau  suivant, 
qu'il  en  est  bieo  aiosi. 

Tableau  X. 


n,in. 

r„I. 

r„in. 

r*,II. 

pour 
YiU%  Ttrlable. 

VitMte 

da 

cvmamUiteiir 

10  X  100 

10  X  100 

10  X  100 

1000 
1 0000 

lOOO 

1000 

1000 

10  X  1000 

1000 

lOOOO 

1 0000 

< 

0,2 
0,1 
2,3 

Grande. 
Tr^s  grande. 
Ordinaire. 

100 

100 

100 

1 000 
100 

10 

1000 

1000 

1000 

10000 

1000 

100 

1,5 
0,1 
0,1 

Id. 

Tr^s  grande. 

Id. 

100 

10 

2X  1000 

2  X  100 

— 

0,1 

Id. 

5X  10 

10 

1000 

2  X  100 

— 

0,1 

Id. 

10 

10 

2  X  100 

2  X  100 

0,0 

Id. 

5x  1 

10 

100 

2X  100 

— 

0,1 

Id. 

On  voit,  en  outre,  que  la  bobine  10 000  donne  une  deviation  trfes  no- 
table. II  ne  sufBt  done  pas  qu'un  fil  ait  ete  ploye  en  double,  avant  d'etre 
embobine,  pour  qu'il  soil  sans  influence  sensible  sur  la  pcriode  va- 
riable {voir  Chap.  VI,  n««  81,  88). 

Examinons  Timportance  de  Terreur  qui  pent  en  resulter :  ce  qui 
entre  dans  la  formule,  c'esl  le  rapport  de  ce  coefficient  de  self-induc- 
tion a  la  resistance;  pour  deux  bobines  identiques,  mais  construites 
avec  differents  metaux,  ce  rapport  varie  comme  la  conductibilite. II  faut 
done  construire  la  bobine  en  cuivre  pur,  pour  meltre  en  evidence  Tin- 
fluence  du  coefficient  de  self-induction;  en  maillechort  ou  en  platine 
pour  r^liminer  autant  que  possible. 

64.  Quand  un  fil  est  ploye  en  double,  puis  embobine,  il  est  trhs  rap- 
proch^  non  seulement  du  fil  de  retour>  mais  de  tons  les  autres  doubles 
fils;  aussi  est-il  difficile  de  decider  quel  est  Tefi^et  total.  II  n'y  a  qu'un 
moyen  d'avoir  un  coefficient  d'induction  trhs  faible  et  d'un  ordre  de 
grandeur  connu,  c'est  de  prendre  un  fil  court  ploy6  en  double  et  de  le 
tendre  en  ligne  droite,  ou  de  Fenrouler  sur  un  cadre  de  grandes  dimen- 
sions, suivant  une  hdice  dont  le  pas  soit  tres  grand  par  rapport  k  la  dis- 
tance des  deux  fils  voisins.  Cest  ce  que  j'ai  fait  avec  un  fil  de  maillechort 
de  o'"",o5  de  diametre,  ayanl  une  resistance  d'environ  130  ohms  par 
metre.  Une  longueur  2 1,  de  ^"'fSo,  a  ete  ploy^e  en  double^  la  distance  b 
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des  deux  fils  etant  environ  o™,ooi.  Ces  deux  fils  out  ete  enroules  sup 
un  cadre  reclangulaire,  donl  les  cotes  ont  o*",!©  et  o°*,5o,  forme  par 
des  liges  de  verre  encastrees  a  leurs  deux  extremites  dans  deux  plan- 
chettes.  Le  til  est  assujetti  sur  les  tiges  de  verre  par  quelques  gouttes 
de  paraffine»  et  ainsi  parfaitement  isole.  II  forme  a  pen  pres  une  spire 
et  demie;  les  deux  spires  sont  a  plus  de  o™,o2  de  distance. 

Le  coefficient  d*induction,  calcule  comme  si  le  fil  double  etait  recti- 
ligne,  est  donne  par  la  formule  (Maxwell,  t.  II,  p.  289)  (*) 

^/(log^4-i)=.ao(log^  +  |)=.738C.G.S. 

La  resistance  est  environ  342  ohms;  le  rapport  -  est  done  de  I'ordre 

de  -^ J  ou  7  X  10"*  C.G.S.,  c'esl-a-dire  negligeable  quand  on  le 

compare  aux  rapports  correspondants  relatifs  a  une  bobine  sur  elle- 
meme  ou  a  deux  bobines  Ires  voisines  :  o,ooo5  ou  0,001  au  moins 
quand  le  fil  des  bobines  est  en  cuivre.  Si  les  deux  bobines  a  ^tudier 
etaient  eloignees,  ce  rapport  7.io""*  C.G.S.  pourrail,  tout  en  restant 
petit,  n'etre  plus  tout  k  fait  negligeable. 

65.  Nous  voila  desormais  capables  de  changer  considerablement  la 
resistance  d'un  des  cotes  du  pont,  sans  apporter  de  modification  appre- 
ciable ason  coefficient  d'induction.  Cela  rend  possible,  dans  certains  cas, 
I'elimination  des  coefficients  d*induction  des  trois  autres  cot^s  du  pont. 

Lorsque  la  boite  de  resistances^  qui  forme  les  cot^s  2,  3,  4  du  pont, 
est  quelconque  au  point  de  vue  de  Finduction,  il  m*a  ete  impossible  de 
trouver  un  precede  general  d'elimination  au  moyen  d'un  jeu  restreint 
de  resistances,  construites  comme  je  viens  de  Tindiquer.  Tons  lesessais 
que  j'ai  tentes  exigeaient^  en  fin  de  compte,  la  construction  complete 
des  trois  boites  1,  II  et  III,  sans  coefficient  d'induction  sur  elles-memes. 

L'elimination  est  possible,  comme  on  va  le  voir,  au  moyen  d'une 
seule  resistance,  sans  induction,  quelles  que  soient  les  boites  I,  II, 
pourvu  que  le  rapport  -  de  la  boite  III  soit  ind^pendant  de  r;  c'est  ce 

( 1 )  II  me  somble  que  le  dernier  lerme  |  doit  Sire  remplac^  par  1 ;  mais  cela  n*a  paa 
d*inQuence  sur  mes  conclusions. 
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qui  avait  lieu  dans  la  boite  (rElliotl  ( 0^434)  du  College  de  France 
(q^  62  et  63).  Mais  ii  n'est  pas  necessaire  que  ce  coei&cient  soil  tres 

petit;  le  rapport  -  serait  constant  si,  toutes  les  bobinesayant  des  di- 
mensions identiques,  le  diainetre  et  la  longueur  du  fil  changeaient 
seuls,  sans  alterer  la  resistance  spccifique,  et  si,  de  plus,  les  bobines 
^taient  assez  eloignees  les  unes  des  autres  pour  n'avoir  pas  de  coeflP 
cient  d'induction  mutuelle  sensible. 

66.  Uue  premiere  experience,  faite  comme  celles  que  j'ai  decrites, 
donne 

/•f 'j  L  4-  AM       Lj       L,       L^ 

/^  ""  '4 '  in^  r^        'j        '\  ~    ' 

Dans  une  seconde  experience,  on  ajoute  ar,  la  resistance  p  dont  le 
coefficient  d'induction  est  negligeable,  et  on  modifie  r,  de  maniere  a 
retablir  Tequilibre  sans  changer  Tj  et  r^,  puis  on  choisit  cDnvenable- 
ment  A';  on  a  alors 

/•i  -i-  p  _  rt  L-h  A'M  _  Lj  __  ]L4       L4 

r'^      ~"  /\'  /i  -H  p         ~i        r'z        /\ 

A'=n-  —  -h  —  -^-T — ^• 
r^       '\       A 

Comme  -r  ne  differe  pasde  — >  le  cote  3  6tant  forme  par  la  par- 
tie  III  de  la  boite,  une  simple  soustraction  donne 

L^kM      L4-^M 

=  o, 

f'i  /'i  4-  p 

d'oii 

L-+-MrA4-(A-A')^|rrO. 

Deux  experiences  d^terminent  alors  le  rapport  ^• 
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1000 
1000 


Tableau  XI  (appareil  C). 
r4,n.         r3,m.  A.  k\ 

loooo         3785  394,5  ifr  0,5        4,594=^:0,004 

1000  379,6        5i8,a±:o,5        4,66^=to,oo4 


L 
M* 

4.660  rhOjOoS 

4.661  =i=o,oo3 


Les  valeurs  de  ky  introduites  ici,  sont  les  moyennes  du  n^  61,  ta- 
bleau IX. 

67.  Une  autre  resistance  p'  a  ete  construite  avec  5™  du  meme  fil  de 
maillechort,  double,  enroule  sur  une  petite  bobine  et  bien  paraffine. 
Elle  a  d*abord  ete  comparee  seule  a  la  boite  d'Elliort,  on  a  trouv6 
ainsi : 


Tableau  XII. 

D^rUtlon 

VUeM« 

n. 

r„I. 

r3,ni. 

r,M. 

pour 
r*Ut  farltble. 

da 
commnlatenr. 

?• 

1000 

591,7 

1000 

<   0,1 

Tr68  grande. 

A 

10000 

591,7 

1 0000 

<0,I 

Id. 

l> 

1000 

592a 

10000 

2,8  k  3,0 

Ordinaire. 

» 

100 

5920 

1000 

<-o,i 

Trds  grande. 

Comme  on  devait  le  prevoir,  d'apres  sa  forme  et  ses  dimensions, 
cette  bobine  a  la  meme  influence  que  la  boite  III  sur  Tetat  variable. 
La  bobine  de  loooo  ohms  est  toujours  la  seule  importante.  Cette  resis- 
tance, employee  comme  la  resistance  p,  a  donne  les  resultats  sui- 
vants : 

TABLRiU  Xin  (appareil  C) 


r„I. 

r*,  n. 

ra,  m. 

A. 

k. 

L 

1000 

10000 

7087,3 

497, 1  =t  0,5 

4,537  ±0,005 

4,66o±o,oo5 

1000 

1 0000 

7089 

496,6  ±0,5 

4,541  ±0,004 

4,66o±o,oo5 

1000 

lOOO 

707 

642 

4,661 

4.661 

1000 

1000 

707,3 

64i,7±o,5 

4,661  ±0,002 

4,661  ±0,002 

1000 

10000 

7065 

496,2  ±0,5 

4,543  ±0,004 

4,659  ±o,oo5 

68.  Enfin  j'ai  encore  essaye  une  troisi^me  bobine  p"  a  deux  fils  dc 
cuivre  (n**  59,  note). 
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Tableau  XIV.  —  Comparaison  avec  la  bntte  EUioii, 


n. 

r„l. 

/•3,m. 

r„n. 

D^Tiatlon. 

TItefM  dn 

?' 

lOOOO 

175 

lOOOO 

0,0 

Tr^s  grande 

» 

lOOO 

175 

1000 

-f-  0,1  a  0,9. 

Ordinaire. 

» 

lOO 

1760,7 

1000 

-f-  0,5  k  0,7 

Id. 

Sans  etre  absolumentnegligeable,  Teffet  est  encore  petit.  Employee 
comme  les  deux  precedentes,  cette  bobine  donne  les  resultats  sui- 
vants : 

Tableau  XV  (appareil  C). 
r,,I.        r^jH.         r3,ni.  k\  A. 


L 


1000        loooo        a9i3,4        368,5=bo,5        4,6o4ifco,oo5        4,664dto,oo5 
1000         loooo        2911  368,odio,3        4>6o8zt:o,oo3        4>66i  ±0,004 

1000         1000         291  484,5  4,664  4,663 

Les  valeurs  obtenues  pour  ^^  sont  peu  differentes  de  celles  des  Ta- 
bleaux XI  et  X1II»  mais  ont  une  tendance  marquee  vers  une  valeurplus 
grande. 

69.  De  la  comparaison  des  nombres  des  tableaux  XI,  XIII  et  XY,  il 

resulte  que  la  valeur  du  rapport  j^  pour  Tappareil  C  est  4>66o.  La 

concordance  des  nombres  indique  une  erreur  probable  inferieure  a  j^. 
La  somme  de  toutes  les  erreurs  possibles  evaluees  par  exces  atteint  au 
plus  j^.  Ce  nombre  est  precisement  celui  que  donnent  toutes  les 
experiences  oil  une  bobine  de  loooo  ohms  n'entre  pas  (n*'  61).  tine 
seule  experience  suffit  done  dans  ce  cas. 

Ge  nombre  se  rapporte  aux  deux  bobines  dont  les  dimensions  sont 
connues  (42),  lorsqu*elles  sont  centrees.  On  pent  done  le  comparer  a  la 
valeur  theorique.  J'ai  fait  le  calcul  par  la  formule  (Maxwell,  t.  II, 
p.  282) 

*i  

e=  o,5oo 4-0, 0025  -h  o,ooo5  ^. .  .H ^-j^ -^ 
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qui  Uent  comple  des  extremites  de  la  bobiae,  mais  ia  suppose  reduite 

a  uneseule  couche  sans  epaisseur. 

J'ai  trouve  ainsi 

L  =  2,273.  lo^C.G.S. 

Or,  on  a  trouve  (42) 

M  —  4»79-io^C.G.S. 

Le  rapport  est  done  theoriquement 

L       22,73 
M        4  J  79 

valeur  trfes  superieure  a  4>66o  que  donne  rexperience. 

Pour  obteuir  la  concordaneef  il  faudrait  done  tenir  compte  dans  le 
calcul : 

i*^  De  I'epaisseur  des  qualre  couches  de  fil; 

2^  De  ce  que  les  fils  conducteurs  sont  separes  les  uns  des  autres. 

II  est  facile  de  reconnailre  que  cette  influence  est  tres  petite  sur  M, 
mais  importante  pour  L ;  elle  a  pour  effet  une  diminution  du  coefficient 
de  self-induction,  puisqu*elle  eloigne  les  parties  agissantes.  Elle  tend 
done  a  rapprocher  la  valeur  theorique  de  la  valeur  observee. 


CHAPITRE  V. 

COMPARAISON  DE  DEUX  COEFnCIENTS  DE  SELF-INDUCTION. 


70.  Je  ne  dirai  que  pen  de  mots  de  cette  methode.  Je  I'ai  etudiee 
dans  un  seul  cas,  oil  les  lois  de  la  similitude  des  bobines  permettaienl 
de  prevoir  a  tres  pen  pres  les  resistances  a  donner  aux  quatre  coles  du 
pont  pour  obtenir  a  la  fois  Tequilibre  pendant  Tetat  permanent  et 
pendant  Tetat  variable.  C'est  done  la  methode  meme  indiquee  par 
Maxwell^  iaquelle  ne  separe  pas  les  deux  reglages. 

Jnn,  de  I'te,  AormaU.  a*  Seiie.  Tome  XI.  —  D^cembre  1882.  ->i 
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Cette  methode  exige  deux  boites  de  resistances  a  division  continue 
et  sans  induclion  propre.  C'est  pour  ces  experiences  que  h  boile 
d'EUiott  (n**  SSg),  qui  m'a  ete  prelee  par  le  laboratoire  de  la  Sor- 
bonne,  elait  indispensable.  J*ai  admis  que  son  coefficient  d*induc- 
tion  propre  etait  negligeable,  ces  experiences  ayant  ete  faites  avant 
les  dernieres  du  Chapitre  IV.  Quand  j'ai  eu  trouve  le  moyen  de  faire 
relimination,  j*avais  deja  rendu  cette  boile,  et,  d'ailleurs,  les  cir- 
constances  ne  me  laissaient  pas  le  temps  de  recommencer  ces  expe- 
riences. 

Les  donnees  de  construction  fouruies  par  MM.  Elliott  sont  les  sui- 
vantes  : 

Nalure  de  Talliage  :  maillechort. 

Resistances  en  ohms i 

Diam^lre  du  Gl  en  millimetres. . .       i  ;2i9 
Longueur  du  fit  en  metres i^ao 

Le  fil  est  ploye  en  double,  mais  sa  longueur  est  plus  grande  que  dans 
la  boite  du  College  de  France,  et  les  bobines  sont  de  dimensions  beau- 
coup  plus  considerables.  11  est  tres  possible  que  TinQuence  de  la  bobine 
de  looo  obms  sur  la  periode  variable  ne  soit  pas  negligeable;  mais,  en 
tout  cas,  elle  est  f'aible. 

71 .  J*ai  fait  construire  cbez  M.  Carpentier  les  bobines  suivantes  : 


lo 

100 

1000 

0,66 

0,406 

0,228 

0,97 

40,23 

>'^9,«9 

IMib  du  HI. 

K P 

P P 

7 8/> 


Diamiiro 

do  01 

en  mlllimeire* 

0,25 

o>5o 
o,5o 


Diamilr0 

extnrieur  de 

la  bublne 

eo  cenUmilres. 

5 

5 

10 


Uiamilre  Lon^eur 

int^rieur  de  de  It 

la  bobine  bobine 

en  centimetres.  en  cenlinidlres. 


2 

4 


5 
5 

10 


II  est  facile  de  demontrer  que,  dans  des  bobines  de  meme  metal  et 
dfi  forme  exterieureidentique,  le  rapport  -  est  constant,  quel  que  soit 
le  diametre  du  fil.  Dans  des  bobines  de  forme  exterieure  semblable,  le 
rapport  -  varie  comme  le  carre  du  coefficient  de  similitude. 

Ce  sont  ces  propositions  que  j*ai  voulu  verifier. 
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Tableau  XVI.  —  Comparalson  de  a,  6. 
n.  rj.  raini).  r,  (11).  J'?-. 

P -f- ff  a  700,0  loooo  0,0700 

p -f- s'  a  70,0  1000  0,070 


Tableau  XVH.  —  Comparalson  de  a,  7. 
n.  rj.  r3(IIl).        n(I,ll).  -1 


/        a  ao3,8o  100  a,o38 

1         a 


7  augment^  d'environ  ^58  ohms  |        a  8 1 5 , 5  400  a , 089 

delaboUe339.  i        a  2089,3  1000  a, 0893 

V         a  {076,0  .    20c o  2,o38 

L*accord  de  ces  differents  nombres,  quand  on  change  le  rapport  de 
r^  ar^j,  est  tres  bon,  et  montre  bien  la  precision  des  experiences. 

72,  Une  mesure  directe  a  donne,  pour  le  rapport  des  resistances  de  a 
et  ]3  sans  fil  additionnel, 


On  a  done 


--?  =:  0,068 1 5. 


L3     L«        700 

r^      /•«        68 1,0  ' 


au  lieu  de  i  ,ooo.  Pour  a  et  7,  on  a  eu 


I 


d'oii 

~  :  —  =  2,039  X  2,oi4  =  4>io6, 

au  lieu  de  4»ooo.  Mais,  de  ces  deux  mesures,  nous  pouvons  deduire  la 
comparaison  des  deux  bobines  /3,  y  qui  sont  construites  avec  le  meme 
fil  de  o"",5o  de  diametre,  et  nous  trouvons 


/•^   •  rp  ^  1,027 


3,998, 


c*est-a-dire  exactement  4-  La  verification  de  cette  deuxieme  proposition 
est  done  excellente. 
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Plusieurs  causes  rendent  la  premiere  proposition  plus  difficile  a 
verifier  :  d'abord,  la  difference  de  diametre  du  fil  de  cuivre  qui  rend 
trespeu  probable  Tidenlite  de  la  matiere,  el,  par  suite,  de  sa  conduc- 
tibilite  specifique;  puis,  la  difficulte  de  satisfaire  aux  conditio s  de 
similitude  pour  Tepaisseur  de  Tisolant. 

Une  verification  plus  rigoureuse  exigerait  que  les  bobines  soient 
construites  avec  tons  les  soins  que  Ton  donne  aux  bobines  etalons,  et 
que  Ton  determine  directement,  pourchaque  fil  employe,  sa  resistance 
specifique. 

Les  deux  propositions  s'appliquent,  en  effet,  a  ce  qu'on  peut  appeler 
la  resistance  geometrique  du  fil. 


CHAPITRE  VL 

INFLUENCE  DE  LA  CAPACITY. 


73.  Dansce  qui  precede,  nous  avons  laisse  de  cote  toute  infiuence 
de  la  capacite  des  fits,  supposant,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
que  cette  influence  est  absolument  n^gligeable  dans  les  circuits  fermes. 
C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner.  Pour  cela,  nous  admettrons  la  pro- 
porlionnalite  du  flux  d'electricit6  stalique  et  de  Tintensite  electroma- 
gnetique  integrate,  sans  nous  arreter  aux  difficultes  generates  qui 
peuvent  en  resulter,  car  eltes  sont  sans  influence  sensible  dans  le  cas 
qui  nous  occupe  (n**  8). 

Lorsqu'un  point  d'un  des  f^ls  communique  avec  une  armature  d'une 
capacite,  it  faut  regarder  ce  point  comme  un  sommet  dans  les  equa*> 
lions  II  (n^  15).  La  premiere  equation  s'applique  encore  pourvu  que 
Ton  compte  parmi  les  fits  qui  aboutissent  au  sommet  considere  celui 
qui  (e  reunit  a  la  capacite  (n*'  8).  Nous  admettrons  que  la  seconde 
equation  s'applique  encore,  a  condition  de  s6parer  cbaque  fil  en  au* 
lant  de  tron(jbns  que  Texigent  les  nouveaux  sommels. 
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74.  On  obtient  Teffet  total  en  superposant  aux  quantit^s  d'elec- 
tricite  calculees  sans  tenir  compte  des  capacites,  dans  chaque  fil  ou 
troncon  de  fil,  les  quantites  d'electricil^  provenant  de  la  charge  des 
capacites.  Ces  dernieres  quantites  se  partagent  en  raison  des  resis- 
tances seules.  Considerons,  en  effet,  les  equations  completes,  telles 
qu*elles  r^sultent  du  numero  precedent : 

ISommets  anciens 2  ^  —  o, 
»         nouveaux  ou  modifies .     2  ^  =  Q, 
Circuits  ferm^s S(r<7-hL  A£-hM  Al-f-. . .)  =  o, 

Q  designant  le  changement  total  de  la  charge  de  chaque  capacite. 

Regardons  chaque  quantite  q  comnie  la  somme  de  deux  autres  q^  et 
qft  dontTune,  ^%  est  determinee  par  les  phenombnes  d*induction  seuls; 
celle-ci  satisfait  aux  equations  suivantes  : 

Sommets  anciens  et  nouveaux.     2  7'=  o, 


(2)    . 

j  Circuits  ferm^s S(r7'-+-L  A/-hM  AI4-. . .)  =0 

Les  quantites  q%  determinees  par  difference,  satisfont  aux  equa- 
tions suivantes : 


(3) 


Sommets  anciens s  q"=.  o, 

»         nouveaux  ou  modifies 2  7'=  Q, 

Circuits  ferm^s ^{rq")  =  o. 


Elles  ne  dependent  done  que  des  capacites  et  des  resistances. 

D'ailleurs,  les  capacites  ne  changentrien  aux  intensites  iniliales  et 
finales,  et  le  systeme  (2)  est  identique  au  systeme  directement  obtenu 
par  Tinduction  seule.  On  peut  le  montrer  facilement  au  moyen  des 
Equations  des  sommets  nouveaux  et  des  loisd'addition  des  coefficients 
d'induction.  II  est  presque  evident  que  les  Equations  definitives  de 
rinduction  ne  peuvent  etre  modifiees,  parce  que  Ton  traite  comme  un 
sommet  un  point  quelconque  de  Tun  des  fils;  et  c'est  a  cela  que  se 
r^duit  la  difference  entre  les  equations  (2)  et  les  equations  directes. 

75.  Comparaison  des  coefficients  d' induction  mutuelle.  —  Pour  se 
rendre  compte  de  Tinfluence  possible  de  la  capacite  des  fils,  on  peut 
simplifier  le  probleme  en  supposant  cette  capacite  concentree  en  cer- 
tains points,  et  traitant  le  reste  comme  depourvu  de  capacite. 
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i^  Une  capacite  en  derivation  sur  le  circuit  inducteur  ne  change  pas 
rintensite  finale  I  du  courant  qui  le  pareourt.  Son  eflet  total  estrone 
nul,  quand  on  emploie  un  galvanometre  bien  regie  (n*^ 37-38). 

2®  Une  capacite  en  derivation  sur  le  circuit  induit  ne  change  ni 
Telat  initial,  ni  Tetat  final;  comme  ses  deux  armatures  sont  au  meme 
poteutiel,  leur  charge  estnulle.  L'intensite  integrate,  departetd'autre 
du  point  d'attache,  est  done  la  meme,  et  rien  ne  distingue  ce  point 
d'un  autre  quelconque  du  reste  du  fil.  L'effet  total  est  nul. 

3®  Une  capacite  dont  une  armature  A  communique  avec  le  circuit 
inducteur,  Tautre  A'  avec  le  circuit  induit,  ne  change  pas  Tintensite 
permanente  I  dans  le  circuit  inducteur. 

Si  lesdeux  circuits  sont  dislincts  et  isoles  Tun  de  I'autre,  le  circu" 
induit  est  eleve  tout  entier,  sans  aucune  charge,  au  potentiel  final  V 
de  Tarmature  qui  communique  avec  le  circuit  inducteur.  Rien  n'est 
done  modifie  dans  les  equations  de  Tinduction  totale. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  meme  si  les  deux  circuits  communiquent  par 
un  point  B.  Alors  tout  le  circuit  induit  est,  a  la  fin  de  la  periode  va- 
riable, au  potentiel  Vedu  point  B  dansle  circuit  inducteur.  Une  quan- 
tite  d'electricite  —  C(V;^  — V„)  est  transportee  de  Tarmature  A  a  celle 
A',  en  passant  par  le  point  B,  et  se  partageant  entre  les  fils  du  circuit 
induit  suivant  leurs  resistances. 

Deux  capacites  en  deux  points  difi*erents  des  circuits  inducteur  et 
induit  produisent  un  efl^et  analogue  (*). 

(<}  Void  les  r^ullals  du  calcul  pour  la  m^thode  de  Maxwell  (n""  M^fig-  i)  : 
i"  Les  deux  capacites  sont  sur  le  mSme  fil  (2);  soit  p  la  r^istance  qui  les  s^pare.  En 
appelant  V,  V  les  potentiels  des  armatures  de  C  et  C  qui  communiquent  avec  le  circuit 
inducteur,  les  Rations  (3)  du  n""  7i  donnent  facilement  la  quantity  d'41ectricite  q'  qu'il 
faut  ajouter  ^  celle  qui  traverse  d^ja  le  galvanometre  par  suite  de  Tinduction  : 

«"=  J^(V'-V) ^-^ 

a**  Les  deux  capacites  Ci,  C2  sont  sur  les  fils  i,  2.  D6signons  par  pi,  pi  les  resistances  qui 
les  s^parent  du  m6me  point  d'atlache  au  galvanometre,  et  par  Vi,  Vi  les  potentiels  des 
armatures  qui  sont  li^s  au  circuit  inducteur;  on  trouvera  de  mSme  pour  la  quantity  q' : 

„"  =,    ^'^*     (V  —  V  ^       ^''  ^^ "  ^'  P' 

^        Ci  +  Ca  ^    *         ''^(/*iH-/-i)-Hr,r,' 

Dans  ce  second  cas,  le  terme  n  pt  —  ^tpi  permet  une  compensation  des  deux  capacites. 
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76.  Si  line  seute  des  deux  paires  de  bobines  a  une  capacite  notable, 
il  faut,  pour  que  la  methode  soil  rigoureuse,  que  les  deux  circuits 
soienl  parfaitement  isoles. 

Si  les  deux  paires  de  bobines  avaient  une  capacite  notable,  il  faudrait 
regler  les  resistances  de  rnaniere  a  obtenir  une  compensation. 

La  capacite  ne  pent  etre  notable  que  si  uo  des  appareils  est  forme 
de  deux  bobines  emboitees  Tune  dans  Tautre.  II  faut  done  que  Tappa- 
reil  etalon  soit  forme  de  deux  parties  eloignees  Tune  de  I'autre;  cette 
condition  doit  etre  imposee,  pour  cette  cause,  aux  reproductions  de 
Tappareil  etalon,  comme  elle  est  imposee  a  eel  appareil  lui-meme  pour 
la  simplicite  du  calcul  tbeorique. 

77.  Comparaison  des  coefficients  de  self-induction,  —  Le  circuit  in- 
duit  n'est  plus  different  du  circuit  inducteur;  les  circonstances  dans 
lesquelles  la  capacite  des  fils  a  une  influence  en  sont  modifiees.  Occu- 
pons-nous  d*abord  de  la  comparaison  d*un  coetlicient  d'induction  mu- 
tuelle  a  un  coeQicient  de  self-induction.  Dans  ce  cas,  la  capacite  dela 
pairede  bobines  unique  pent  modifier  les  resultats.  Supposons  qu'elle 
se  reduise  a  un  condensaleur  dont  une  armature  est  liee  a  un  point  du 
circuit  dela  pile,  et  I'autre  a  un  point  du  cote  i  du  ^onlfjig.  3)(n^21). 
Soient  p  et  p^  les  resistances  qui  separent  ces  points  du  sommet  A. 
Lorsque  le  pont  est  regie  pour  Telat  permanent,  la  quanlite  d'electri- 
cite,  due  a  la  capacite,  qui  traverse  le  galvanoinetre,  outre  celle  due 
a  rinduction,  se  calcule  facilement,  grace  a  la  remarque  du  n*^  74.  Sa 
valeur  est 

et,  d'apres  la  valeur  de  I  en  fonction  de  i<  (n*^  21 ), 

„__         /fPiC(p,-hAp)f\ 

^       ^('•i-+-'-i)-f-^i(^2-H^*)' 
avec 

'\       f\      A 
ou  enfin,  d'apres  la  valeur  de  i,  en  fonction  de  J  (n*"  45), 
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Or  la  parlie  principale  de  la  quantile  q'  due  a  Tiaduction  est    n""  49) 


78.  Le  rapport  de  q'  a  q"  est  de  Tordre  du  rapport  de  la  parentb^se 
*"^  '     a  Cp,.  Si  Ton  connait  k  a  -^  pres,  et  que  -soit,  commedans 

les  experiences  (n*^*  42,  43),  egal  k  o,ooo5  environ,  le  terme  -^—^ 

est  de  I'ordre  de  o,  aS  x  lo""*.  La  resistance  p,  etant  environ  la  moitie 
de  r,,  ou  5o  ohms,  pour  que  la  capacite  ne  produise  aucune  erreur,  il 
faut  que,  exprimee  en  microfarads,  elle  satisfasse  a  I'inegalite 

C  X  10-**  X  5o  X  io'<o,25  lo'S 

ou 

C  <  o,oo5  microfarad. 

Or,  la  capacite  mutuelle  de  ces  deux  bobinesC,  traitees  comme  un 
condensateur  cylindrique,  pent  etre  cvaluee,  d'aprfes  leurs  dimensions 
(n**  42).  Elle  est  environ  o,6x  io"**C.G.S;  c'est-a-dire  o, 00006  mi- 
crofarad. Avec  cet  ecart  considerable  des  deux  bobines  (o",oa5),  leur 
capacite  mutuelle  est  negligeable. 

Pour  Tappareil  A,  dont  la  resistance  est  dix  fois  plus  grande,  et  dont 
les  bobines  ne  sont  separees  que  par  un  demi-centimetre  d'epaisseur, 
je  n'oserais  pas  affirmer  que  ia  capacite  serait  encore  negligeable. 

79.  Lorsque  le  circuit  induit  est  different  du  circuit  inducteur,  une 
capacite  placee  sur  Tun  des  fils  en  derivation  n'avait  aucune  influence; 
il  n*en  est  plusde  meme  lorsque  Tintensite  finale  differe  de  I'intensite 
initiale. 

Considerons  un  fil  AB  [fig.  8),  qui  fait  partie.d'un  circuit  ferme, 

Fig.  8. 

c 


ci      f     7      %      3^ 


et  entre  les  deux  points  a,  h  duquel  est  une  capacite  C  en  deriva 
tion. 
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Daus  Tequalion  du  circuit  forme  dont  il  (iiit  parlie,  j'ecris  seuleinent 
les  termesqui  se  rapportent  au  fil  AB,  le  resle  n'etant  pas  altere  par  la 
capacile  C(n**  74), 

( H  -  /• )  0  -t-  /vy  -h  L  A/  -h . . .  -h  ( . . . )  ^=  o. 

R  est  la  resistance  tolale  du  fil ;  r  la  resistance  de  la  parlie  ah\  Q  —  y  est 
la  quantite  d'electricite  necessaire  pour  modifier  la  charge  de  la  capacile 

Q  — ^  — CrA/. 

L'equalion  du  circuit  ferme  est  done 

R0-H(L-Cr«)A/4-...-h(...)  =  o. 

La  forme  de  Tequalion  du  circuit  ferme  n'est  done  pas  changee;  il 
suffit  de  relrancher  du  coefficient  de  self-induclion  le  produit  de  la 
capacile  par  le  carre  de  la  resistance  qui  separe  ses  armatures. 

80.  Une  experience  montrera  Timportance  de  cetle  influence. 

On  a  Irouve  (n®  71),  pour  le  rapport  -^^  la  valeur  0,0700.  On  a  re- 

fait  la  mesure  en  meltant  en  derivalion  sur  la  bobine  a  une  capacile 
de  0,75  microfarad. 

ratlll).  r,[\\),  T^.' 

^ -4- I -h  4  3c  7^9,5  loooo  0,0759 

Cetle  capacile  suffil  a  accroilre  la  rapport  de  pres  de  77. 
De  la  comparaison  des  deux  experiences,  on  pent  deduire  grossiere- 
mentla  valeur  absolued^cescoefficienls  d'induclion,  La,  Lp;  on  trouve 

ainsi 

L^=  1 ,9.10'^,    L«=  2,7.10*  C.G.S. 

81.  Lorsqu'unfil  est  ployeen  double,  les  parties  voisinessonl  a  des 
potcnliels  Ires  difl*erenls;  leur  capacile,  quoique  faible,  pent  avoir  une 
influence  notable. 

Supposons  que  deux  fils  AA',  BB',  d'egale  longueur  /  [fig.  9).  soient 
tendus  parallelement,  el  communiquent  par  les  points  A,  B  avec  le 

Ann,  de  Vke,  Normale,  3«  Serie.  Tome  XI.—  D^cbmbre  i88a.  5a 
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reste  du  circuit;  les  points  A',  B'  sont  reunis  soit  directement,  soit 
par  un  fil  de  grande  resistance  R,,  dont  le  coefficient  d'induction  et  la 
capacite  sont  negligeables. 

Fig-  9- 

■XU a^ ( &L^ ^ 


fJB 


3 


M 


Comptons  les  arcs  a  parlir  des  points  A  et  B.  La  capacite  mutuelle 
est  uniforme;  je  designe  par  c  sa  valeur  rapportee  a  Tunite  de  lon- 
gueur; la  capacite  mutuelle  totale  Cest  egale  a  cl.  La  resistance  des  fils 
par  unile  de  longueur  est  r;  la  resistance  totale  R  des  deux  fils  AA', 
BB'  est  egale  a  2rL 

La  quantited'etectricite  qui  traverse,  en  sens  inverse,  deux  sections 
coniigues  des  fils  AA',  BB',  est  evideniment  la  meme  q,;  et  les  termes 
relatifs  au  fil  AA'B'B,  dans  Tequation  d'un  circuit  ferme  dont  il  fait 
partie,  sont  (n"  74) 

(I)  BiQ, -t-/     2  Z^,  ^5 -h  L  Ai -h 

^  0 

L'equation  de  la  capacite  donne,  pour  un  element  de  longueur  ds, 

=^"  =  cA/(R,  4-R-2/-5), 

d'oii 

<7,  :zz  Q  -  c  A/ [(Hi  4-  R  )5  —  rs'], 

el 

Cette  valeur,  porlee  dans  Texpression  (i),  lui  donne,  apres  quelques 
transformalions,  la  forme  suivante  : 

(^)  (R,4-R)Q-f-Ai[L-C(R;4-R|R4-iR*)]4-.... 

Cest  la  forme  qu'elle  aurait  si  le  fil,  denue  de  capacite,  avait  pour 
coefficient  d'iuduclion 

l-C(r;4.r,r-+-ir*)^l-c[r,(r,4-U)4-'r*]. 
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Le  fil  etant  ploye  en  double,  L  est  pelit,  et,  si  R  est  tres  grand,  l*in- 
Quence  de  la  capacite  pent  etre  notable  ou  meme  considerable. 

82.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  ou  le  fil  est  tout  simplement 
ploye  en  double rR|  est  nul.  Dans  les  equations  des  n*^*  19,  21,  22, 

46-49,  62,  66,  a  la  place  des  rapports  ^>  il  faut  introduire  des 
termes  (- ^  j  un  pen  moins  simples,  mais  qui  forraentun  tout  inse- 
parable. La  methode  d'elimination  du  n*^  66  est  done  toujours  exacte, 
et  la  comparaison  des  deux  valours  de  k  (n*^  61 )  nous  permet  une 

evaluation  du  terme  [-  — ^  j  pour  la  bobine  de  loooo  ohms  de  la 

boite  Elliott  (n^  434)»  qui  a  seule  une  influence  notable. 
Experience  avec  la  bobine  de  loooo  ohms  : 


L,-h^M 


(^n=°- 


Experience  sans  cette  bobine  : 

Li  H-  A-Q  M 

De  la,  on  tire 


(i_-)=_„._.,(_^), 


et  Ton  doit  remarquer  que,  L|  et ^o  ^t^nt  positifs,  (—  M)  est  une  quan- 
tite  positive. 
Or,  les  experiences  ont  toujours  donne  k^  superieur  a  *  (n^  61 ) : 

Appareil  B A:o=23,3i     A:=:  28,20, 

Appareil  C A-o=4>66o    Ar=r  4>64o. 

L        Cr 
Done 5-  e%lnegatif^  et  Tinfluence  de  la  bobine  de  10  000  ohms 

est  due,  non  a  son  coefficient  d'induction,  mais  a  sa  capacite. 

83.  Cesigne  n*est  pasdouteux;  on  en  verra  d'ailleurs  plus  loin  la 
confirmation.  Mais  voyons  des  maintenant  quelques  consequences 
numeriques  de  ce  resultat  inattendu. 
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On  :i  : 

—  M  =  4,8.io'C.ri.S.     (n»42), 


^PP'^'^'^'' >        ,,^,o8..o.C.r..S.     (n«W). 

Done 

/I       r,.\ 

-   o ,  ooo  oo  89. 


(',-n 


Les  experiences  faites,sur  Tappareil  B  (n'**82,  43,  39)  fournissent, 
pour  la  meme  qiiantite,  la  valeur  —  0,0000073,  qui,  a  cause  de  la  pe- 
titesse  des  differences  k^  —  k,  est  identique  a  la  precedente.  Adoptons, 
pour  les  calculs  suivan(s>  la  valeur  inlermediaire  —  0,8.  lo"*. 

Nous  pouvons  en  lirer  une  valeur  de  C,  en  supposant  que  -  soil 
negligeable,  et  voir  si  elle  est  compatible  avec  les  diniensions  du  fil 
employe  (n**  54). 

On  irouve  ainsi  o,oo3  microfarad  pour  la  capacite  mutuelle  des  deux 
moilies  du  fil  considerees  comme  armalures  d*un  condensaleur.  Cher- 
chons  quelle  epaisseur,  e,  il  faudrait  laisser  entre  une  moitie  du  fil  el 
uneenveloppe  cylindrique  concentrique  pour  avoir  la  meme  capacite  : 

Longueur  du  fil 10740**^ 

Diametre  du  fil o^"*,oo6    (n°  54.). 

L'equalion  de  condition  est,  en  unites  electrostaliques  C.G.S., 

10740  ^    ,      0,006  „  ,j  ,- 

— ^- —  3,  i4  X  —  o,oo3  X  io-**x  0  X  10'®, 

2  e 

d'oii  Ton  lire 

e=:o*'"*,o37, 

c'est-a-dire^ode  millimetre  pour  uneenveloppe  cylindrique  complete. 
La  valeur  numerique  elle-meme  est  done  en  parfait  accord  avec  les 
dimensions  du  fil  ploye  en  double. 

Si  Ton  calcule  le  coefficient  de  self-induction  pour  ce  fil  ploye  en 
deux  moilies,  dont  la  distance  est  o^^yOl\^  et  tendu  en  ligne  droite,  on 
trouve  environ  (n*"  64) 

10740  |^iog4(^j^^  j  "^  2]  "^  '^^^^  ^  ^'7  '^ ^'^-  '"^"'^ 
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et,  potr  -»  environ 


4-o,6.io  M].r,.S., 


c'est-a-dire  une  valeur  absolument   negligeable  en   comparaison  de 
I'influence  reelle  de  cette  bobine,  —  io~*. 

84.  Pour  controler  le  signe,  j'ai  encore  fait  les  observations  sui- 
vanles  :  Le  pont  forme  par  la  boite  d'Elliott  seule  (n''43/i)  est  regie 
avec  le  plus  grand  soin  pour  Tetat  permanent.  On  met  rinlerrupteur 
en  mouvement,  et  Ton  observe  la  deviation  moyenne  (n°  63).  Toutes 
les  bobines  autres  que  la  bobine  de  loooo  ohms  etant  sans  in- 
fluence (n*'*62,  63),  Ja  quantite  d'electricite  qui  traverse  le  galvano- 
melre  (courant  induit  de  fermeture)  est  liee  au  coefficient  d'induclion 
de  cette  bobine  par  la  formule 


x^  ''i^*  w  /L       C/*\       ,      „„ 

-7  =  -n-VJ(7-tI    '"°^^^- 


On  arrete  Tinterrupteur  et  on  deregle  le  pont;  la  deviation  du  galva- 
nometre  est  liee  aux  resistances  par  la  formule 


>-^-D--'(^-')     ^"'^'^ 


Dans  deux  experiences,  on  a  deregle  la  resistance  r,  seule,  et  Ton  a 
Irouve  : 


r. 

y. 

/L       C; 
[r         3 

2,3 

—    II 

I   -HO,OOI 

—  o,ooi 

<  o 

i,^ 

-   io5 

I  -+-o,oi 

—  o,oi 

<    0 

85.  La  Ijobine  a  deux  fils  de  cuivre  J  (n*^  59,  Note)  a  ete  essayee  de 
la  meme  maniere;  elle  etait  placee  sur  le  c6t6  3  du  pont,  et  les  autres 
cotes  formes  par  la  boite  d'Elliott  (n^  434)  sans  intervention  des  bo- 
bines de  loooo  ohms.  La  deviation  pendant  Tetat  variable  est  liee  an 
coefficient  d^induction  par  la  formule 


'^tt^'-t),  <"'^)- 
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On  a  Irouve  : 

q- 

J' 

'A 

-  0,6 

—     la 

1 

I  H -- 

'749 

—  o,a 

-     87 

I 

-0,4 

-   106 

'".75 

1750 

I 
T76 


<   o 


<   o 


C'est  encore  la  capacite  de  cette  bobine  qui  influe,  et  non  le  coeffi- 
cient dUnduciion. 

Celapeut  memeetre  etabliparuDeexperiencedirecte^sansdiscussion. 
Laissons  de  cote  les  bobines  de  loooo.ohms,  qui,  seules,  ont  une  in- 
fluence sensible,  et  equilibrons  le  pont  avec  la  bobine  $  a  deux  fils  de 
cuivre  sur  le  c6te  i.  L'equilibre  permanent  etant  atteint,  mettons  Tin- 
terrupteur  en  mouvementi  nous  constatons  une  deviation  -h  o^'^'^S-j 
elle  est  due  a  la  bobine  d  seule. 

Mettons  ensuite  en  derivation  sur  cette  meme  bobine  $  une  capacite 
deo,i  microfarad,  la  deviation  devient  4-  6,5  quand  I'interrupteur  est 
mis  en  mouvement;  elle  est  de  meme  signe  que  celle  due  k  la  bobine  S 
seule. 

Enlevons  la  capacite  et  reunissons  les  deux  fils  de  la  bobine  S  bout 
a  bout,  de  maniere*a  rendre  Tinduction  predominante;  Timage  sort  de 
I'echelle,  du  cdte  nSgaiif. 

Done,  quand  le  fil  est  double,  Teffet  produit  est  de  signe  contraire  a 
celui  que  produit  un  coefficient  d*induclion,  de  meme  signe  que  celui 
qui  est  du  a  une  capacite  en  derivation.  Aucun  doute  ne  pent  subsister 
aprfes  cette  experience. 

86.  Tout  etant  dispose  comme  dans  la  derniere  experience  ^ecrite,  el 
le  fil  de  la  bobine  $  ^tant  double,  Tequilibre  permanent  est  obtenu 
avec  les  resistances  suivantes  : 

ri.  r,  (I).  r,  (ra).  r,  (U). 

0  1000  "76,5  1000 

Quand  on  prend,  pour  r',,  175,5  ohms,  Timage  est  device  de  — 156**^^,5. 
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L*iDtensiteyo>  qui  correspond  a  une  division,  est  donnee  (n'^SS)  par 

-i56,5yo^'I^*  x-^     C.G.S. 
•^  D  170, D 

On  retablit  I'equilibre  permanent  du  pont;  on  place  en  derivation 
sur  5  .des  capaciles  varices;  on  fait  tourner  Tinterrupteur  avec  une  vi- 
tesse  constantCy  et  on  lit  les  deviations  correspondantes  de  Timage  du 
galvanometre. 

Or,  en  tenant  compte  de  toutes  les  circonstances(n*^*53,  79,  81),  on 
a,  pour  la  quanlite  d'electricite  qui  traverse  le  galvanometre  en  une 
seconde, 

en  appelant  C4  la  capacite  mutuelle  des  deux  moities  du  iil  de  la  bo- 
bine  J,  et  C  la  capacite  mise  en  derivation.  Si  q^  correspond  au  cas  ou 
C  est  nul,  on  a 

et  Ton  pent,  par  la  simple  condition  de  proportionnalite,  deduire  de 
chaque  experience  la  deviation  qu'aurait  donne  i  microfarad.  C'est 
ainsi  qu'ont  ete  determines  les  nombresde  la  derniere  colonne;  on  voit 
qu*ils  sont  sensiblement  egaux. 


Tableau  XVUI. 

Capacite  C  en  mlcrofaradtt 

Deviation. 

Effet  calcale  de  i  microfarad 

0,5 

H-  3o,o 

59,0 

0,3 

-h  18,0 

58 ,0 

0,1 

-+-    6,5 

59,0 

0,0 

-t-  0,6 

De  TeiTet  produit  par  un  microfarad  on  deduit,  pour  la  bobine  ^ 
seule, 

-  ti  _j.  ^-d/izr:  ^  X  i\io-'^=.  o,ooioriio-»»C.G.S., 

et,  en  regardant  le  premier  terme  comme  negligeable, 

Ci  — o,o3o  microfarad. 
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Eiifin,  en  comparanty  —  <;'„  ayo*  on  a 


59/0—  4-N      '   *  .1 .10  **.  176,5. 10'    C.G.S., 


et,  d'autre  part, 
(]*ou,  par  division, 


i5b,5  (176,0)='  ' 


ce  qui  csl  preciseinent  le  nombre  de  tours  de  I'interrupteur  en  une 
seconde. 

87.  On  a  recommence  les  memes  experiences,  en  reunissant  I*un  a 
I'autre  les  deux  fils  de  la  bobine  $,  non  plus  directement,  mais  par 
rinlermediaire  de  la  resistance  p  de  260  ohms  (n®  64),  comme  cela  est 
indique  au  n**  81. 

Equilibre  permanent  du  pont : 

/•i.  '•»(!).  n{\\\].  r,[\\), 

^  -h  p  1000  |36  1000 


Deviation  pour  r. 

=  435: 

—  io5«*»%o, 

d'oii 

io5.o  /« 

_.Jr,r,     I 

o-'-nF^T^c.ri.s. 


D      436 


'  L'equilibre  permanent  du  pont  etant  retabli,  quand  on  met  une 
capacite  C  entre  les  sommels  A,  C  {/ig.  2,  n®  19)  en  derivation  sur 
le  cote  I ,  et  qu'on  fait  lourner  I'interrupteur,  on  a 
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Tableau  XIX. 

Capacllfl  C  en  mtcrofarads. 

D^Tiatlon. 

ElTet  calculi  de  1  microfarad. 

0,7 

-h  t63,o 

-+-   240 

0,5 

-*-     I  'lO ,  0 

^  235 

0,3 

-+-     75,0 

-h  23 1 

0,1 

~h     u8,5 

-f    •j'-^.G 

0,0 

^       1,^ 

Les  nombres  de  la  derniere  colonne  sont  encore  pea  differents.  Leur 
comparaison  avec  la  deviation  obtenue  pour  C  =  o  donne 

_  hi  +c,  'J-(iiiil]^ti('J_-lL'  ^  ii^  X  /•..0---C.G.S. 

/',  /i  9.60 

Negligeanl,  comme  au  numero  precedent,  le  premier  lerme,  et  lirant 
C,  de  cette  equation,  on  a 

436.176-1- i(i7(>)»_  '1,5      ^o^,^_t5r  r  ^ 

Li 7-77; =  — 5— X  4j"  10  ^^ i..fi. j>., 

4>H)  200 

ou 

C,  :^  0,029  microfarad, 

c'esl-a-dire  identiquement  la  meme  valeur  qu'au  numero  precedent. 
Nous  en  concluons  : 

i"  Que  le  terme  —  est  bien  reellement  negligeable; 

2^  Que  la  formule  trouvee  au  n®  81  pour  exprimer  Tinfluence  de  la 
capacite  d'un  fil  ploye  en  double  est  exacte. 

On  avait  eu  soin  de  tourner  Tinterrupteur  avec  la  meme  vitesse  que 

dans  rexperienee  du  n®  86.  On  trouve,  en  effet,  par  un  calcul  lout 

semblable, 

Ntz.11,6. 

11  serait  facile  de  s'assurer  aussi  que  le  til  sans  induction  p  a  un  effet 
tres  different  quand  il  est  place  non  plus  entre  les  deux  fils  de  la  ho- 
bine  ^,  mais  en  dehors;  si  Tinduction  exisiait  seule,  la  position  de  ce 
fil  p  serait  indifferenle. 

88.  Je  croisdoncqu'il  esthorsdedouteque,  dans  un  fil  long  ploye  en 
double,  Tinfluence  do  la  capacite  est  predominanlesur  celle  de  Tinduc- 

/4nn,  de  I't.e,  Normafe.  ^»  Serie.  Tome  XI.  —  Delrmbre  i88a.  53 
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lion.  Lc  signe,  Tordre  de  grandeur  de  Tenet  observe  sont  parfailement 
d'accord  pour  justilier  celle  maniere  de  voir. 

Pour  deux  boblnes  de  meme  forme,  Teffet  du  a  rindudion  est 
d'autant  plus  grand  que  le  melal  est  plus  conducleur  et  que  les  dimen- 
sions absolues  sont  plus  grandes.  Si  Teffet  de  Tinduclion  exislail  seul, 
on  ne  eoniprendrait  pas  que  la  bobine  a  deux  fils  de  cuivre,  dont  les 
dimensions  sont  quadruples  de  la  bobine  de  loooo  obms,  et  dont  le  fil 
est  en  cuivre,  ne  produise  qu'un  effet  moindre  (3.io  •  au  lieu  de 
S-io"*"',  n"^*  85,  83),  malgre  une  longueur  de  fil  4o  fois  plusgrande.  Ce 
r^sultat  est,  au  contraire,  naturel  s'il  s'agit  de  la  capacite.  Dans  la 
bobine  de  cuivre,  les  deux  fils  sont  separes  par  une  grande  epaisseur 
de  paraffine.  Pour  des  formes  identiques,  Teffet  produit  par  la  capacite 
est  d'autant  moindre  que  le  metal  est  plus  conducteur;  et  la  diminution 
d'effel  due  u  la  nature  et  a  la  distance  du  fil  pent  bien  compenser  Taug- 
mentation  produite  par  sa  longueur. 

D'une  maniere  generale,  toutes  les  fois  qu'on  allonge  les  fils  dou- 
bles, on  ne  change  pas  le  rapport  ~>  et  on  augmente  le  produit  Cr 

proportionnellement  au  carre  de  la  longueur.  On  finit  done  toujours 
par  le  rendre  predominant.  On  comprend  pourquoi  les  dix  bobines  de 
looo  ohms  n^ont  qu'un  efTet  insensible,  bien  que  la  bobine  de 
loooo  ohms  soit  tres  genante;  pour  chacune  d'elles  le  produit  Crn*est 
environ  que  le  centieme  de  ce  qu'il  vaut  pour  la  bobine  de  loooo  ohms; 
et  pour  elles  toutes,  environ  le  dixieme,  ce  qui  suffit  a  le  rendre 
presque  insensible  (n*^  63). 

Le  procede  tout  indique,  pour  rendre  negligeable  Tinfluence  de  la 
bobine  de  loooo  ohms,  est  done  de  separer  les  107™  du  fil  qui  la  forme 
en  dix  ou  vingt  parties  a  peu  pres  egales;  de  plover  chacune  d'clles  en 
double,  avant  de  Tembobiner,  et,  au  besQin,  d'embobiner  une  partie 
du  fil  sans  la  doubler,  pour  que  son  coefficient  d'induction  neutralise 
une  partie  de  TinQuence  de  sa  capacite. 
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RESUME. 

J'ai  entrepris  Telude  des  melhodes  de  inesure  des  coefficients  d'in- 
duction.  J'ai  etabli  la  theorie  de  ces  melhodes,  dans  le  Chapilre  II, 
apres  avoir  rappele  au  Chapitre  I  les  lois  experimentales  des  courants 
inslanlanes. 

Dans  les  Chapitres  suivants.  III,  IV,  V,  j'ai  etudie  ces  melhodes  en 
detail,  lant  au  point  de  vue  experimental  qu*au  point  de  vue  iheorique. 
J'ai  cherche  les  meilleures  conditions  de  sensibilite  et  de  precision,  el 
j'ai  indique  les  moyens  d'eliminer'les  principales  causes  d'erreur.  J'ai 
reussi  a  obtenir  des  resullats  dont  la  plus  grande  erreur  possible 
n'atteint  pas  75^,  et  qui  concordent,  en  cffet,  a  moins  de  3^,  malgre 
la  variete  des  conditions  experimentales. 

La  comparaison  avec  les  valeurs  absolues  calculees  approximati- 
vement  montre  la  difficulte  du  calcul  iheorique  d'un  coefficient  de  self- 
induction. 

Dans  un  dernier  Chapilre,  j'ai  examine  Tinfluence  possible  de  la 
capacile  des  bobines;  et,  tant  par  la  discussion  des  resullats  du  Cha- 
pilre IV  que  par  de  nouvelles  experiences,  je  crois  avoir  mis  hors  de 
doule  que  rerreurqu'on  commet  en  negligeantrinfluence  d'un  fil  long 
ploye  en  double  est  due  a  la  capacile  de  ce  fil. 

J'ai  conlrole  la  graduation  Iheorique  des  coefficients  d'indudion 
muluelle  de  deux  appareils  simples  (Cb.  Ill),  et  verifie  les  lois  de  simi- 
litude des  bobines  (Ch.  V). 

Toutes  les  experiences  precises  citees  dans  cette  these  ont  ete  execu- 
t6es  au  Laboraloire  de  Physique  du  College  de  France,  dont  les  meil- 
leurs  appareils  electriques  ont  ele  mis  ania  disposition  par  M.  Mascarl. 
Qu'il  me  soil  permisde  lui  lemoigner  ici  loutema  reconnaissance  pour 
la  bienveillante  attentioq  avec  laquelle  il  a  suivi  les  progres  de  ce  tra- 
vail. 


Digitized  by  vnOOQlC 


MAROEI.    UKILLOUI.N. 


NOTES  AU  CHAPITIIE  I. 


N"  10.  Equation  (i). 

Ilm'a  ele  impossible  de  d^couvrir,  dans  les  deux  premieres  series  d'expe- 
riences  de  Faraday  (Iraduiles  dans  les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
2«  serie,  I.  L,  1882,  p.  5  et  ii3),  la  demonstration  exp<3rimentale,  ni  m6me 
Tenonce  precis  que  TelTet  produit  par  I'induction  est  une  force  electromotrice 
instantanee.  Cette  loi  n'est  soupconnce  que  dans  le  §  214.,  mais  sans  nettet^. 
Ce  que  ces  deux  M6moires  demontrent,  c'est  Tanalogie  complete  des  elfets 
observes  avec  les  aimants  et  les  courants  (*). 

LeM6moirefondamentaldeLenz(i833)(Po^-^'..l/i/i.,t.XX\IV,p.385;i835) 
est  relatif  a  Tinduction  magn(!;lo-electrique.  Pour  un  cbangement  d*aimantation 
toujours  le  ni(^me,  la  quantile  d'eleclricite  induite  dans  un  circuit  quelconque 
de  forme  constante  est  proportionnelle  k  la  conduclibilite  du  circuit,  quelles 
que  soient  la  nature,  la  longueur,  Tepaisseur  du  fil.  L'effet  produit  est  done  bien 
une  force  electromotrice  instantanee.  Cette  force  electromotrice  est  propor- 
tionnelle au  nombre  des  tours  de  fd  induit,  pourvu  que  cbaque  tour  pris  isol6- 
ment  donne  le  meme  effet.  Done  les  forces  electromotrices  produites  dahs 
les  diverses  parties  du  circuit  s'ajoutent. 

A  cause  de  Tanalogie  6tablie  par  Faraday,  il  est  naturel  d'admettre  qu'il  en 
est  de  m^me  dans  Tinduction  produite  par  les  courants  61ectriques. 


(M  Le  M6moire  de  Faraday  ne  permet  de  decider  que  si  la  question  a  616  pos^e  li  peu 
prds  en  ces  termes  :  Dans  les  ph^nom^nes  d^induction,  quelle  est  la  quantity  ind^pendante 
de  la  nature  du  conducleur?  Est-ce  i'intensit6  du  courant  produit?  Est-ce  une  force  Electro- 
motrice qui  engendre  le  couranl  conform6ment  aux  loisde  Ohm,  suppos^es  applicables? Cette 
seconde  hypothfese  est  seule  conforme  aux  experiences  (§  193-212).  Mais  il  ne  semble  pas 
que  Faraday  ait  jamais  pos6  la  question  en  des  termes  aussi  nets.  On  trouve,  en  effet,  dans  la 
29*  s^riedes  Rcvherchcs  expc'rlmentalcs  (i85i)  des  essais  infructueux  pour  reconnallre  Tin- 
fluence  des  dimensions  des  conducteurs;  il  esp^reoblenir  dcsintensiles^gales  en  conservant 
la  m^me  masse  a  la  portion  du  fil  directement  soumise  k  induction  (§3206-3213).  II  semble 
done  qu'il  n*ait  pas  connu  les  loisd'Ohm,  qui  s'appliquenl  immediatement  k  Tune  de  ses 
experiences  de  cetle  s^rie  (§  3207),  ni  mdme  les  Iravaux  executes  dix-huit  ans  auparavant 
par  Lenz,  sur  rinduction  magn6to-6lectrique.  C'est  pourtant  dans  cette  s^rie  (29")  et  dans  la 
pr^cedente  (28*)  qu'il  resume  d'une  maniere  absolument  nette  les  lois  qui  lient  Tintensit^ 
induite  dans  un  circuit  de  forme  variable,  mais  toujours  constituE  par  le  mdme  fil,  au  nombre 
de  lignes  de  force  couples  par  le  circuit  induit. 
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Ouanl  a  rinfliience  de  rintensile  dii  champ  magn6liquc,  le  Memoire  de  Lenz 
ne  contienl  rien.  Nous  ne  pouvons  done  rien  en  lirer  par  voie  d'analogic  pour 
la  forme  du  premier  lerme  de  Fequalion  (i),  MAI.  Dans  le  cas  de  I'exlra- 
couranl,  cetle  forme  a  ete  juslifiee  par  les  experiences  d'Edlund  (1849)  {Pof^g, 
Ann, J  t.  LXXVII,  p.  i6r,  et  Annales  dc  Chimie  el  de  Physique,  S*'  serie,  I.  LIll, 
p.5f). 

N**  It.  E. r pi* rie fives  de  Felici  ('). 

Felici  admet  que  I'effet  produit  est  une  force  eleclromolrice  instantanee; 
ses  experiences  ont  pour  but  de  determiner  comment  elle  depend  de  la  forme, 
des  dimensions  et  de  la  nature  des  circuits. 

Je  cilerai  d'abord  Texperience  suivante,  que  Matteucci,  dans  son  Cours  sur 
rinduction,  attribue  a  Felici,  mais  que  je  n'ai  pas  trouvee  dans  les  extraits  de 
ses  Memoires  publies  aux  Annales  de  Chimie  et  de  Physique., 

Deux  bobines  inductrices  sont  parcourues  par  le  courant  d'une  m^me  pile. 
Deux  bobines  induites  communiquent  cbacune  a  Tun  des  fils  d*un  bon  galva- 
nomctre  ditTerentiel.  Une  roue  de  Masson  etablit  et  supprime  alternativement 
la  communication  de  la  pile  avec  les  bobines  inductrices,  et  envoie  dans  le 
galvanometre  les  courants  induits  de  fermeture  seuls.  Un  rheostat  permet  de 
modifier  la  resistance  d*un  des  circuits  induits,  et,  pour  ramener  Taiguille  du 
galvanometre  au  zero,  on  change  le  nombre  de  tours  induits  de  Taulre  circuit. 
On  trouve  que  le  changement  relatif  du  nonibre  de  tours  induits  est  egal  au 
changement  relatif  de  la  resistance. 

Done  la  force  electromotrice  est  proportionnelle  au  nombre  de  tours  in- 
duits; les  forces  ^lectromotrices  produiies  dans  lesdiverses  parties  de  Tinduit 
s*ajoutent.  C'est  le  resultat  que  Lenz  avail  d6jk  obtenu  pour  rinduction  ma- 
gneto-t^leclrique. 

Passons  maintenant  aux  experiences  decrites  dans  les  Annales  de  Chimie  et 
de  Physique, 

Les  deux  bobines  induites,  au  lieu  de  former  deux  circuits  distincts,  sont 
reunies  en  un  seul  circuit  qui  contient  le  galvanometre  k  fil  unique. 

1°  Quand  les  deux  paires  de  bobines  sont  identiques  (etattachees  dans  un 
sens  convenable  ),  le  galvanometre  reste  au  zero.  II  en  estde  m6me  quand  on 
change  Tepaisseur  ou  la  nature  d'un  des  fils  inducteurs,  ou  d*un  des  fils  in- 
duits, la  forme  des  bobines  restant  la  m^me. 

La  force  electromotrice  d'induction  est  done  ind^pendante  de  la  nature  des 
circuits;  elle  ne  depend  que  de  leur  forme  g^ometrique. 

2«  Le  galvanometre  est  mis  au  z6ro,  quand  cbacune  des  bobines  n'a  qu'un 
seul  tour  de  fil.  On  fait  ensuite,  pour  Tune  des  paires  de  bobines,  m  tours 

( » )  Annaks  de  Chimie  et  de  Physique,  3*  fccrir,  t.  XXXIV ;  iSSa. 
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de  fil  inducteur,  n  lours  de  lil  induit;  pour  Tautre  paire,  m'  el  /*'.  L'equilibre 
subsislc  si  Ton  a 

run  zzz  m' II  , 

La  force  ^leclroniotrice  ne  depend  done  que  du  produil  mn.  Comme,  d'apres 
Fexp^rience  cilee  par  Malleucci,  pour  m  constant,  elle  esl  proporlionnelle  a  /^, 
nous  devons  en  conclure  :  la  force  eleclromolrice  est  proporlionnelle  au  pro- 
duil du  nombre  dcs  lours  de  fil  induil  el  inducleur,  lanl  que  ces  tours  sont 
identiques. 

Traduisant  en  langage  ordinaire,  on  en  deduit,  par  une  generalisation  natu- 
relle,  que  la  force  eleclromolrice  lolalc  esl  la  sonime  des  forces  electromo- 
Irices  correspondant  k  tons  les  ^l^menls  des  deux  circuits  pris  deux  ^  deux  de 
loules  les  mani^res  possibles  : 


-li 


e^fidsds' , 


Cela  suffit  aussi  ^  juslifier  la  forme  g^n^rale  de  Tequation  (3)du  n°  11,  relative 
aux  circuits  ferm^s. 

3**  L^^quilibre  exislant  enlre  les  deux  paires  de  circuits,  chacun  k  un  seul 
lour  de  fil,  on  remplace  dans  Tune  des  bobines  induclrices  le  fil  unique  par  m 
fils  6gaux  places  c6te  k  c6le,  en  derivation.  L'equilibre  sub^iste.  Or  chaque  fil 

est  parcouru  par  un  courant  — ;  la  force  eleclromolrice  due  aux  m  fils  esl 

m  fois  celle  due  a  chacun  d'eux  (exp.  a),  el  elle  equivaut  k  celle  d'un  seul  fil 
parcouru  par  le  courant  L 

Done  la  force  eleclromolrice  est  proporlionnelle  k  la  variation  de  Tintensiie 
de  rinducteur  quand  il  passe  d*un  etat  permanent  k  un  autre  etal  permanent; 
ce  qui  juslifie  la  forme  adoptee  dans  les  equations  (i),  (3)  des  n*»  10  et  11. 

Avant  de  terminer  les  experiences  de  Felici,  j'en  rappellerai  quelques-unes 
de  Gaugain.  Dans  un  Memoire  presente  k  rinstilut,  et  qui  n'est  connu  que  par 
des  extraits  (Comptes  reridus^  t.  XXXIX,  p.  909-1023;  1869),  Gaugain  a  etabli 
par  des  mesures  directes  ce  que  nous  avons  pu  conclure  des  experiences  de 
Lenz  et  de  celles  de  Felici  cilees  jusqu'ici. 

L'intensiie  du  couranl  induit  est  en  raison  directe  de  la  somme  des  forces 
electromotrices  mises  en  jeu,  et  en  raison  inverse  de  la  somme  des  resistances 
du  circuit.  Elle  esl  proporlionnelle  k  I'intensiie  du  courant  inducteur. 

L'intensite  du  courant  inducteur  est  mesuree  k  la  boussole  des  tangentes; 
celle  du  courant  induit  par  I'impulsion  de  Taiguille  d'un  galvanometre  Nobili. 

L'addition  des  forces  electromotrices  est  demontree  Ires  simplemenl  par 
Texperience  suivante  :  Le  fil  inducleur  et  le  fil  induit  bien  isoies  sont  lege- 
rement  tordus  ensemble  sur  une  Ires  grande  longueur.  On  en  fait  successi- 
vement,  en  utilisant  toute  la  longueur,  un  cercle  de  grand  diametre,  et  d*uu 
seul  tour;  un  cercle  de  diamdtre  moitie  moindre  forme  de  deux  tours  c6le  k 
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cole,  etc.  Tant  que  le  diamolre  des  cerclos  osl  grand  par  rapport  a  la  dis- 
tance niutuelle  des  deux  fils,  les  impulsions  sont  sensiblement  proportion- 
nelles  au\  nombres  de  tours. 


N*»  13.  Suite  des  experiences  de  Felici. 

• 

5«  Le  principe  des  courants  sinueux  peut  ^tre  exprim^  ainsi :  Si,  dans  Tune 
des  paires  de  bobines,  les  fils  sont  bien  tendus,  et  que,  dans  Tautre  paire, 
rinducteur  ou  Tinduit  soient  rendus  sinueux  (avec  les  restrictions  habi- 
tuelles),  Tequilibre  subsiste. 

On  peut  done  remplacer  un  element  par  ses  projections,  quand  les  deux 
circuits  sont  ferm^s,  seul  cas  ou  Texp^rience  puisse  dtre  realis6e.  On  en 
d^duil,  par  une  analyse  calqu^e  sur  celle  d'Ampere  pour  Telectrodynamique, 

C  —  \  I  I  [o(r)cos0cos6'-4-4/(/)cosw]cfed!s', 

el,  par  suite  d'une  6quivalence  connue  dans  le  cas  des  circuits  ferm^s, 

C  —  l  r //(/•)  cose  cosO' ^5 c^5'=l  I  l/{r)cosu)dsds\ 

/(/•)=^t(/')+'K/'). 

6  et  8'  sont  les  angles  des  deux  616ments  ds,  ds'  avec  leur  distance  r;  et  w 
Tangle  de  ces  deux  616ments  entre  eux;/(r)  est  une  fonction  de  la  distance 
h  determiner. 

6®  Les  deux  paires  de  bobines  sont  de  formes  semblables.  Leur  rapport  de 
similitude  est  k.  Pour  que  T^quilibre  existe,  il  faut  que  le  nombre  des  tours 

de  fil  de  Tinducteur  soil  dans  le  rapport  inverse  t>  le  nombre  de  lours  de  Tin- 

duil  etant  le  m6me. 

Par  exemple.  Tune  des  paires  de  bobines  est  form^e  de  polygones  plans 
6gaux,  paranoics,  h  distance  d^termin^e.  Pour  Tautre  paire,  les  polygones  sont 
semblables,  et  le  rapport  de  leur  distance  aux  c6t6s  homologues  est  le  m6me. 

Pour  un  tour  du  fil  inducleur  el  un  tour  du  fil  induit,  on  a 

Premiere  paire c,=  I  /  I J{r)costiidsds' 

Deuxieme  paire C^—l  I  I /(kr)cos(»ikdskds' 

el  rexp^rience  montre  qu'on  a 

Ci—kCt; 
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d'ou 

A'  f  f/(r)cosoidsds'—  C  C k^  f{lcr)  co^iodsds' 

ou 

f  [[/('')-  k/(kr)]cost»>dsds'^o. 

El  comme  celle  relation  suhsisle  quelle  que  soil  la  forme  du  circuit,  on  en 
deduil 


On  a  done,  pour  deux  circuits  fernies,  la  force  electromotrice  d*induction  au 
moyen  de  Tinlegrale  double 

C  ~^l  I   I  —  cosoidsds\ 

C  6tant  une  constante  numerique  dont  la  valeur  depend  des  unil<'»s  adopti^es. 
Je  ne  suivrai  pas  Felici  dans  les  essais  qu*il  a  faits  pour  dc^terminer  la  forme 
de  la  fonction  dans  le  cas  des  circuits  ouverts  geometriquemenl,  mais  physi- 
quement  ferm^s,  parcourus  par  un  courant  uniforme.  Je  n'en  ai  pas  besoin 
ici,  et  je  ne  les  trouve  pas  dc^monstralifs. 
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APPLICATIONS  DE  CERTAINES  FONCTIONS 

ANALOGUES  A  LA  FONCTION   0, 
Par  M.  ELLIOT. 

I'ROFESSEVR   A    LA    FACL'LTE    DE8    SCIENCES    DE    BES.ANgoN. 


SECONDE  PARTIE. 


Equations  diffSrentielles, 

25.  ConsiHerons,  avec  les/?  integrales  normales  de  premiere  espece, 
un  systems  de  q  integrales  Dormales  de  troisieme  espece  et  de  r  inte- 
grales normales  de  seconde  espece.  On  pourra  representer  ces integrales 
par  les  expressions 


?!•  •'*  et  Xa  etaot  des  polyndmes  ayant  les  inSmes  degrcs  et  les  memcs 

j4iin.  de  l'f.e.  Kormale.  3*  Serie.  Tome  XI.  DtoenitE  1883.  5^ 
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proprietes  que  ceux  du  n®  20.  ConsideroDs  le  systeme  suivant  de 
p  -^  q  -^  r  equations  differentielles  : 


I^V-^q-^r 


(1  =  1,2,...,/?), 


4j       ly{xj,yj) 

p-hq-hf 

L'indice  j  de  [?^*\>3^*^]  et  de  [i^^^^]  signifie  que  Ton  a  remplace 
jc  et  y  par  xj,  y^  dans  les  fonclions  lineaires  que  representent  ces 
symboles.  Nous  regarderons  dans  les  equations  (i)  lesa7y  comnie  fonc- 
tions  des  /?  4-  y  -h  r  quantites  a,,  v^^  w^.  En  appelant  a?^^^  les  valeurs 
iniiiales  des  Xj  pour  les  valeurs  initiales  m/',  «^i®\  iv^^^  des  variables,  le 
systeme  (i)  pent  s'ecrire 

j  =  p-i-q-hr 

(2)  {        ^      [♦;(*>  (a:,)-Kl*)(x;')]=,>-,;i?', 

y         [W'f'*)  (  ^y  )  -  ^^^'^  (^'/')]  —  Wh  —  <"^ 
7=1 

Si,  dans  les  equations  (i),  on  regarde  a,,  v.,,^  w^  comme  fonctions 
des  xj,  les  conditions  d'integrabilite  sont  ^videmment  satisfaites, 
puisque  le  coefficient  de  dxj  ne  contient  que  la  variable  j?/.  On  en 
conclut  que,  reciproquement,  Ton  pent  considerer  les  oy  comme  fonc- 
lions des  M|,  ^At  ^hf  el,  d'apres  un  theorfeme  de  M.  Bouquet,  ces  fonctions 
resteront  holomorphes  tant  que  les  coefficients  differentiels  seront 
eux-memes  holomorphes  par  rapport  aux  xj.  Pour  avoir  ces  coelfi- 
cienls,  il  faut  resoudre   les  equations  (i)  par  rapport  aux  dxj.   Le 
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(lenominateur  commun  est  le  determinant 


A=: 


^A^^uji)       ^li^ufi) 


[S^'^J. 


^1  (*^p4-74-r»  yp-t-g+rj 
^pK^p-hq-i-rf  yp-hq-*-r) 


i^p-^q-\-r 

(livise  par  le  produit    JJ    F^(^/'7y)-  Appelons  A,;,  le  mineur  obtenu, 
en  supprimant  dans  A  la  i**"*  ligne  et  lay'*"*  colonne,  on  aura 


^^v=:(-iyF; 


-H    >   (— i)P^-7-»-A 


^^^^^rfivj. 


Les  coefficients  differcntiels  ne  peuvent  cesser  d'etre  holomorphes 
que  si  les  functions  Xj  acquierent  des  valeurs  annulant  A,  ou  bien  si 
Tune  ou  plusieurs  d'entre  elles  coincident  avec  des  points  silues  sur 
les  droites  (§^*\  vj^*^),  (?^^^),  A  devenant  alors  infmi  en  meme  tenops 
que  A^-,  ...,  oubien,  enfin,  si  I'uneou  plusieurs d*entre elles  deviennent 
infinies. 

26.  Le  determinant  A  s*annule  quand  un  certain  nombre  de  points 
(•^oj'i)*  (^2»/2)i  •••  coincident.  Supposons  que  les  npoints  (a?,,j^^), 
(^Ta.^a).  ••••  (^mj/i)  coincident  avec  un  point  (a,  6),  que  nous  sup- 
poserons  d'abord  un  point  simple  de  Y[x^y)  =o  non  situe  sur  les 
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S2»  •••»  ^/i-  Ce  quotient  ne  s'annule  pas  en  general  avec  les  quaniites 
x^^  x\,  .,.,  x^\  il  conserve  d'ailleurs  une  valeur  finie  pour  de  petiles 
valeurs  de  ces  variables. 

Le  determinant  mineur  Nf  se  deduil  de  A  en  remplaQant  les  n  pre- 
miers termesde  la  i*^™*  ligne  horizontale  par  les  quaniites 

et  les  autres  par  zero.  Apres  la  substitution,  il  deviendra  une  fonclion 
allernee  Aqx\,  x\,  ...,  x'^,  divisible  par  le  meme  produit  de  facleurs 
binomes  que  preeedemment.  En  supprimanl  ces  facleurs,  le  coefficient 
de  dui  dans  dz^  deviendra  une  fonclion  holomorphe  de  5,,  ...,  z„, 
Xn^i,  ...,  07,,+^^^  pour  de  petiles  valeurs  de  x\,x\y  ...,d?'^.  On  en  conclut 
que  les  functions  z^,  ...,  5,,,  a?,,^,,  ..  ,  Xp^g^r  restenl  holomorphes  dans 
le  voisiuage  des  valeurs  considerees,  et  que  les  fonclions  inlegrales  ot,, 
X2,  . . .,  a7;j  se  permulenl  entre  elles  comme  les  racines  d'une  equation 
algebrique  (*). 

27.  Supposons  que  les  n  points  (jc*,,/,),  ...,  [x^^yn)^  n  pouvant 
eire  Tunile,  coincident  avec  un  point  (a,  b),  silue  sur  la  droits 
^^(g)^  ^(g)y  Le  determinant  A,  devcloppe  par  rapporl^ux  elements  de  la 
p-h  g'^^^  ligne  horizontale,  a  ses  n  premiers  termes  infinis  et  du  pre- 
mier ordre.  Apres  avoir  pose,  comme  preeedemment, 

ot  remplace  les  j  par  leur  developpement  en  serie  relatif  a  la  brancbe 
de  courbe  qui  contient  le  point  simple  (a,  b),  les  denominateurs  des 
n  termes  de  A,  dont  il  a  cle  question,  conliendronl  en  facleurs  le  premier 
x\y  le  second  x\,  . . .,  le  n*^"*^  x\^.  En  developpant  maintenant  le  deter- 
minant N/'  par  rapport  a  la /? -1- g^'^"*  ligne  horizonlale;  le  denomina- 
teurdes  n  premiers  termes  conliendront  aussi  respectivement  les  fac- 
leurs x\y  o?'^,  a?'^,.  On  voit,  en  chassant  les  denominateurs,  que  le  coef- 
ficient de  dui  est  une  fraction  qui  reste  finie.  II  en  est  de  meme  du 
coefficient  de  rfwp^et  de  celui  derfr^si  k  esl  different  de  ^.  Pour  k=g, 
le  determinant  N^'  ne  devienl  pas  infini,  et  A  esl  infini,  en  sorlc  que  le 

( *)  T/ieorie  des  fonct ions  abeiiennes,  p.  90. 
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coefficient  de  dvg  est  nul.  Si  n  est  different  de  r,  on  continuera  la  de- 
monstration comme  dans  le  cas  precedent,  en  introduisant  au  lien  de 
Xt,  X2,  ...,  07^  lesquantiles  2,,  2,,  ...,z„.  Les  coefficients  de  </<^i,  dS^j^, 
diVfy  dans  ladifferentielle  dz^  seront  desfonctions  ralionnelles  en  z,,  ..., 
-/!»  ^«^M  •••»  ^p^^r*  holomorphes  pour  de  pefites  valeurs  des  va- 
riables z.  Dans  cctte  nouvelle  hypothese,  un  certain  nombre  de  fonc- 
lions  integrales  peuvent  se  permuter. 

II  n'y  a  evidemrnenl  rien  a  changer  an  raisonnement*  si  le  point 
(a,  h)  est  sur  une  droite  (^^^^)«  a  moins  qu  il  ne  soit  au  point  de  con- 
tact, auquei  cas  les  termes  qui  etaient  infinis  du  premier  ordre  sont 
infinis  du  second  ordre;  mais,  comme  celte  modification  se  presente  a 
In  foisau  numerateur  et  au  denominateur  des  coefficients  de  dui,  dv^, 
diVh,  on  arrive  a  la  meme  conclusion. 

28.  Supposons  que  les  points  (07,,  j,),  ...,  (a?„,j„)  coincident  avec 
un  point  critique  (a,  b)  de  F(ar,y)  =  o.  Si  les  racinesy,,  ..»7«  a'ppar- 
tiennent  a  un  meme  systeme  circulaire  de/?  racines,  on  sait  que  Ton 
pent  determiner  les  constantes  6',  6",  ...»  et  les  exposants^i,  92,  ..., 
q,  de  faQon  qu*en  posant 

y  soit  une  function  holomorphe  de  «r'  pour  de  petites  valeurs  de  cette 
variable.  Par  cette  substitution,  les  coefficients  differentiels  des  inte- 
grals des  trois  especes  dtviendront 

L'indice  s  de  [§^*^tq^^^]  et  de  [?^^^]  indique  ce  que  deviennent  ces 
functions  lin^aires  par  la  substitution.  Les  nouvelles  expressions  ne 
sont  plus  lineaires  en  x  ety;  mais  elles  ne  s'annulent  pas  pour  de 
petites  valeurs  de  x\  puisque  par  hypothese  le  point  (a,  b)  n'est  pas 
sur  les  droites  (?^^\  tq^*^),  (?^^^).  On  pent  repeter  alors  le  raisonnement 
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precedent;  lesdeux  ternies  de  chaque  coefficient  dans  Texpression  de 
la  differenliell'e  dz^  sont  toujours  des  fonctions  alternees  ayant  un  fac- 
leurcommun  que  Ton  pourra  siipprimer. 

On  fera  une  seconde  substitution  analogue  si  un  second  groupe  de 
n'  points  vient  coincider  avec  le  point  critique  («,6),  les  n'  racines 
J/I4-I.  ...,  jn^-i/ s^ppa'^tenant  k  un  autre  systeme  circulaire. 

Enfin,  si  une  ou  plusieurs  des  fonctions  xj  deviennent  infinies,  on 
effectuera  pour  ces  fonctions  la  transformation  x=  ^' 

29.  Le  determinant  A  pent  aussi  s*annuler  sans  que  deux  des  points 
(^/»Jy)  coincident.  II  suffit  que  lesp  -h  q  -i-  r  points  soient  situes  sur 
une courbe adjoinle du degre m-h y H-  r  —  3 (n**20).  Appelons {aj, bj) les 
/? -I- 9  4- r  points  dans  cette  hypothese;  la  courbe  adjoinle  qui  les  con- 
tient  rencontre  encore  la  courbe  F(ir,  j)  =  oenp-\-q-\-r—  2  autres 
points  {a'j,  b)),  et  Ton  aura 

i  =  p^q  -\-r  ■    f  =  p  +  ff-hr—t 


j  =  i 

j  =  p-h{j-hr  —  i 

''Haj)  -^         ^         r^^)(a;.)  =zA,, 


7=1  ;=1 

/  =  p-hq-hr  j  =  p-hq  +  r  —  i 

s  . 


/  =  1  /  =  I 

j^p^q^r  j~p-i-q-\-r~\ 

^      ivf^)(ay)-h         ^         w^f^){a'j)^tn. 

Soient  w,,  s^^^  Wf,  les  valeurs  des  variables  w,,  v^^  w^  dans  le  cas  parti- 
culier  dont  nous  nous  occupons.  Les  equations  (2)  pourront  s'ecrire 

j  =  p-i-q-*-r  —  f  i  =  p-hq-^r 


f-p-^q-^r  —  i  j-p-^q-k-r 

/  =  i 
irf^'>(a;.)—      y      w^^U4"  ^ 


'♦^•a— "'A  '—£/»  — 


OU  plus  simplement,.en  supposant  que  les  variables  1//,  i^^y  ^a  soient 
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nulles  quand  les  points  {orj^yj)  coincident  tons  avec  Torigine  (.re  Jo) 
des  inlegrales 


7  =  P-^7-»-'-« 


Hi 


^'h   =^k- 


/(') 


(«;), 


r(Ar) 


(«;), 


j'  =  p-hij-^r~i 


^'^'h—^h 


^    fv(''u«;). 


On  voit  ainsi  que  les  quantites  i/,,  v^,  w^^  conservent  la  meme  valeur 
quand  les  courbes  adjointes  du  degre  m  4-  y  4-  r—  3  passent  par  les 
p-h  q  -h r^  2  points  {a'j,  b'j).  Done  a  un  systeme  determine  de  valeurs 
de  ces  quantites  repondenl  une  infinite  de  syst^mes  de  />  -f-y  -H  r  points 
qui  se  deplacent  sur  la  courbe  Y[x^y)  =  o,  en  restant  sur  une  courbe 
adjointe  d'ordre  /w  -+-  y  4-  r—  3. 

30.  II  resulte  des  considerations  precedentes  que  toute  function 
rationnelle  et  symetrique  des  quantiles  a?,,  x^^  ...,  ^A^^-r  est  une 
tbnction  meromorphe  des  j9  4-y -f-r  variables  independantes  i/,,  ^a?  ^^a» 
a  I'exceplion  du  cas  d'indetermination  dont  il  vient  d'etre  question.  On 
pent  la  regarder  comme  une  function  abelienne  de  ces  variables  admet- 
tant  un  systeme  de  ^p-\-q  periodes;  la  fonction  ne  changera  pas  si 
Ton  augmente  simultanement  toutes  les  variables  de  multiples  quel- 
conques  des  quantites  contenues  dans  une  meme  colonne  verticale  du 
tableau  suivant 


:?-y/—  I 

0 

0 

2«ii 

0 

aity/— I 

0 

2a,i 

0 

0 

.      2iry/ — I 

2  apt 

0 

0 

0 

2A„ 

0 

0 

0 

2  Ay, 

0 

0 

0 

«ii 

2  a. 


\p 


2X 


tp 


2ap 
2  A 


IP 


2  A, 

a,, 


qp 


o 
o 


27t 


o 
o 


o 
o 


^,     o 


o 
o 


*rq 


o 
o 


2  7tv/— I 
O 
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Soil  la  foDClion  rationnelle  z  =     ^  '•^^;   nous  pouvons  ramener  la 
recherche  des  quantites  xj^  yj  a  celle  des  fonclions  symetriques 

M|  =z  Zi-h  z^-i- z^-h , . . , 

Mt  =z  ^,  ^,  4-  ^,  jj  H-  .  .  . , 


^p-^q-*-r —  ^i  Zf  ,  ,  .  Zp^q^ry 

lesquelles  s'obtieDdront  do  la  faQon  suivante. 

Supposous  que  dans  le  iheoreme  IX  on  regarde  les  points  (^iji  )«..*, 
i^p^^r^yp^^r)  qui  sont  completement  arbitraires  comme  elant  ceux 
qui  salisfont  aux  equations  diOerenlielles  simullanees  (i),  la  fonclion  V 
deviendra,  en  tenant  comple  de  ces  equations,  une  fonction  des 
/;-+- y  H- r  variables  independantes  m/,  Va>  m^a»  et  Tequation  (29),  qui 
fournit  une  relation  entre  les  points  {x^^y^),  ...,  [Xp^^r^Yp^^r)  <?t 
cette  fonction  Y,  renferme  la  solution  du  probleme. 

Pour  avoir  un  nombre  sufTisant  de  relations,  nous  supposerons  que  la 
courbe  W  =  0  soit  remplacee  par  0  -4-  XV  =  o,  en  sorte  que  les  points 
[oti,  /3/)  dependent  de  cette  constanle  arbitraire  X.  On  aura  ainsi 


i 


/-I 


/  =  « 

V  (0,0,0) 


[ 


y(x„  Y,)\i'*"*'- 

*(^o.  Vo)J 


La  fonction  P  ordonnee  par  rapport  aux  puissantes  croissanles  de  X 
a  precisement  pour  coefficients  les  fonctions symetriques M,,  M2.  ..., 
Mp+^+r-  Si  Ton  donne  k  X  />-hy  4-  r  valeurs  differentes,  on  obtiendra 
p  -^q  -hr  equations  du  premier  degre  qui  permettront  d'exprimer  ces 
quantites  par  des  fonclions  lineaires  des/>4-y4-rfonctions  ¥(«/,  v^f  w^) 
repondant  aux  valeurs  attribuees  k  X. 

^nn,  de  I'Ec,  Normale,  2*Serie.  Tome  XI.—  D£csmbbe  iJj8a.  55 
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Cos  d' iudetermination, 

31.  Nous  avons  vu  qu'il  y  a  indetermination  dans  la  resolution  des 
equations  abeliennes  quand  les  variables  ont  les  valeurs 


i  -ji-^-q-^r  —  t 
j  =  p  +  q-^r  '  i 


D'un  autre  cote,  on  sail,  par  \e  theoreme  fondamental  sur  les  zeros,  que 
les /n-7-hr zeros de  la  fonction  Q\t][u^'^{^)  —  Gi.v^^^{x)'-g^j  ij^(^)(^x)  —  '/,,] 
sont  les  points  [ooj.yj)  constituant  le  systeme  integral  des  equations 
abeliennes  ou  les  variables  des  seconds  membres  u^,  Vj,,  Wf^  ont  les 
valeurs  G|-hC/,  gi^-^Hk^  yA-f-E>k.  II  en  resulle  que  ces  zeros  ne  sont 
plus  determines  quand  on  donne  aux  constantes  les  valeurs 

i  =  p  -4-<y-f-  r  —  t 

;  =  i 

Or  la  fonction  6|^|  devient,  dans  ce  cas, 

^/^'•)(^)+       ^         eifO(a;)-C , 

et,  d'apres  le  theoreme  Y,  elle  est  identiquement  nulle. 
De  la  nous  pouvons  conclure  que  la  fonction  Y(2^o  ^a»  ^'a)  est  inde- 
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terminee  quand  les  variables  onl  lesvaleurs  (4);  car,  prenanl  le  quo- 
tient des  fonctioDS  6;^]  qui  entrent  dans  la  fonction  Y  et  qui  re- 
pondent  a  la  meme  valeur  de  /,  on  aura,  pour  les  deux  termes  de  ce 
quotient,  les  expressions  ^ 


C,_       ^       ^(i;(a;)-,/f/i(a,),  ... 
C,_-         2^       //<'^  («;)-//(')  (a,)   ...   I 


qui  sont  nulles  toirtes  les  deux. 

Interpretation  geometrique. 

32.  On  salt  que  le  probleme  de  Tinversion  de  Jacobi  revient  geome- 
triquement  a  chercher  les  p  points  d'intersection  de  la  courbe  fonda- 
mentale  F(a7,j')=o,  avec  une  courbe  de  degre  supericur  a  /w  — 3,  qui 
satisfait  a  toutes  les  conditionsrelatives  aux  points  critiques,  et  que  Von 
assujettit  en  outre  a  passer  par  un  noinbre  de  points  de  F(;r,j)=:o 
suffisant  pour  la  determiner.  On  pent  donner  du  probleme  plus  general 
dont  il  a  ete  question  dans  ce  travail  une  interpretation  analogue  en 
se  servant  de  courbes  adjointes  d'ordre  superieur  a  /w-hy-hr  — 3; 
nous  prendrons  des  courbes  de  Tordre  m-f-y-f-r--2. 

Remarquons  d'abord  que  la  metbode  employee  au  n**20  pour  deter- 
miner le  nombre  des  points  de  la  courbe  F(a:,j)  =  o  par  lesquels  on 
doit  faire  passer  une  courbe  adjointe  du  degre  /w-f-y-i-r—3,  afin  de 
la  determiner  conduirait  Ji  un  noinbre  trop  eleve  pour  des  courbes  d*un 
ordre  quelconque  n.  Les  points  commons  aux  deux  courbes  ¥ix,y)  =  o, 
(j,[x,y)=:o  restent  les  memes  si  Ton  remplace  la  seconde  equation 
par  ^(^.7)-l-/(^f  J')  F(a?,^)  =  o,/etantunpolyn6medu  degre /i  —  m, 
dont  les  coefficients  sontarbitraires.  Mais  les  courbes  considcrees  dont 
Tune  est  <^{x,y)  =  Of  etant  adjointes  et  passant  par  consequent  par 
^(y-i-r)(y-f-r— i)  points  situes  en  dehors  de  la  courbe  F(ar,j)  =  o, 
il  faut  que  la  courbe /(;r,^)  =  o  passe  aussi  par  ces  points,  et  le 
nombre  des  param^tres  de  la  fonction  /{^ty)  ne  sufiQra  que  si  Ton  a 

{n  —  m-i-i)(/i— m-+-2)>(^-hr)  (^  -hr  —  i), 
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oa  bien 

(n  —  m  —  q  ^  r  -^  2)  {n  —  m  -h  ^  h-  r -f-  i)>o. 

Cetle  condition  n*est  pas  remplie  pour  des  courbes  du  degre 
/n-hy-+-r— 3.  Quand  le  degre  n  esCegal  a/n^yn-r— 2,  on  peul  ou 
non  employer  la  fonction  j\oCyy)  sans  changer  le  nombre  des  condi- 
tions. Le  nombre  des  points  de  Y[xyy)  =  o  par  lesquels  on  doit  faire 
passer  une  courbe  adjointe  du  degre  /n  4-y-+-r— 2  pour  la  determiner 
est 

\  {in  -H  <7  -h  r  -  2) (m  -h ^  -h /•  4-  1)  —  A  —  |(v  -h  /•)  (<7  -+-  /•  —  0  —  ('"  —  ^)  (7  -^ '*)» 

OU,  en  rempIaQanl  A  par  sa  valeur, 

p  -h  2q  -\-  2/'  -}-  m  —  2. 

Le  nombre  des  points  d'intersection  avec  la  courbe  F(^,v)  =  o,'qui 
se  trouvent  ainsi  determines  par  les  autres,  est 

//i(//i-h<7H-r  —  2)  —  2A  —  (w  —  2)(74-r)  —  (p  -{-  2q  -{-  ir  -{-  m  ~  2)  ~-  p. 

Supposons  maintenant  que  Ton  choisisse  y-hrdes/>-+-2y-»-2r-+-/n— 2 
points  en  dehors  de  la  courbe  ¥{x,y)^o;  il  est  clair  que  p-^q-^r 
points  seront  determines  par  les  autres. 

Le  iheoreme  d'Abel  fournit  pour  la  recherche  de  ces  points/? -h  y-hr 
equations  dont  les  p  premieres  coincident  avec  les  equations  (i).  II 
n'en  est  pas  de  ineme  des  7  +  r  autres,  a  cause  du  logarithine  ou  de  la 
fonction  algebrique  qu'introduit  ce  theoreme.  Mais  ces  quantites  dis- 
paraitront  (n®  21),  si  Ton  choisit  les  q-hr  points  que  Ton  doit 
prendre  en  dehors  de  la  courbe  ¥{x,y)  =  o,  respectivement  sur 
chacune  des^r-i-rdroites  (|^*^,  yj^*^),  (?^*^).  Done  la  resolution  des  equa- 
lions  differentielles  (i)  revient  au  probleme  suivant  :  Trouver  les 
p-i-q-h  r points  (T intersection  avec  Y{x^  J')  =  o  d'une  courbe  adjointe  du 
degre m -h y  4- r—  2 passant parp -^q-hr-hm  —  2 points  de  F{x, y)  =  o 
et  par  q  4-  r  points  situes  respectivement  sur  chacune  des  droites  (|^*^  t^j^^^  , 
(2^^^^),  en  dehors  de  la  courbe. 

FIN  DU  TOME  ONZlfeME. 
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£tude 


DES 


FONCTIONS    DE    FOURIER 

(phemi£:re  et  deuxi£me  espj^ce), 


Par  M.  NICOLAS, 

INSPECTEUR    D'ACADEHIE. 


INTRODUCTION. 


1.  Les  fonctions  qui  font  Tobjet  du  present  travail  trouvent  leup 
application  dans  les  calculs  astronomiques  et  dans  un  grand  nombre 
de  problemes  de  Physique  mathematique.  G'est  Fourier  qui  le  premier 
les  a  introduites  dans  I'Analyse  et  a  fait  connailre  quelques-unes  de 
leurs  proprietes  les  plus  impdrtantes.  Peu  de  temps  apres,  Bessel  a  ete 
conduit  aux  memes  fonctions  dans  ses  recherches  sur  les  perturbations 
planetaires;  et  c'e&t  ce  qui  fait  que  les  astronomes  les  ont  appelees 
fonctions  de  BesseL  Cette  denomination,  comme  le  fait  observer  M.  Heine 
dans  un  Memoire  intitule  :  les  fonctions  de  Fourier  et  Bessel  {*),  est 
contraire  a  Tusage,  Personne  nedesigneenefietsousle  nom  Ae fonctions 
de  Legendre  les  integrales  euleriennes,  qui,  sans  les  decouvertes  de  cc 
dernier,  n*auraient  pas  eu  Fimportance  qu'elles  ont  acquises  dans  ces 
derniers  temps.  Si  une  designation   speciale  est  necessaire,  ajoute 


1 )  Jotirnal  de  Crelhi  t. 
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M*  Heine,  on  pent  employer  le  nom  dejonctions  cytindriqueSf  qui  rap- 
pelle  leur  usage  dans  Tetude  des  phenomenes  physiques;  mais,  comme 
il  est  juste  de  restituera  un  savant  fran^ais  I'honneur  qui  lui  revient 
legitimemcnt,  nous  les  appellerons  plus  volontiers  fonctions  de  Four 
rier,  tout  en  employant  quelquefois  la  nouvelle  denomination  pro- 
posee. 

2.  Depuis  quelques  annees,  les  propriet^s  de  ces  fonctions  ont  ete 
expos^es  dans  plusieurs  Memoires,  publies  principalement  dans  les 
Recueils  etrangers,  et  en  particulier  dans  le  Journal  de  Crelle  et  dans  les 

.  Annates  de  Mathdmatiques  At  MM.  Clebsch  et  Neumann.  Elles  presentent 
de  grandes  analogies  avec  les  fonctions  circulaires,  etparaissenl  jouer 
dans  Tanalyse  un  role  assez  important.  II  n'est  done  pas  inutile  d'exposer 
d*une  maniere  simple  et  elementaire  les  principales  proprietes  de  ces 
fonctions;  travail  qui  jusqu'k  present  manque  en  France,  bien  que 
quelques  auteurs,  apres  Fourier  et  Poisson,  les  aient  employees  dans 
leurs  reeherclies  de  Physique  malhematique. 

Parmi  lesauteurs  etrangers,  outre  Bessel  et  Jacobi,  je  citerai :  Hansen 
a  Gotha;  Anger  a  Dantzig;  Schlomilch  a  Leipzig;  Lipschitz  a  Bonn; 
SchlaQi  a  Berne;  Hanken  a  Erlangen,  etc.,  qui  ont  ^tudie  les  pro- 
prietes des  fonctions  de  Fourier  et  public  sur  ce  sujet  des  Memoires 
plus  ou  moins  etendus. 

3.  En  outre,  deux  traites  speciaux  sur  cette  matiere  ont  ete  publies 
a  Leipzig,  Tun  par  M.  Neumann  en  1867,  et  Tautre  par  M.  Lommel  en 
1 868.  Ces  ouvrages  sont  congus  suivant  des  plans  differents.  Dans  le 
premier,  Tauteur  a  surtout  pour  but  de  montrer  comment  une  fonction 
continue  quelcouque  pent  etre  representee  par  une  serie  simple  ou 
double  procedant  suivant  les  fonctions  de  Fourier,  de  la  meme'ma- 
niere  qu'elle  pent  etre  exprim^e  par  une  serie  de  sinus^  cosinus  ou 
exponentielles.  En  partant  de  la  formule  bien  connue  de  Cauchy  : 

nt)dt 


il  est  conduit  a  employer,  concurremment  avec  la  fonction  de  Fourier 
qu'il  designe  par  1^%  une  seconde  fonction  qu'il  represente  par  0^  et 
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qu'il  appeIleyb/2c/io/i  de  deuxieme  espice.  Dans  la  premiere  section  de 
son  ouvrage,  il  etudieles  principalesproprietes  de  ces  deux  fonctions; 
dans  la  seconde,  il  etablit  difTerents  developpements  en  series  et  de- 
montre  leur  convergence;  la  Iroisieme  section  est  consacree  a  Telude 
de  Tequation  difierentielle  sous  la  forme  que  lui  a  donnee  Bessel  (*), 
et  la  quatrieme,  a  Tintegration  de  certaines  equations  differentielles 
partielles  au  moyen  des  fonclions  considerees  precedemment. 

4.  Le  but  principal  de  M.  Lommel,  au  contraire,  est  d'etudier  les 
fonctions  de  Fourier  en  elles-memes  et  d'exposer,  non  leur  theorie 
complete  (comme  Tavoue  I'auteur),  mais  de  mettre  en  evidence  leurs 
principaies  proprietes.  Je  dois  signaler  d^abord  une  difference  notable 
entre  son  travail  et  celui  de  M.  Neumann.  On  sait  que  la  fonction  de 
Fourier  represenle  Tune  quelconque  des  deux  integrales  particulieres 
de  Fequalion  differentielie  du  second  ordre, 


dx^       X  dx 


(-^)'=». 


tant  que  le  parametre  v  est  fractionnaire.  Mais,  lorsque  ce  parametre  est 
entier,  il  ya  lieu  de  faire  une  distinction  entre  les  deux  integrales: 
celle  qui,  developpeeen  serie,  conserve  la  meme  forme  que  dans  le  cas 
oil  le  parametre  est  fractionnaire,  reste  la  fonction  de  premiere  espece; 
et  Tautre,  dont  le  developpement  presente  une  forme  bien  differente, 
est  celie  que  M.  Lommel  considere  comme  la  fonction  de  deuxieme 
espece.  Elle  differe  completement  de  la  fonction  0^^  qui  est  un  poly- 
ndme  limite;  nous  la  designerons  avec  ces  auteurs  par  Y;,. 

Pour  la  fonction  de  premiere  espece,  M.  Lommel  deduit  Les  princi- 
paies proprietes  de  I'integrale  definie 

J,=i— ==  I     cos(5COSco)sin**wrfco 
v/itr(v-h^)  ^0 

et  les  expose  dans  la  premiere  partie  de  son  livre.  Dans  la  deuxieme, 
il  etudie  les  fonctions  de  seconde  espece;  et,  d^ns  la  troisieme,  il  fail 

( > )  .Untersuchung des  Theils  der planeterischen  Sidrungen,  tvelcher  aus  derBewegung der 
S(mne  entstehi,  JbhoiHUang  der  matiiematische  Classe  der  Berliner  Akademie  (i8a4). 
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connailreles  equations  differentielles  qui  peuvent  etre  integr^es  a  Taide 
de  ces  fonclions,  et  parmi  lesquelles  on  rencontre  la  celebre  equation 
de  Riccati. 

5.  Dansle  present  Memoire,  je  me  suis  applique  principalement  a 
I'elude  des  differenls  modes  de  representation  des  fonclions  de  Fourier. 
Les  series  qui  representent  la  fonclion  de  premiere  espece  n'offrent  au- 
cune  difficulte,  et  Ton  en  deduit  sans  peine  les  proprietes  essentielles  de 
cette  fonction.  Pour  oblenir  le  developpement  en  serie  de  la  fonction  de 
deuxieme  espece,  j'emploie  une  metbode  dont  Euler  a  fait  un  frequent 
usage  (*).  Cette  forme  de  developpement,  que  je  croyais  nouvelle,  se 
trouve  etablie  dans  un  Memoire  de  M.  Hankel  (^),  par  une  metbode 
toute  differente.  Dans  cette  expression,  il  y  a  deux  parties  distinctes, 
Tune  representee  par  J„  logo?,  et  I'autre  que  je  designe  par  P„,  et  qui 
comprend  un  polynome  limits  et  une  serie  infinie  dont  les  termes  ont 
pour  coefficients  la  fonction  W  de  Gauss.  II  est  bon  de  remarquer  en 
passant  que  la  fonction  0^,  de  M.  Neumann  se  retrouve  dans  la  premiere 
moitie  du  polynome  qui  precede  la  serie  infinie  dansPi,. 

En  introduisant  la  fonction  exponentielle  dans  Texpression  de  la 
fonction  de'^Fourier,  j'etablis  de  nouveaux  deveioppements  en  serie  sui- 
vant  les  puissances  croissantes  ou  decroissantes  de  la  variable.  De  la  je 
passe  a  la  representation  par  integrales  definies. 

Apres  avoir  rappele  les  differentes  formes  que  prennent  ces  inte- 
grales, je  montre  comment  le  nouveau  developpement  de  la  fonction  de 
deuxieme  espfece  pent  se  deduire  d'une  forme  particuliere  que  j'etu- 
die  plus  specialement  etqui  fournit  une  representation  simple  de  cette 
fonction. 

En  examinant  en  dernier  lieu  le  eas  oil  le  param^re  estde  la  forme 
V  rr  /I  -+-  ^,  n  etant  un  nombre  entier,  cas  qui  a  ete  etudie  par  M.  Lom- 
mel  et  qui  correspond  a  I'equation  qu'a  int^gr^e  Al.  Serret  en  appli- 
quant  la  metbode  des  difierentielles  a  indices  quelconques  ('),  j'arrive 


(»)  EcLER,  Calculiniegrol,  t.  H,  chap.  IV,  p.  Soelsuiv.;  chap.  VH,  p.  i55-i56;  chap.  VIU, 

p.  19^,  194. 
(2)  Clebsch  et  Neumann,  Matfiematische  Annalen^  t.  I,  ann^  1869,  p.  467. 
(')  Journal  de  Uotipillt,  I.  IX. 
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^  quelques  propri^tes  remarquables  de  la  fonction  cxponentielle  et  les 
resultats  que  j'obtiens  ainsi  s'accordenl  avec  ceux  qu'a  publics  M.  Her- 
mile  dans  les  Camples  rendus  des  seances  de  VAcademie  des  Sciences 
(aunee  1873). 


I.      ^ 

PROPRlfiTftS  PRINCIPALES  DES  FONCTIONS  DE  FOURIER. 


6.  Si,  dans  Tequation  differentielle  du  second  ordre 

oil  J  represeote  la  fonction,  x  la  variable  et  v  un  parametre  constant, 
on  pose  J  =  xff,  il  vient 

en  determinant  p  par  la  condition  />^  —  v^  =  o  ou  /?  =  zt  v,  et  designant 
par  I  et  H  les  fonctions  correspondantes  ay?  =  -f-v  el/>  =  —  v,  on  a  les 
deux  syslemes 

donl  chacun  peul  remplacer  Tequation  (i). 

Au  lieu  de  cetle  equation  (i),  il  \  a  qnelquefois  avantage  a  considerer 
la  suivante  : 

oil  F  designe  la  fonction,  et  qui  ne  differe  de  (i)  que  par  le  signe  de 
ravant-dernicr'terme.  On  passe  d'ailleurs  de  Tune   k  Ta^itre  de  ces 
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foDctioDs  en  remplaQant  x^  par  —  a:^  ou  a:  par  a:i  {i=  \/—  i).  En  d6si- 
gnant  par  Y  el  U  les  fonctions  correspondantes  a  I  et  H,  on  a 

On  a  fait  subir  difl ^rentes  transformations  a  ces  equations.  Dans  (i  6a) 
on  pent  faire  disparaitre  la  deriv^e  premiere  en  employant  la  methode 
de  Sturm,  e'est-a-dire  en  posant  F  =  6W,  6  et  W  etant  deux  nouvelles 
fonctions  de  x  qu'on  determine  en  remplagant  F  par  cetie  valeur  et 

annulant  le  terme  en  -^9  ce  qui  donne 

{iter)  F=^-.W,    -^_(^,^_5-jW  =  o. 

Une  des  formes  les  plus  commodes  pour  Tetude  des  propri^t^s  que 
nous  avons  a  considerer  est  celle  que  Ton  d^duit  de  (a)  et  (2  bis)  en 
changeant  la  variable  independante,  methode  employee  par  M.  Kummer 
dans  son  Memoire  sur  la  serie  hypergeometrique  (* ). 

Si  Ton  pose  a:^  =  [\z  et  si  Ton  designe  par  Iv  et  Hy  les  nouvelles  fonc- 
tions de  jz,  les  equations  (2)  deviennent 

^.^^-+-(i-v)_+H,  =  o, 

et  les  Equations  (2  his)  donnent,  si  Ton  designe  par  Vv  et  Uy  les  nou- 
velles fonctions, 

c'est  la  premiere  des  equations  (3)  qui  a  et^  consideree  par  Fourier  (^). 


(!)  Journal  de  Crelk,  t.  15. 

(*)  Thiorie  anafytique  de  la  chaleur,  chap.  VI,  p.  si36. 
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On    passe  des  conditions  (3)  a(3  6i>),  ou  reciproquement,  en  chan- 
geant  z  en  —z. 

7.  En  employant  la  methode  des  coefficients  indetermines,  on  trouve 
facilement  deux  series  qui  representent  les  inlegrales  particulieres  de 
chacune  des  equations  (3)  ou  (3  bis).  Si  Ton  pose  en  effet 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  la  premiere  des  Equations  (3  bis), 
on  obtient  les  deux  integrales 

{  ^^  — ^^-    '['"^  ,(,  — v)"^   1.2(1  — v)(2—v)"^  1.2.3(1— v)(2—v)(3-v)  -^•••J- 

La  seconde  equation  (3  bis)  donne  de  la  meme  maniere   . 

1  ^v  =  *^v5^|^H-  ,(,^^)+  ,.2(,^„^)(24-v)"^   I.2.3(l-hv)(2H-v)(3-^v)"^---|' 
[U:=.<      [l-+-   ,(,_,)■+-    ,.2(,--v)(2-v)"^   ,.2.3(l-v)(2-v)(3-v)   "^'••J' 

valeurs  qu*on  deduit  d'ailleurs  de  (4),  en  changeant  v  en  —  v. 

De  rinspection  des  valeurs  (4)et  (5),  il  resulte  qu'on  a  Ul=  KVV^. 
U^  =  K'W",  K'  el  K"  etant  des  conslantes.  C'est  ce  qu'on  deduit  egale- 
menl  des  equations  differentielles,  car  si  dans  la  deuxieme  equation 
(3  bis)  on  remplace  Uy  par  Kz^ Vy,  on  relombe  sur  la  premiere ;  d'oii  Ton 
voit  qu'en  muhipliant  par  z^  une  solution  quelconque  de  Tequation 
diff§rentielle  en  Vy  on  obtient  une  solution  de  Tequalion  en  Uy  et  reci- 
proquement. Nous^supposerons  la  constante  egalea  Tunite  et  nous  po- 
serons 

(A)  V.  =  z^\.. 

Si  Ton  suppose  v  =  0,  les  deux  equations  (3  bis)  se  ramenenl  a  une 
seule,  savoir 

y^N/i.  de  VEc.  Nor  male.  Tome  XI,  S.  ^ 


(5) 
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et  quand  on  remplace  v  par  un  nombre  entier  n,  elles  devieoDent 

(7)  { 

Si  Ton  donne  a  n  successivement  les  valeurs  i,  a,  3,  . ..,  on  a  deux 
series  d'equations,  les  unes  avee  le  parametre  positif,  les  autres  avec 
le  parametre  negatif.  Deux  equations  qui  ont  le  meme  paramelre  en 
valeur  absolue  peuvent  etre  substituees  Tune  a  Tautre,  c'est-a-dire  que 
les  integrales  de  Tune  se  deduisentimmediatement  de  celles  de  Tautre, 
comme  on  vient  de  le  voir.  U  est  bon  de  remarquer  toutefois  que, 
lorsque  le  parametre  est  entier,  les  developpements  V'  et  U*  ne  sont 
plus  applicables,  parce  qu'ils  deviennent  inQnis;  ilsdoivent  6tre  rem- 
places  par  des  developpements  differents^  et  c'est,  comme  nous  le  ver- 
rons  dans  la  suite,  ce  qui  donne  lieu  a  la  fonction  de  deuxi^meespece. 

8.  Beprenons  la  premibre  integrale  de  la  premiere  Equation  (3  his), 
que  nous  designerons  par  Yy  en  supprimant  I'accent 

(8)  Vv=Av|^i-+-^^^^^^-h  ,^(,^,)(2_^,)-H  ,.2.3(i  +  v)(Q+v)(34-v)"^"J' 
Sa  deriv6e  est 

:  ■:^z. -—I  I  H I H        I • 

dz        i-hvL        i(a-+-v)       i.2(a-i-v)(3-»-v)      '     j' 

d'autre  part  on  a 

et  Ton  en  deduit 

(9)  Vv^t  =  -^ 

en  posant  AvH-i=  yir^i*  ^^  ''^°  etablit  ainsi  entre  les  constantes  arbi- 


traires  les  relations 

Av-Ki  ^=^  — ; —  >    Av4 1  ^=^  — ; — )   A 
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et  en  general 

Av.»./i— t 

v^n  — ; — > 

n  -\-y 

on  en  conclut 

Av  Avr(n-v) 


A. 


(i-f-v)(2-H  v)...(/H-v)        r(i-hv-f-/i)' 


(ID) 


toutes  les  constantes  dependent  ainsi  de  la  premiere  Av  (v  etant  plus 
petit  que  i).  Pour  v  =  o,  on  aura 

A         Aq 

on  pent  prendre  pour  A^  une  valeur  queIconque»  et  en  faisant  Ao=  i 
on  a 

^»  =  r(i4-/i)['"^  i(i4-,i)"+*  i.2(i^/i)(2-+-/i)'^'"J 
"'2ir(i -+-/?)  r(i-+-n-+^/?)' 

Si  Ton  conserve  le  paramMre  v  +  /t,  on  a 

V      -   A.r(i4-v)   r  z  zj_ 1 

'"^''■"r(i-+-v4-/i)L  l(l-+-v  H-/1)  ^  ,.2(i4-v-^/i)(2-+-v-f-/i)  ^--'J' 

et  si  Ton  prend  Av=  p.  '     ,  et  qu*on  designe  v  -4-  n  par  v,  il  vient 

V*=r(n-v)[^'^  i(i-+-v)  "^  1.2(1 -+-v)(2-+-v)  ■^•••J 

9.  La  fonction  Yy  est  completemenl  definie  par  la  formule  (lo  bis), 
et  c'est  sous  cette  forme  que  nous  la  considererons  pour  demontrer 
sesprinci pales  proprietes. 

Th^:oreme  L  —  De  la  relation  (9)0/1  deduit 


{10  bis)    {  p^ 
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el,  en  general, 

(1) 

V     -'^""^\ 

p  elant  un  nombre  entier.  Cest  la  une  des  proprieles  fondamentales  de 
la  fonclion  de  Fourier. 

Remarque.  —  Si  Ton  differentie/?  fois  la  premiere  equation  (3  bis), 

on  oblient 

dp^^y,      ,  .^''-^^V,      dp\, 

equation  idenlique  a 

d'oii  Ton  voil  qu'on  peui  poser 

\,^p  =z  A  -^     (A  const.), 

et  si  Ton  prend  pour  Vvla  fonction  {lo bis),  on  retrouve  la  relation  (I). 
CoroUaire  1.  —  De  la  relation  (9)  on  deduit  encore 

d(\  )*  diW^) 

CoroUaire  II.  —  Toute  fonction  V„  dont  le  parainelre  est  entier  se 
deduit  de  Y^  a  Taide  de  la  relation 


(12)  V„:= 


rf«Vo 


Corollaire  III.  —  Si  le  parametre  fractionnaire  v  est  >  f  et  egal  a 
V,  -f-/?,/>entier  et  V,  <  i,  on  a 

dpy 

ce  qui  ramene  Vv  a  Vv,. 

TflEOREME  II.  —  Supposons  v>/>,  nombre  entier,  et  prenons  la  (Un- 
vee  de  V  expression 
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nous  aurons 


ff{Z'\'')    __         Vw" 


-v-l 


I  4-  -^  H J r  -f-.  .  .  L 

L  I  .V  I  .2.v(l  -h  v)  J 


dz  -r(l-hv) 

ce  qui  renent  a 

(.4)  •   'li|^-U.-.v.... 


De  la  on  deduit 


fPiz^W)     diz^'^y..^) 


v-ty 


fh'  dz 

et  en  general 

Si  Von  remplace  V  par  V  -f-/>,  on  pent  ecrire 

Remarque.  —  Celte  propriele  se  deduit  encore  facilemenl  de  la  con- 
sideration de  ('equation  differentielle  en  Uv  Si  Ton  differenlie  p  fois 
Tequation 

on  obtient 

equation  qui  ne  difffere  de  (3  bis)  que  parce  que      ,J^^  y  remplace  Uv; 
on  a  done 

Uv^zA^^f^     (A  const.), 

et,  en  remplafant  Uv  (*t  M^^p  par  les  series  telles  que  nous  les  avonsde- 
terminees,  on  voit  que  A  =  1,  ce  qui  conduit  a  la  relation  (II  bis). 

Corollaire  I.  —  En  substituant  dans  cette  relation  la  valeur  de  Vv.^, 
deduite  de  (I),  on  obtient 
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en  portant  dans  (I)  la  valeur  de  \\,  deduite  de  (II  bis),  et  en  mettant 
V  —  />  a  la  place  de  v,  on  a 

<■«>  "■■=  ^  d=, — -■ 

Les  relations  (i 5)  et(i6)  sont  des  equations  difTerentielles  de  I'ordre 
a/7,  qui  admettent  comme  integrales  parliculieres  les  fonctions  Yv. 

Corollaire  IL  —  De  la  relation  (II)  on  deduit 


par  suite 


^*(^*V,)  _  d*\\ 


et,  a  cause  de  (12), 

equation  differentielle  de  Tordre  a/i,  qui  admet  V^  comme  integrate 
particuliere. 

Remarque.  —  Cette  relation,  qui  revient  a  ,  ^^*  =  V„,  se  deduit  en- 
core de  la  consideration  des  equations  differentielles  (7)9  car,  si  Ton 
differentie  sn  fois  la  seconde,  on  obtient 

equation  identique  a  la  premiere,  ce  qui  montre  qu*on  a 

-^^^^=\V«     (A  const.), 

el  du  developpement  en  serie  de  V^  el  U„  il  resulte  que  A  =  i . 

Theor^me  III.  —  Entre  trois  fonctions  consecutives  Vv,  Vv^.|  et  Vy^,, 
on  a  la  relation  linSaire 

(III)  -v^,  +  (i-hv)V^,-V,=  o. 
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On  Tobtient  en  portant  dans  la  premiere  equation  {ibis)  les  valeurs 
de  -^  et  -^  deduites  de  (I). 

On  voit,  par  ce  qui  precede,  que  la  fonction  Vy  (lo  bis)  satisfait  a  la 
premiere  equation  ditferentielle  (3  bis)  et  aux  relations  (I),  (11),  (III), 
et  que  deux  de  ces  relations  sont  des  consequences  des  deux  aulres. 
Nous  appellerons^/ic/ibnrfc  Fourier  on/oncfion  cylindrique  loute  fonc- 
tion satisfaisant  k  deux  des  quatre  relations  precit^es. 

10.  Si  a  la  premiere  des  equations  differentielles  (2  bis)  on  applique 
la  methode  des  coefficients  indetermines,  on  obtient 


(vUxj^Avfi-h 

(18)  L     .. 


2.(2  H-2v)  2.4(2  +2v)(4  + 2v)  2.4.6(2-|-2v)(4-l-2v)(6  +  av)  "J' 

integrales  analogues  aux*  series  (4).  Eo  supprimant  I'accent  de  V[  et 

posant  Ay=  -rrrr—, — ^»  nous  avons 

^  a'l  (i  -I-  v) 

(19)        V''(*)=2.r(H-v)    ['"^   a(2-t-2v)   ■*'a.4(2+2v)(4  +  3v)'^'-'.r 

telle  est  la  forme  sous  laquelle  se  presenle,  dans  ce  cas,  la  fonction  de 
Fourier,  et  Ton  en  deduit  sans  peine  les  relations 

formules  correspondantes  a  celles  qu'on  deduit  de  (I)  et  (II  bis)  en  fai- 
sant/7=  I  et  substituant  ^  a  la  variable  z.  En  rempia^ant  dans  la  pre- 

miere  equation  differentielle  (i  few) -^  el -^-r  parlours  valeurs  en  fonc- 
tion de  Vv+.|(^)  et  Vv4.a(j?),  on  obtient  la  formule  correspoudanle  a 
(III),  savoir  : 

(22)  .r«Vv+,(j?)  -h2(v4-i)VvH-i(j:)  — Vv(d?)=:o. 

llemarquojis  que,  si  les  equations  diflerentielles  (3  bis)  se  deduisenl 
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de  (2  bis),  et  les  series  (18)  des  series  (4),  par  le  changement  de  la  va- 
riable X  en  z,  la  serie  \>,{x)  (19)  n'est  pas  exaclemenlce  que  devient 

JT'  I 

V^'(s)  quand  on  remplace  z  par  -7-;  elle  en  diflere  par  le  facteur—-  Cela 
lienl  a  la  condition  qu*impose  aux  conslantes  la  relation   (20). 

11.  La  fonclion  F(a)  =  x^\\{x),  qui  est  une  integrate  de  (i  bis)^  sa- 
tisfait  a  des  relations  analogues,  qu'on  oblieni  en  rempla^ant  yv(^) 
par  x-^F^ix)  dans  (20),  (21)  el  (22),  cequi  donne 

(.3)  __^_F.  +  F..., 

{.!,)  _^__F.+  F._,. 

(2D)  J^v-ti-H  --^ ;^ F.^i—  Fv— O. 

Si  Ton  combine  par  addition  et  soustraction  les  relations  (23)  et  (24), 
on  oblient 

(26)  -2  ^*  =  F._, -h  FvH-i, 

(27)  —  Fv^Fv-i-F.^,; 

celte  derniere  relation  ne  differe  de  (25)  que  parce  que  v  y  est  ren)- 
place  par  v  —  1 ,  el  si  Ton  mulliplie  membre  a  membre  (26)'et  (27),  il 

vient 

2v  d(F,y 


dx 


^F^.-F^t. 


Les  relations  correspondantes  pour  Wv  =  a?''"*"i  V^,  qui  est  Tiutegrale 
de  (1  ter),  sont 

rfW       w 

^16  bis)  2^--^  =  W,-.  +  \V.„. 

ax  X 
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Quant  ii  la  relation  qu*on  peut  deduire  de  (25)  ou  de  (27),  elle  ne 
differe  de  ces  dernieres  que  parce  que  F  y  est  remplacee  par  W. 

Remarque  I.  —  Pour  la  fonction  Iv(^),  qui  satisfaita  la  premiere  des 
equations  (2),  on  a 

W      _  «  r .r»  x^ x^ j 

'   ^^  '  ~"'i*r(v-f-l)L  2(2v  4-2)         2.4(2v-h2)(2v-h4)~~  2y|.6(2v-h2)(2V-h4)(2^H-6»        *"  I 

et  par  suite  il  vienl 

*      *     ~a»r(v-hl)L  2(2v-f-2)         2.4(2V-h  2)(2V-f-4)         2.4.6(2v-f-2)(2vH-4)(av-h6)        "'j' 

Cest  cette  derniere  serie  qui  represente  plus  specialement  la  fonction 
de  Bessel.  , 

Les  formules  (ao),  (ai)  et  (a^)  deviennent  alors 

(3»)  '-  =  -JE' 

(32)  ar«I,^,— 2(v^-l)I,_^,-h^  =  o; 
et  Ton  en  deduit  pour  la  fonction  J^ 

(33)  ^=     I  J.- J... 

(34)  g=_Ij.^j^.. 

(35)  a^=J^.-J.,.. 

(36)  —  J,  =  J,_,-»-J^,. 

Si  Ton  pose  Jv  =  a;'i  W^  W,  etant  la  fonction  qui  correspond  dans 
ce  cas  a  T^quation  de  Sturm,  on  a 

(38)  ^i=_Lziw;-i-w:_,. 

jMit,  d§  tie.  JformaU.  a*  S^rie.  Tome  XI.  S.  3 
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Remarque  IL  —  De  la  relation  (III)  on  deduil  facilcment  deux  frac- 

V  V 

lions  continues,  qui  represenlent  les  quotients  -^^  et  -^>  et  qui  per- 

meltenl  de  calculer  Vv+i  et  Vy^.^  quand  on  connait  V^ 

12.  De  ia  fonction  0„  de  M.  Neumann.  —  La  fondion  que  M.  Neu- 
mann designe  par  0„,  et  qu'il  appelle  fonction  de  deuxieme  espece^ 
saljsfait  a  Tune  ou  Tautre  des  deux  equations 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 
Si  Ton  pose  0„(y)=  y~"~* Stn{y),  ces  deux  equations  deviennent 

rf'C,  (V)        1-2/1  da„(y)  _ 


dy^  y  dy 

et,  en  faisant  respectivement 

Q„  =  A  -+-  B/'  -+-  C J*  -h . . .  -h  K J"-*  -4-  hy^-^  +  Mj", 
Q„=  A, -f- 8.7'-+- C,7*4- . .  .-f- K,7«-'+ Li/^-S 

on  obtient 

1     '^  L       2(2/1— a)      2,4(2/1  — a)(a/i  — 4)  2.4.  ..//(2/1  — 2)(2//  — 4).  •  ./»J 

^^     1  r  r*  r*  r"-*  1 

n„  =  2»->r(/i-+-i)   i-^-r^ vH 77 =^7 7T -+-••- ^ 7 — 7 \7 \ — ; \      ('»  impair). 

"  ^  'L  2(2/1  —  2)        2.4(2//  — 2)(2/l— 4)  2.4...(/l  — 1)(2//  — 2)...(/H-l)J      ^  ^ 

En  prenant  pour  variable  js  =  ^^  on  transforme  les  equations  (4o)  en 

^^^^Ji^-+-(i-/i)^^Q„(5)  =  /t.2«-«5~    (nimpair); 
et,  si  dans  le  premier  cas  on  a  /i  =  2/7,  et  dans  le  second  /t  =  2/;  -f-i , 
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ces  Equations  se  rameneront  a  la  forme  unique 


S.  19 


(43) 


Z  —j^^ 1-  (I  _  ,1)  -_    _H  Q^,  (5)  =  K^*, 


oil  la  constanle  K  designera  soil  2",  soit  n.a'^*;  cette  equation  admel 
pour  integrale 


(44)    12«(3)=2'»->I.2.3 


r       -  -^ 

,..n    1  H H — 

L         i{n  —  I)       i,9.{n  —  i)(n  —  2 


..-h 


avec  la  condi4ion  X:=  -  ou  ^=  '' 


pair. 


)    1.2... Ar( 

7  suivant  que  n  est  pair  ou  im 


13.  Proprietes  de  la  fonction  ft;, (2).  —  La  fonction  iln{^)  \o\y\\.  de 
proprietes  analogues  a  eelles  que  nous  avons  etablies  pour  la  fonction 
de  preniiere  espece.  Faisons  successivemeot  n  =  a/>  —  i ,  n=a/>, 
71  =  2^  H-  I ;  les  equations  (4^)  donneront 


dz^ 


dz 


U5)    (6)  .^^^-(.-.;,)l^)-^l.„(.)  =  .«''.^ 

((c)  .^^-3/>^^^^+QW.-)  =  («/>  +  0»''^'. 
el  de  la  formule  (/|4)  on  deduira 


(a)      Q,^_,(«)  =  2«/>-«I.2.3...(Q/>-l)[^I  +  y^^ 


2)         1.2(2/?  — 2)(2/?  — 3) 


(46)  { 


"^    I.2.3...(/;  — l)(2/?  — 2).../lJ' 

(6)      Q,p(5)      =2*/'-^  1. 2. 3.. .(2/?)     14--- r  H z ^TT 1-^-- 

^     ^         ^P^     f  \    r/|^  1^2/?—  I)  I  .2(2/?  — l)  (2/?  —  a) 

"^    I.2.../?(2/>— I).../?J' 

[z                       5' 
IH 1 z r  4-... 
l.2/>     .     I.2.2/?(2/?  —  l) 

"^   I.a.../?.2/?(2/l  — I)...(/>H-I)J^ 
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Ea  prenant  les  derivees  des  deux  deraibres  expressions  on  obtieDt 


2  )  I  .  a  {2p  —  2)  (2/?  —  3) 


I.2...{/?  — 1)(2/?  — 2).../? 

1(6)    ^Q«.^.(^)^,.p'-^-3-(^/>  +  ')[,.^^_  +  _ 

'  ^    ^  ^5  2/>  L  I  (2/?  — I)  I 


I 


.2(2/?--l)(2/>— 2) 


[.2...(/>  — l)(2/?— !)...(/>  H- 


oJ' 


et  de  la  comparaison  des  formules  (46  a)  et  (47  a)  d'une  part,  et  de 
celle  des  relations  (46  b)  et  (47  b)  de  I'autre,  on  conclut 

formules  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  unique 

(486^)  iMi)^_a^|'jj^,(,)_3,_.;-T-',i„,,^j. 

Remarque.  —  On  peut  deduire  ces  relations  de  la  consideration  des 
equations  differentielles  elles-memes.  En  effel,  si  Ton  differentie 
I'equation  (45  b),  on  obtient 


d'Qtp 


et  si  Ton  remplace  ici  — ^^  et  ses  deux  derivees  premieres  par  leurs 
valours  deduites  de  (4^^)  on  retrouverequatioD(45a).  Gequi  prouve 

dQ.p(z)         .     2.2/?    ^  ,  .  ^  . 

que  — ^j-^  =  A  ^    J_^  ^tp-i    (A  const. ). 
De  meme,  si  dans  I'equation 

qu'on  obtient  en  differentiant  (45c)f  on   substitue   les  valours  de 
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^^      et  de  ses  deux  premieres  derivees  deduites  de  (48  6),  on  re- 
tombe  sur  Tequation  (45  b).  D'oii  Ton  voit  que. 

^^l^^=X'y^lL±liQ^^(;;)^r,.p^p'^    (A'const.). 

14.  Des  relations  (48  a)  et  (48  b),  combinees  avec  (45  b)  et  (45  c),  on 
deduit  facilement  les  relations  qui  doivent  exister  entre  trois  fonctions 
cons^cutives.  Eo  effet,  la  relation  (48  a)  donne 

dz^  2p  —  I  dz        ^ 

et  si  dans  (48  b)  on  remplace/^par/?  —  i,  il  vient 

par  suite  on  a 

et  en  portant  dans  (45  b)  les  valeurs  de    ^^Jj     et  — Jf,    ^  on  oblient 

On  a  ainsi  une  relation  entre  trois  fonctions  Q  consecutives  dont  Tin- 
termediaire  Q^/y-i  est  d'indice  impair.  Si  Ton  pose  2/7  —  i  =r  a,  cetle 
relation  revient  a 

La  relation  (48  6)  donne  d'un  autre  c6t6 

dz^  p      y      dz  '^*      J* 

et,  en  rempla^ant  ici  — ^^  par  sa  valeur  deduite  de  (48a),  on  a 
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En  portant  les  valeurs  de  — '^J  ^^  et      v*^""'  daus  (45  c),  on  obtient 

(5o)  4^(2/?-hi)Q,p_i(^)-— 2(2/?-M)(2/?  — i)Q,p(5)H-(3/?  — i)Q,;,^i(^)=o; 

dans  celte  rehtion  la  fonction  intermediaire  est  d'indiee  pair  2/>,  el  si 
Ton  fait  2/>  =  n,  elle  revient  a 

{^obis)       4z(/i-hi)Q«._,(x;)4-(/i  — i)i2;,H.i(5)  — 2(/i«  — i)Q„(^)i=o. 

Les  deux  relations  (49  bis)  et  (5o  bis)  peuvent  etre  comprises  dans  une 
seule, savoir 

Si,  au  lieu  de  On{y)  =  y^' ^n{y).  on  pose  0„(7)=y-«a;,(j^),  puis 

•^  =  z,  on  trouve  pour  ft],(j5)  des  relations  analogues  a  (48  bis)  et(5i). 

Dans  sa  Theorie  des  Fonctions  bessiliennes^  M.  Neumann  avoue 
(page  22)  qu*il  n*a  pas  reussi  a  etablir  pour  la  fonction  0  Jes  dernieres 
relations  que  nous  venous  de  demontrer  pour  la  fonction  Q.  Mais  on  re- 
trouve  la  formule  analogue  ^  (5i)  dans  un  Memoire  que  M.  Schlafli  a 
publie  dans  le  3*^  Volume  Aes  Ma(hema(ische  Annalen  de  Clebsch  et  Neu- 
mann (page  137). 


II. 

DC  LA  FONCTION  DE  DEUXIEME  ESPfeCE. 


15.  Lorsque  le  parametre  est  un  nombre  entier  positif /i,  la  serie  qui 
cntre  dans  Y*^  et  U^  devicnt  iufinie  ^  partir  d'un  certain  terme,  et  ne 
pent  servir  a  representer  la  seconde  integrate  particuliere.  Pour  obte- 
nir  cette  integrale  nous  employons  une  methode  indiquee  par  Euler  (*). 

(>)  Calcul  integral,  »•  Mil.,  t.  II,  chap.  IV,  p.  80  et  suiv. 
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Nous  posons 

Q'^  =  \z^\l^—J. .-H . f!- .  -h...l, 

I    ^^  L  »(»-+-^0  I.2(l-f-/l)(2H-/l)  J 


et,  dans  les  equations  (7)  du  §1,  nousfaisons 

V„  =  P„-f-Q«log2, 


(X,  et  Q'„  soDt  des  integrates  particuli^res  de  ces  equations,  et,  pour  de- 
terminer les  nouvelles  functions  P„  et  P^,  nous  avons  les  relations 

Nous  commencons  par  evaluer  P'„,  et  pour  cela  nous  posons 
p;  r=  ,,1,  -h  aft>s  4-  G5'  -h  (D^'-h . . . 

En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  Q'„  dans  la  deuxieme  equa- 
tion (3),  et  egalant  a  o  les  coefficients  des  diverscs  puissances  de  z,  on 
determine  x,  ilb,  C  . . .,  DC,  ^,  dlt,  ...  en  fonction  de  la  constante  A. 
Un  seul  coefficient  ai>  reste  indetermine  et  pent  etre  considere  comme 
une  constante  arbitraire  que  nous  designerons  par  K. 

On  trouve  ainsi 

P;=I.Q...(/l-l)(l-/l)(2-/l)...(-2)(-l)/lA 

' "^ T(Tir;o  ^-"^  i.a...(/i-i)(i-«)...(-2)(-,)J 
f,(.+  ^)     ,«(,+  I  +  _L_^_i_)         ■] 

L      i(/«  +  »)  i.a(«-hi)(/H-2)  -^•••J. 
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eten  portantcette  valeurdans  la  deuxieme  equation  (a),  on  a 

U;,=  ,.2...(/l-l)(l~/l)...(-2)(-l)/lA 
I  X  ['  -^  TiT^  -^-^    ,.2.  ..(„-, )(!_«). ..(_2)(-l)J 

\  ^  L         H^-^^)       i.2(«-+-i)(/i-4-a)  J 


-A 

\ 


L      i(n  +  i)        '  i.ii/j  +  Ofrt  +  a)  H...J. 

Comme  V„=  z~"U„,  on  deduit  de  la 

V,=:i.a...(n-i)(i-/i)...(-a)(-i)/»A 

^'L'    +  1(73:70  ■^•••+.. a. ..(«-,)(,_«)...(-,)] 

-^^'^•^^'"g4'-^HrT^-^..a(.  +  f)(a  +  n)+---] 
L      1(14-/1)       "^  i.2(/n-i)(n4-2)  ■^•••J' 


-A 


en  conservant  les  constantes  A  et  K  on  a  Tinlegrale  generate,  et  en 
faisant  K  =  o  on  a  la  fonction  cyliodrique  de  seconde  espece. 

16.  De  la  fonction  P^.  —  Observons  que  pour  la  constante  A  on  a 
A  =  5 1  et  la  fonction  qui  avec  Q«  (i)  entre  dans  V.  est 

/P„=(i~/i)(2-/i)...(^a)(-i) 

'  ^  [-""-^T(i:r7o  "^-"^  i.2...(/i~-i)(i-/i)(2-./i)...(-i)J 

l\         /iH-i/  \         2        714-1        n-^i)  I 

./iL      i(/H-i)  i.2(/H-i)(/H-2)  "   J 


(7) 


1.2.3. 


En  s*appuyant  sur  la  relation  V„^.,  =  -^>  qui  doit  avoir  lieu  pour 

toute  fonction  de  Fourier,  on  peut  ^tablir  aisement  une  formula  de 
recurrence,  qui  permet  de  passer  de  P„iiP„^,.  Prenons  Tint^grale 
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SOUS  la  forme  generale 

V„— P„4-x„Q„-hQ„log5    («„ const.). 
Pour  un  indice  superieur  d*une  unite  nous  aurons 

comme  on  doit  .avoir  V,,^,  =  —rr^  ^i  que  Q,,^.,  =  -^>  nous  en  con- 
eluons 

p         ^,        O        -^'^-4-a     ^Qn     .     Qn. 

par  suite 
Resle  a  determiner  la  difference  a„—  a„^,.  De  (7)  on  deduit 

"^ -[!-('* -+-.)][2-(n-i-i)]...(-2)(-i) 


i[i  — (W-+-I)]       r.2[i  — {/H-i)J[2-(/i4-i)J      ■"  • 

1.2.  .  .[('*  -^  0  —  2][2  —  (/I  -t-  I  ij.  .  .(—  2;(  — I)  j 

r  .(,^i^_L_ .-_"_) 

I  I  I  V      2     /I  -+- 1      /I  J-  2  / 

I  I  -^ 1 :i 5 

i.2.3.../i(«-|-i)  L        n-^i  I (/^ -!-•>.) 

5M  1  -+-  -  -h  ^  -f- 1 1 7-^  )  I 

\  2         3         /I  -t-  I  /i-H2         /t-t-3/  I 

"^  I.2(/i  -+-2)(^/    r-Sl  ^'"'J  ' 

d*autre  part  on  a 

/*-+-!     dz  1.2.../|(W  -h  I)  L/^ -f- I  ~^  i(/i -i- i)(/i -h  2)         I.2(/i    hl)(/l  4-  2)(«  -f-  3) 

Q«_.    !__['    _j ■  *:! ,. 

-3         "  l.2.../lL-  l(/H-0  I.2(/l-M)(n-+-2)~^  I.2.3(/l--hl)(/J    ^2)(/l-h3) 

.^nn.  Je  I'/ic.  Nor  male.  2»  Serie.  Tome  XI.  ^'4 


TT -+-•••     . 
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er,  si  Ton  ajoute  ces  trois  expressions,  il  vient 


dPn     .           I 

dQ,  _  Q, 

—7 1 

•  —i h  -^ 

fiz         n  -1-  1 

dz          z 

=  [I -(«  + I)]  [Q -(«-»- !)]...(-  2)  (_,) 


l.[l— (/H-l)]        ■■■         l.9...[(/I-t-l)—l][l  —  (/H-l )]...(— I)) 

I  I     \        /i-+-a/  \        Q      /iH-a      /n-3/  I 

1.2.3.../1  (/I -f-i)  L     i(/»-h2)        -  i.a(/i4-2M''-*-^)  ---J- 

Celle  derniere  expression  n*esl  autre  que  la  valeur  de  P^,;  on  a  done 
^   •  r  ,+-1  —  —j^  -t-  -7;; — t — ^  • 

«.;         /I  -h  I    a^  z 

Remarque.  —  Oo  peutd*aiIleursderaontrer,  en  s^appuyantsurPequa- 
lioa  diflerentielle,  que  la  valeur  de  P.^.,  se  presente  sous  la  forme  generate 

it^  uz  z 

car,  si  Ton  differentie  par  rapport  a  s  la  premiere  equation  (3),  et  si, 
d'un  autre  cote,  on  y  remplace  n  par  n  +  1,  il  vient 

en  substituant  la  valeur  (a)  dans  (c)  et  observant  que 

onretrouve  Tequation  (6);  cequi  montre  que  la  valeur  (a)  satisfait  a 
Tequation  (c),  quelle  que  soit  la  constante  a.  Par  le  developperoent  en 

serie,  il  est  etabli  que  cette  constante  est  egale  a Je  ne  sais  si 

cette  remarque  a  ete  faite  jusqu*a  present. 
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17.  En  revenant  k  la  cunstante  a„,  on  voit  qu'on  a     • 


I 

*ii+i  —  «/« — 


n-t-  I 


»„^,— ;.„+,— ^--^, 


I 

d'oii  il  suit 


«»+A  —  *a 


(      X  1  I        \ 

\«-|-i        /I -1-2  n-\-hJ 

Si  Ion  fait  n  =  o,  el  si  Ton  remplace  ensuite  h  par  n,  on  oblienl 

ofo  resle  arbilraire  el  Ton  a  pour  V„ 

(,o)  v„  =  P„^-|^«o-(n-^-^|-t-••  -H^)]Q»-HQJogi. 

Remarquons  que  les  valeurs  de  P„  et  Q„  se  deduisent  de  celles  qui 
correspondent  k  Tindice  o,  c'est-k-dire  de  P,  et  Qo.  On  a  en  elTet 

o  -'^Q- 


P. 


P.: 


(Iz  as         z 
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et  en  g^Deral 


_rf«Qo 


CO    {  p  _rf»Po  ,  d 


rfi»  rfj"-»  </5»-»  rfs«-» 


Si  dans  P,,  on  developp?  les  termes  qui  conliennent  js-*  en  facteur, 
on  obtient 


[  nz'*  ^        \         2        3  nj  dz'^   ' 


et,  en  remplacant -^>  -^>  •••,  -^  parQ,,  Qa,  ...,  Q,„  on  a 

I  P. -  -3pr  +  7  y-t ^TT—  y«-«^- 375 Q«-3-. . . 

(l3)  ^  /  V  •>  /  V 

valeur  qui,  subsliluee  a  P„  dans  (10),  donne 

i  .     /l(/l  — l).  .  .3.2.1    ^  ^     , 

(  -      n-^^ Qo  +  Q.log.-. 

18.  On  arrive  a  la  meme  valeur,  abstraclion  faite  du  terme  aoQ,,, 

si  Ton  observe  qu'on  a 

Vo=Po  +  Qolog.-    (M, 


V„i= 


dz^         dz'^  dz^ 


(1)  En  prenant  Vo  =%  Po  +  Qo  logs ,  on  suppose  la  conslanle  ao  nulle;  ct  comme  celte 
valeur  doit  6tre  porl^e  dans  Vn,  (10)  et  (14),  il  s*ensuil  que  celte  function  est  complelemonl 
d^termin^e. 
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Les  valeurs  de  Po  et  Qo,  d'oii  se  deduisenl  toules  les  fonclions  P^,  et 
Q„,  sont  celles  qui  satisfont  a  Tequation  (6),  §  1;  on  les  deduit  des  for- 
mules  (i)  et  (7)  du  present  paragraphe,  en  faisant  A  =  1  et  n  =  o,  et 
Ton  a 


I.I  I .2.  I .2  I .2.3. I .2.3         '  '  '  ' 

Li.i        1.2. 1.2  1.2.3. 1.2.3  J 

Dans  le  cas  oil  w  :=  1,  les  equations  a  integrer  sont 

et  Ton  a  alors 
0.=,  +  -l-  + 


(•7) 


L    1.2  1.2.2.3  1.2.3.2.3.4  .1 


Si   dans  P,   on  effectue    les  calculs   indiques  aux  numerateurs,   on 
trouve 


■■.  =  S-[Tf 


—^ \ 00/ :r-?  H ^^— ^ 


2.2       1.2.2.3.2.3       1.2.3.2.3.4-2.3.4       1.2.3.4.2.3.4.5.2.3.4.5 

"^  I. 2. 3. 4.5. 2. 3. 4. 5. 6. 2. 3. 4. 5. 6  ■^•r 
les  nomhres  3,  14,  70,  4o4f  2688,  . .  .  sont  donnes  par  Euler  (*). 

19.  II  est  a  peine  necessaire  de  faire.  observer  que  les  series  em- 
ployees jusqu'iei  sont  convergentes.  D'abord  la  serie  Q„  ou  Qv  converge 
plus  rapidement  que  celle  qui  represente  le  nombre  e.  La  fonclion  P,, 

(»)  Caicui  uttcf^ral,  a*  6dit.,  t.  II,  Chap.  VII,  p.  i56. 
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se  compose  d'un  polynome  limile  et  d'une  serie  infinie  dont  le  lerme 
general  est 

f  \         2        6  /?       /I  4-  I        /J  -4-  2  n  -hpj 

1.2.3,  ../e  1.2.3.  ../?(/n-i)(/n-2).  ..{n-\-p) 


T,.^—A -X 


Si  Ton  pose 


-,  I  I  I  I  I 


2  p       n-hi        /iH-2  n-hp 

le  rapport  du  terme  suivantTp^,  a  1p  est  represente  par 


Tp±1- _x 


\    ^       />-f-i         n-hp-hi  / 


ou 

(i8)     "ff  "^  (/>  4- 1)  (/1 4-/^  4- 1)  ['  ^  h;  [yri  "^  71  +/.  + 1  j  J  • 

A  mesure  que  /?  augmente,  Texpression  entre  crochets  diminue  et 

se  rapproche  de  I'unite;  le  facteur  7 r-7— r  d^croit  jusqu'a 

devenir  aussi  pelit  qu'on  voudra;  done,  a  parlir  d'un  certain  terme,  si 
z  conserve  une  valeur  flnie,  ce  rapport  devient  plus  petit  que  Tunite, 
er,  par  suite,  la  serie  est  convergente. 


III. 

AUTRES  DftVELOPPEMENTS  EN  SfiRIES. 


20.  On  peut  donner  une  autre  forme  au  developpement  des  fonc- 
tions  de  Fourier  en  y  introduisant  comme  facteur  la  fonction  e^. 
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En  partant  de  la  seconde  equation  diflerentielle  (2  bis)^  §  I, 

oil  Ton  sait  que  Uv  =  a?''Fv,  et  en  posant 

on  obtienl  la  nouvelle  equation  differentielle 

Pour  integrer  cette  derniere  equation,  nous  posons 
et,  en  substituanl  dans  (2),  nous  avons 

A  a  (a  —  2v);r*~*H-  A/n(2a  —  av-f- 1)  J7*~'4- A(m* —  i)a?* 
-4- Bp(p  —  2v)ar?-«4- Bm  (2 p  —  2v  4- i)a;P-» -h  B(m«— i)^? 

-f-CY(Y  —  2v)j?T-«-|-  C/W(2Y  —  2V-4-  l)j7T-«-f-C(m* — l)j?T 

4- ==^0. 

On  satisfail  h  cette  equation  en  posant  d'abordm^—  1  =  0,  ce  qui 
donne  m=  db  i,  et  en  egalant  a  zero  les  coetBcients  des  diverses  puis- 
sances dex.  II  y  a  deux  manieres  d'operer  pour  chacune  des  deux  va- 
leurs  de  m. 

I**  En  prenant  m  =  —  i  et  posant 

a=:2v,      p:ir2v-hl,      Y=^2v-h2,      5z=2v4-3,       ..., 

on  a  pour  premiere  integrate 

L  l(av-hl)  1.2(^2V-hi;(^2V-|-2)  I.2.3(2v-hl)(2vH-2)(2v-H3)  J 

2"  Si  avec  m=  —  i  on  fait 

a  =  o,    p  =  i,    Y  =  2,    5  =  3,     .,., 
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on  oblient  pour  deuxieme  inlegrale 


L  1(1  —  '2v)  1.2(1  — 2  V)  (2  —  2V)  1.2.3(1  —  2v)(2  — 2V)(3 — 3v)  J 

On  a  ainsi  pour  Uv  les  deux  valeurs 

r  {H    azMzi. ,  1 

L  1(1  — 2v)  1.2(1  —  2V)(2—  2V)^  J 


u:z:=A>-^ 


Remarque.  —  Si  au  lieu  de  m  =  —  i  nous  posons  /ti  =  -h  i,   nous 
aurons 


I    ' ;^ :  2J:H '—(2xy—...   I  , 

L  l(l-|-2v)  1  .2(1  -h  2v)(2  -H  2v)  J 


(4) 


valeurs  qui  se  deduisent  des  precedenles  en  changeanl  a?  en  —  j?,  et 
qui,  par  consequent,  ne  donnent  pas  de  nouvelles  integrales.  On  voit 
d'ailleurs  que  Tequation  differentielle  (i)  ne  cliange  pas  quand  on  y 
remplaceo?  par  —x. 

De  la  decoule  une  consequence  remarquable.  En  prenanl  A^  —  A",  on 
a  TJ^  =  Ur,  ce  qui  donne 

r   '^-^•'     {v^Mi-^') . ,.  1  J  ^^^      1 

e'\   I .2j:+— -(2X)«  — ...  I— e-^l   I4--7 ILX   \-...   \ 

L  I(l-h2v)  I.2(l-|-2v)(24-2v)  ^  J  L  l(H-2vj  J 

c'est-8i-dire  que,  si  Ton  effeclue  les  produils  indiques  dans  les  deux 
membres,  on  doit  trouver  de  chaque  cole  une  expression  de  la  forme 
I  -f-  Aa?^-f-  Ba?*  -h...,  oil  les  termes  de  degre  impair  ont  disparu.  De  la 
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on  deduit 


G+^)      (l^'){z^'') 


I-H— ^2J7H ~ ^—^. ^(2 J? )*-+-.  .  . 

,^.  ^^_  l(lH-2v) I.9.(l-h  ^v)(2  -h2v)' 

1 :i — : L-  2X  -\ ^ — ^^ (2Xy  —  .  .  . 

i(H-av)  1 .2(1 -h  2v)(2  4- av)  ^ 

et  on  a  ainsi  la  valeur  de  la  fonction  exponenlielle  sous  la  forme  d*un 
rapport  de  deux  series  infinies  contenanl  un  paramelre  arbitraire  v. 

L*egalite  ll^=  U^''  donne  pour  e^^  une  expression  qui  ne  differe  de 
la  preeedenle  que  par  le  signe  de  v. 

Pour  que  les  fonclions  ainsi  oblenues  representent  exactement  des 
fonctions  cylindriques,  il  Taut  qu'elles  satisfassent  a  une  seconde  con- 
dition. Or,  de  la  premiere  formule  (3)  on  deduil,  eii  supprimant  Tac- 
cenl, 

L  l(l-+-2v)  I.2(H-2v)(2  -H  2v)  J 

et  de  la 


X  dx 


2V-H2  L  34-2V  1.2(3 -H2v)(4 -H  2v)  J 


d'oii  Ton  voit  que,  pour  que  la  relation 


soit  satisfaite,  il  faut  qu'oQ  ait 


3(v-i-l) 


relation  idenlique  a  celle  qui  a  ete  etablie  precedemment.  Pour  un 
paramelre  entier  n,  on  a 

et  on  en  conclut 

A        ^ 

"""  a"r(i4-«)' 

jinn,  de  Vtc,  NormaU.  »•  Serle.  Tonic  XI.  S.5 
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21.  Nousavons  deja  observe  que,pourpas^erdesequatioDs(a6a),§I» 
aux  equations  (2),  §1,  il  suffitde  rcmplacer  xpar  ori.  Si  nous  faisons 
cette  substitulioD  dans  les  expressions  (3),  nous  aurons  les  integrates 
particulieres  de  la  seconde  equation  (2),  §  I,  que  nous  designerons  par 
H,  et  H3.  En  separanl  dans  la  parentbese  la  partie  reelle  de  la  partie 
imaginaire*  nous  avons 


(6)/ 


[  I.2(H-2v)(2-|-2v)'^        '  l.2.34(l-+-2v)(a-+-2v)(3-|-2v)('4-|-av)' 

Ll(l-l-2v)  I.2.3(I-h2v)(2H-2v)(3-4-2v)  J    ' 

„  ,,.',  a-')a-),,.,  a-)a-)a-)(^-)  „,, 

■^'L»(I-2V)^''*^^""I.2,3(I-2V)(2-2V)(3-2V)(^''^*'^-*J)- 


Si  Ton  designe  par  M  et  N  les  series  qui  entrent  dans  H^  il  vient 

H|  =  A,  oj^'e-^CM  -H  tN )  =  Ai  j?*'[M  cos  J?  -h  N  sinx  h-  i(N  cosjt  —  H  sinx)] ; 

et,  en  changeant  i  en  — 1\  on  a 

Hj  =  Aix*' e^(M  —  iN)  =  Ai^F^'CM  cosx  H-  N  sin x  —  i(N  cosx  — Msinx)]. 

Comme  ces  deux  valeurs  H,  et  H',  doivent  £tre  identiques  et  reelles,  on 
en  conclut 

(7)  Ncosor  — Msinx  =  o    ou    tangjc=— ; 
on  a  ainsi 

(8)  H|  =  A,a?»'(Mcosa:-hNsinx), 
ou,  en  remplaQant  N  par  sa  valeur  deduite  de  (7), 

iSbis)  Ht  =  A.x-^. 

II  faut  remarquer,  en  passant,  que  la  formule  (7)  donne  la  valeur  de 
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tangd?  sous  forme  du  rapport  de  deux  series  infinies,  de  la  m£me  ma- 
nifere  que  la  formuie  (5)  exprime  e^*. 
Remarquons  encore  que,  d'apres  (8  6w), la  serie  M  doit  s'annuler  pour 

les  vaJeurso?  =  -,  — ,  — >  ...,  quelle  que  soit  la  valeurdu  parametrev; 

sans  cela  la  valeur  de  H,  deviendrail  infinie  pour  chacune  de  ces  va- 
teurs  de  la  variable,  ce  qui  ne  saurait  etre.  Ces  resultats  s'accordent 
avee  ceux  que  Kummer  a  oblenus  par  une  methode  bien  differente 
dans  son  Memoire  sur  la  serie  hypergeometrique  (*). 
Si  dans  (8)  on  remplace  M  par  sa  valeur  deduite  de  (7),  on  trouve 


sinjT 


et  I'ou  voit  par  la  que  N  doit  s'annuler  comme  sino;  pour  les  valeurs 
a?  =  o,  TT,  27r, ....  En  multipliant  les  formules  (8  tw)  et  (8  ^er)  respecti- 
vemenl  par  cosa?  et  sino?,  et  les  ajoulant  apres  les  avoir  elevees  au  carre, 
on  oblient 

(9)  H;=:AJa:*^(M«  +  N«),    (i'ou    Yi^—k^x'^sJW^W. 

En  representant  par  M'  et  N'  les  series  qui  entrent  dans  Ha  (6),  et  qui 
ne  different  de  M  et  N  que  par  le  signe  de  v,  on  deduit  de  celte  seconde 
integrale  des  consequences  analogues  a  celles  que  nous  venous  d'indi- 
quer. 

Lorsque  Ton  a  v  =  /i  4-1,  n  elant  un  noml)re  entier,  les  fonclions 
M'  el  N'  sont  limit^es,  et  la  fonction  Ha  represenle  la  seconde  integrale 
sous  forme  finie.  Nous  reviendrons  sur  ce  cas  particulier. 

22.  Dans  le  cas  oil  le  paraimelre  est  un  nombre  entier  n,  la  fonc- 
lion  U'  (3)  devient  infinie  a  parlir  d'un  certain  terme,  et  ne  pent 
repr6senler  la  seconde  integrale.  Pour  trouver  cetle  integrale,  nous 
appliquons  encore  la  methode  d'Euler.  Si  dans  T^quation  (2)  nous 
faisons  m  =  —  i  et  v  =  /i,  elle  devient 


(10) 


^»)  Journal  de  Crrlle,  1. 15,  §  26  du  M6moire  cit6. 
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et  si  nous  posons 

R  =  p  -+-  R,  log^, 

Ri  representant  la  premiere  integrale  de  I'^qualion  (lo),  savoir 

L  I(2/i-+-l)  I.2(2/l-M)(2n  4-2) 

l.2.3(2/i-hl)(2/t-|- 2)(2/H-3)  -J' 


nous  avons  pour  determiner  P  Tequation 

€f»P  /l  — 2/t  _    \  C(P  _ 


€/•?  /l  — 2/1  \  fl^  I  — 2/1-.  2    Cffli  2/lR,  2R, 

V  X  ax  x^  X 


On  obtient  la  valour  de  P  en  employant  encore  la  methode  des 
coefficients  indetermines  et  posant 

On  trouve  ainsi 

/  p__  2^^   1.2.3...(2/t~l)(l  — 2/l)(2~2/l)...(— 2)(— I) 
(1  —  2/l)(3—  2/l)(5  — 2/i)...[(4/l  —  I)  —  2/l] 

^.L  ,    »-^^  ^  ,    (i-2/i)(3~2/i)  ^,  ^  ^     ^  (i-2/i)(3~2/i)...[(4n-3)~-^/i]^,   ) 

(  1(1 — in)  1.2(1  —  2/2)(2  —  2W)  '"         1. 2. ..(2/1  —  l)(l  —  2/i)...(— 2)(— I)  ) 

r(2/H-l)— ?-r  (2/1 -f- I)  (2/1  4- 3)  f—^   H ^—\  1 

^''^       ^  L         l(2/t-hl)  I.2(2/i-|-l)(2//4-2)  J 

[(2/l-hl)(n 5^ )  (2/H-l)(2/H-3)(n-iH ^^ 1 ? )  I 

I  ( 2  /i  -h  I )  1 . 2  (^  2  /i  -h  I ;  ^  2  /i  -h  2 ;  J 

^      t-f  2/H-I  (2/l-+-l)(2/H-3)  ,  1 

L  l(2/2-hl)  1.2(2/*  H-l)(2/i  -h2)  J 

et  la  seconde  valeur  de  U„  est  alors 

(i:^)  U;  =  e-*(P-hR,logx). 

11  est  facile  de  reconnailre  que  les  series  (3)  sont  convergentes,  car 


-A^ 
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le  terme  general,  qui  conlient^^,  est 

(i±2v)(3d:2v)(5=b2v)...[(2/?  — Qdzav]    ^^ 
I  .:?.3. .  ./>(i  i±i2v)  (2  =iz2v) . . .  (/>  ±:  2v)  ' 

le  precedent  est 

(l±2v)(3±2v)(5Hb2v)...[(2;>~3)±2v] 

i.2.3...(y^  — i)(i±:2v)(2±:2v)...[(/>  — i)±:2v] 

et  le  rapport  de  ces  deux  termes,  qui  est 

I3I2V 

.  2 =^= 

1p  —  I  it  2V  p 

_J ^  — -  ■*  ^ 

jj(p  zh2'*)  />±:2v         ' 

diminue  k  mesure  que  p  augmente,  et  a  pour  limite  o,  taut  que  x 
conserve  une  valeur  finie. 

Les  deux  dernieres  series  qui  entrent  dans  P  sont  aussi  convergentes. 
Le  terme  general  de  la  premiere  peut  etre  mis  sous  la  forme  suivante 


(2/1  -hi)  (2 /I  -+-3)(2/l4-5)...[2/l4-(2/?  —  l)]/ 1 T-f-.. 


3  2/>  — 

n-t--       n-f--  n-h-^ — 

2  2  2 


-^) 


I  .  2  .  3  .  .  ./>  (  2  /*  -h  I  )  (  2  /4  -h  2  )  .  .  .{2/1  -h  p) 

le  precedent  est 

(  2/1 -M)  (2/1  4- 3)  (2 /H- 5),-. [2 n -4- (2/?  — 3)]/ — ^- 1 ^4-. ..-4-.  ' 


\  /H--        /l-f-- 
\  2  2 


1.2.3.  ..(/?  —  l)(2/l-f-l)(2/l-4-2)...(2/H-/>  —  l) 

et  si  Ton  pose  • 

IT  I  I  I 

K—  .  H 5  -H...-I- 5, 

I  3  2p  —  3 

/i  H- -        /i-h-  /iH ±- 

22  2 


le  rapporl  de  ces  deux  termes  est  represente  par 


K+  ' 


20    I 

n-" — 


2/14-  2/>  — 1  2  __2/l-|-2/?  —  I    r  I  ~| 

y>(2/i-f-/>)  k  ^^  7"(2/i-h/?)    j  '"^j^/      ^    2/>-i\     •'* 
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A  mesure  que/?  augmente,  Texpression  enlre  crochets  tend  vers 
Punite,  et  le  premier  facteur 


I 

1-4- 

P 

2n  -{-  p  -h  p  — 

p(2n-hp) 

I  H-  -^ 

I                an  -h p 

P 

2/* 

1  H 

P 
P 

diminue  sans  cesse  et  a  pour  limite  o.  Done*  a  partir  d'un  terme  assez 
eloigne,  ce  rapport  devientplus  petit  que  Tunite,  etla  serie  est  con- 
vergente.  On  demontrerait  de  la  meme  mani^re  que  la  seconde  Test 
egalement. 

23.  Pour  avoir  la  deuxieme  integrate  de  la  seconde  equation  (2)* 
§  I,  lorsque  le  parametre  est  un  nombre  entier  et  positif,  il  suiHt  de 
remplacer  x  par  xi  dans  les  valeurs  de  P  et  R,  obtenues  precedemment. 
Si  avec  X  =  o  on  pose 

(l  —  2/l)(3  —  2/1).  .  .[(4/i  — I)  —  2/^]    L  1.2(1  — 2/l)(2  —  2/i)  J' 

_  l.2...(2/l  — l)(l—  2>/l)...(— 2)(— 1) 

W,_2/«    (,_2n)(3-2W)...[(4/l-l)-2/l] 

X   r    '-^^      ^l-««  ^  («-2/l)(3-2/l)(5-2n)  ^,_,„_^  1 

Ll(l  —  2/l)  I.2.3(l  —  2/l)(2  —  2/l)(3  —  2/j)  ---J* 

(3.->-.)(an+3)      /_^  ^      .     \    . 

..a(2/n-i)(a«  +  a)(     ^^       ^^31 

(2/t-4-l)(2/lH-3)(2/>-h5)(2/l -f-7)  /       1  I  I 


1.2.3.4(2/H-l)(2/l-+- 2)(2/H- 3)(2/l4-4)  (  «  3  5 

\  2  2  2 

V     -/o^^.N         '  ^  (2/1  4-0(2/1 -^3)(2/t -^5) 

1N,_(2/14-I)  -^07-  ,.2,3(2^^.,)(a^^2)(2/l-h3) 

/I  -+-  -  ^ 

2 


^Tl)--- 
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^^"^  I.2(2/H-l)(2/H-a)  "^  1.2.3.4(2/l-f-l)(2«-f-2)(2//-f-3)(2/l4-4) 

(2/iH-l)(^l-4-^^^-^^j^     ^  (2/l-4-l)(2/l-f-3)(2/l-^5) 

'   *  "■  l(2/l-hl)  ^  I.2.3(2/l-f-l)(2/l-h  2)(2/l-h3) 

\  2  3         2/1-I-I  2/i-4-2  2/1-4-0/ 

(l-f-2/l)(34-2/l)  (l-|-2/l)(3-f-2/l)(5-t-2/l)(7-^2/l)  ^, 

*"■'  1.2(1    H2/2)(2-f-2/l)  I.2.3.4(l-+-2n)(2-+-2/l)(3-+-2/l){4-|-2/l) 

_       l-h2/l       ^  (l  +  2/l)(3-f-2/l)(5-f-2/l)       _^3    ^  , 

*  —'    i(i-|-2/l)  1.2.3{l-h2/l)(2  -f-2/l)(3-h  2/t)  *"' 

les  valeurs  de  P  et  R,  peuvent  eire  mises  sous  la  forme 

t  P  =a:««[M,-hM,  +  M,-4-£(N,-hN,-H-N,)], 

de  la  on  deduit  pour  la  seconde  integrale  cherchee 

expression  que  Ton  ramene  k  la  m6me  forme  que  prec6demment,  en 

posant 

Mt-f-M,H-M,-hM,  logj:=:aiL, 

N,  -f-  N,  -h  N,  4-  N*   logo:  =:  X. 

On  a  ainsi 

(,4)  H,=  A,;r"»e-'*(^-4-  iX), 

et,  en  faisanl  disparaitre  les  imaginaires, 

(i5)  H,=  A,J?"*(31Lcosa:-h5'i;»sinjr), 

avec  la  condition 

(i5)  OILcoso?  —  Xsinj?  =  o. 
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IV. 
REPRfeSENTATiON  DES  FONCTIONS  DE  FOURIER  PAR  DES  INTfeGRALES  DfiFlNlES. 


24.  La  forme  donnee  par  Bessel  a  la  fonctioii  que  nouseludions  esl 
la  suivante  : 

(i)  J^(j?)  —  —  I      cos(v£  —  j?sinE)</£; 

V  designe  ici  le  parameire  constant  eta?  la  variable  independante.  Cest 
lorsque  le  parametre  esl  un  nombre  entier  que  Texpression  (i)  repre- 
sente  la  fonclion  de  premiere  espece;  et  c'est  ce  cas  particulier  que 
Bessel  a  etudie.  Nous  considerons  ici  le  cas  oiiv  est  un  nombre  frac- 
lionnaire  quelconque.  Pour  demontrer  les  principales  proprieles  de 
ceMe  fonction  nous  comparons  Jv(^)  aux  deux  fonclions  voisines 
Jv_i(^)  et  Jv4-,  («r).  De  la  definition  (i)on  dedult 


,lr 


:^ —  /       sin(ve  — j?sme)smea6, 


dx  ..-^^ 


2   r 

Jv-t(^) -H  J»+i(^)=: —  /       C0S(v6  —  j: sine)  cose £/e, 

Jv_i(a:)-- J»+i(a?)  =  —  /      sin(ve  —  J7  sine)  sine  c/e, 
et,  par  suite, 

(A)  Jv_,(a?)— J^i(a:)=:2  ^, 


dx 


formule  identique  k  (35),  §  I. 
D'autre  part,  Tidentite 


COS(ve  —  j?sine)coserfe=  —  /      cos(ve  — xsine)[v  — (v  — ;rcos«)l  — 
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donne 

(B)  J,-j(j:')-hJv-Ki(.T)i=  —  Jv(^) > 

formule  qui  se  confond  avec  (36),  §  I,  lorsque  v  est  entier,  et  des  rela- 
tions (A)  et(B)  on  deduit 

'^'^    -d^  ^  ^^'  -d;r  -"'  y^  tO^'^''^-^ — ^^^ — ^^^ 

equation  qui  ne  differe  que  par  son  dernier  terme  de  celle  que  nous 
avons  etudiee  jusqu'ici. 
Si  Ton  pose 

J,(x)=:x-'H(x)    et    =  N, 


-hH(x)4-N(v-f-jr)x*-'r=o; 


H(x)  —  Ax*-h  Ba:*^»  4-  C j:*+*-+-  D;r*-^», 

et,  substituant  dans  Tequation  differentielle,  on  a 

[Av(— v)-h  Nv];r*-«-H  [B(l-h  v)(l  —  v)4- N]  ^^-* -h  [A  4- C(2 -+- v)(2  —  v)]:r^ 

-+-[B4-D(34-v)(3— v)]a?-^«4-[C-hE(44-v)(4— v)]ar»+«-+-...=:o; 

en  egalant  ensuite  a  zero  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x, 

on  obtient 

.       N       ^         N  ^  A  N       I 

V  v' — I  v' — 2'  V    v' — 2 

B      _  N  p_      C      _N  I 

v«-.3*  ~  (v»— i«)(v»— 3*)'  v«  — 4«  ~  V    ^  (v*— 2«){v«— 4«)'    '"' 

et»  par  suite. 

If/    X      Na?^  r  j?«  ^*  1 

"(-^)=-^['-^v"nr^'^(v'--2')(v'-.4')'^'"J 

yrf/f«.  <fc  /'J^.  iVorm.  a*  Sine,  Tome  XI.  S»6 


il  vient 

' 

r/«H(x) 

-h 

I  —  2V 

dtiix) 

^^» 

X 

dx 

en  faisant 
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d'oii 

(I        . sin2vit  (  I  r  J?*  O?* 

"^  v»—  i«  "^  (v»  —  l«)(v*—  3«)  "*"•  "  J  i  ' 

resultat  identique  k  celui  qu'a  obtenu  M.  Anger  en  developpant  direc- 
tement  la  foDction  (i). 

Cetteserie(D),  qui  est  applicable  pour  toutevaleurfractionnaire  dev, 
comprend,  comme  cas  particulier,  le  developpement  qu'on  doit  trouver 
quand  le  parametre  est  un  nombre  entier  n.  Dans  ce  cas,  sin 2nn=  o^ 
et  lous  les  termes  finis  de  la  s^rie  multiplies  par  ce  facteur  dispa- 
raissent;  mais,  a  partir  du  terme  en  a^,  les  denominateurs  compre- 

nant  le  facteur  v*  —  n'  s'annulent,  et  la  fonction  prend  la  forme  -• 

Pour  Irouver  sa  vraie  valeur,  il  y  a  deux  cas  k  examiner,  suivant  que 
n  est  pair  ou  impair. 
Si  n  est  pair,  le  denominateur  du  terme  en  ac^  est 

v(v«— 2«)(v«— 4«)...(v«— /i«) 

=  (v  — /l)[v  — (/I  — 2)]...(v  — 4)(v  — a)v(v-h2)...(v4-/i), 

etsi  Ton  fait  v  =  71,  cette  expression  revient  k 

0.2. 4*  6... (/I  —  2)/l(/l-h2)...2/l=:O.I.2.3.../l.2'». 

Si  n  est  impair,  le  denominateur  du  terme  en  of"  est 

(v«— i«)(v«-3«)...(v«— n«) 
=  (v  — /i)[v  — (/I  — 2)][v  — (/I  — 4)]...(v  — 3)(v  — i)(v-M)(v-h3)...(v-+-/i); 

et  pour  V  =rn,  cette  expression  revient  k 

0.2.4.6.  ..(n  —  3)(n  —  i)  (/I  4-1)  (/1 4- 3)..  .2/1  =  0.1.2.3.  ..n.  2". 

On  voit  par  Ik  qu*en  supprimant  le  rapport  f ^  _l^^v  =  -  on  trouve, 
pour  rentier,  pair  ou  impair, 

•»*W  — r(^_^,)  L       lin-^i)      i.a(nH-i)(/i-h2)      i.2.3(/i-hi)(n4-2)(/n-3)  "^-J' 
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et  c'est  la  forme  que  prend  la  fonction  de  premiere  espece*  lorsqu'on 
y  conserve  la  variable  x. 

Lorsque  1e  param^tre  est  purement  imaginaire  et  represente  par  vi, 
la  formule  (D)  devient 


Tous  ces  resultats  concordent  avec  ceux  qu'a  indiques  M.  Anger 
dans  ses  rccherches  sur  la  fonction  Jv(itr)  (*)  et  qu'il  a  deduits  de  la 
consideration  de  Tintegrale  definie. 

Lorsque  le  parambtre  est  un  nombre  entier  n»  Tequation  differen- 
tielle  (C)se  reduila 


(C) 


d'J„(a:)    .     I  ^J„(^) 


('-j!)j»(^)-o, 


da;-  X      dx 

et  la  fonction  de  premiere  espece  se  presente  sous  la  forme 

(2)  J„(j7)=: —    I      cos(n$  —  J?sine)rf6, 

ce  qui  revient  k 

J;,(j7)= —   /     cos/2e.cos(^sine)de-i /     sinn&.siQ(/isine)e/&. 

27rJ^  ^  '  2irJ^  ^  ' 

Or,  si  le  parametre  est  un  nombre  pair  2/1,  on  a 

/sin2/2esin(j?sine)de  =  o; 
et  si  c'est  un  nombre  impair,  sn  -f- 1,  on  a 

f      COS(2/H-i)ecos(arcose)de=:o; 
0 

(>)  NeuesteSchriftcn,  elc,  ann^  i855,  p.  i5  el  suiv. 
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par  suite,  suivant  1*uq  ou  Tautre  cas,  la  fonction  de  Fourier  prend 
I'une  ou  Tautre  des  deux  formes 

ijj„(^)zzr —    /       C0S2nEC0S(/lsine)€/e, 
f  !,„-,., (j?)= —   /     sin(a/i -f-i)£sin(j:sine)rfe. 

La  troisieme  forme  que  Ton  rencontre  est  donnee  par  la  relation 

I    r*^     ,„       /     .    N^      1. 3. 5. ..(2/1  — I),  .   . 

—    /       COS*''£COS(j?Sine)ae  = J«(-r), 

2TZJ  x« 


qu'on   demontre  facilement  en  developpant  en  serie  cos(xsin£)  eten 
evaluantles  integrates  de  la  forme  /     cos^^ssiu^E^fs,  qui  se  ramenent 

Jo 

toutes  a  la  premiere 

r"    ,.  ^      1. 3. 5. ..(2/1  —  1) 

/       cos'*6ae= 7-— 2ir. 

J^  2.4.6. ..2/1 

On  trouve  ainsi 

—  /      cos*'*ecos(a?sine)e/8 

2^  Jo 

_  i.3.5...(2/i  — i) r  __      X* ^ I 

~~         2.4.6. ..2/1         L  2(2/l-H2)  2.4(2/H- 2)(2/l-h4)  "J 

_  I  i.3.5...(2/i  — Q/^yr  ^*  1 

■"■j?*  1.2.3. ../I  \2/     L'         2(2/l-h2)         '       j' 

de  Ik  on  deduit 

<4>  J»<"-)  =  ili..3.5.."("an-.)X'  co«'».co9(^sinO*. 

De  la  meme  manifere  on  obtient 

(46«)       J.(^)=^,.3.S..^('',„_,)X'  sin-.cos(xco80rfe; 
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Cest  de  cette  derniere  formule  que  part  M.  LonimeU  dans  ses  Etudes 
sur  les/onctions  de  Bessel  ( * ). 

M.  Schlomilch  et  apres  lui  M.  Neumann  font  remarquer  d'ailleurs 
que  les  formulas  (4)  ei  (4  bis)  se  deduisent  des  precedentes  (3),  a  I'aide 
d*une  formule  de  transformation  demontree  par  Jacobi  dans  un  Me- 
moire  intitule  :  Formula  trans/ormationis  integralium  definitorum  (^). 

Ces  deux  derniferes  formes  (['integrates  (4)  et  (4  bis)  peuvent 
etre  ramenees  a  une  seule.  Remarquons  en  effet  que  les  produits 
cos'^e  cos(a?sin£)  et  8in*''6Cos(a:cos£)  passent  par  les  memes  valours 
dans  les  quatre  quadrants,  et  que,  par  consequent,  les  integrates  prises 
entre  zero  et  2n  valent  quatre  fois  les  integrates  prises  entre  zero  et 

->  c*est-k-dire  qu'on  a 

J;,(a')=: :^-^ /    cos"*ecos(asins)£/c, 

IT    I.3.0...(2/l  —  I)  J^ 

ou 

J^(j-)= --P ; I     sin*''ecos(xcose)c/«. 

It  1 .3. 5... (2 /J  — I )  J^  ' 

Si  Ton  fait  sins  =  u  dans  la  premiere,  et  coss  =  u  dans  la  seconde, 
on  arrivera  a  la  forme  unique 

(5)  J;>(^)  — -  i.3.5,..(2/i  — i)J     cos(a»M)(i-.w»)     ^du. 

Comme  on  a 


e*' 


et 


il  yient 

^   ^  "^    ^      11  i.3.5...(2n  — i)J__,     «^      V'      "  ^       ""» 


(*)  Studien  iiber  Besscls^chen  Funclionen,  etc, 
(«)  JoHmal  de  Creiie,  t.  15,  p.  i3. 
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ce  que  Ton  peutecrire 


(7)        r^'  «-A 


(6  bis) 


En  remplagant  dans  (4)  et  (4  his)  cos(^sin£)  et  cos(a?cos£)  par  dcs 
exponeDtielleSs  et  prenant  les  limites  o  et  tt,  on  a  encore 

Les  formules  qui  precedent  sont  elablies  dans  le  cas  oil  le  parambtre  n 
est  en  tier.  Si  Ton  considere  la  derniere  expression^  avcc  un  parametre 
quelconque  v,  soit 

(-V 

(' bis)  Jv(x)=::4=     /  f  e''~«» sink's r/£, 

on  pent  demontrer,  comme  Ta  fait  M.  Lommel,  que  cette  fonction 
satisfait  aux  relations  fondamentales  qui  caracterisent  les  fonctions 
cylindriques,  savoir 

2V      

X 


dx 


^-yz  —  J»-i  — Jv^i> 


formules  analogues  a  (35)  et  (36),  §  I;  cette  expression  repr^sente 
done  une  fonction  de  Fourier  pour  toute  valeur  de  v, 

25.  Dans  ses  recherches  sur  la  fonction  Jy(a;),  M.  Anger  demon tre 
que  les  fonctions  representees  par  les  formules  (3),  ou  le  parambtre  est 
entier,  jouissent  des  proprietes  (A)  et  (B).  Pour  cela,  il  suit  une  voie 
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loule  diff(6rente  de  celles  indiquees  jusqirici.  En  appliquanl  la  metbode 
de  developpement  de  Fourier,  et  en  ayant  egard  aux  formules  (3),  it 
pose 

cos(arsine)  =  Jo(a?)  •+-  aJ,(j?)  cosae -h  a  14(0?)  cos 4 e  4-  2Je(j:)  cos6e -h. . . 
sin(j:sine)=:  2jj(jr)sine    -f- aj,(^)sin3e  -+- 2j5(jr)  sinSs -h. . .; 

il.remplace  ensuile  s  par  -  —  e,  ce  qui  donne 

COS(jrcose)  =  Jo(d:)  —  2j,(a:)coS2e-h2Jv(j:)cos4s  —  2Je(a?)cos6e  -h. . . 
Sin(j7COSs)  =  2Ji(a:)C0S£     —  2j,(x)COS3e  4-  2J,(J7)  C0S5£— . . .; 

il  differentie  ces  dernieres  equations  d*abord  par  rapport  a  €,  puis  par 
rapport  k  x;  et  c'est  en  comparant  cbaque  fois  les  relations  ainsi  obte- 
nuesavec  les  precedentes,  multipliees respectiyement  parsing  et  cos£, 
qu'il  obtient  les  relations  (A)  et  (B),  par  lesquelles  on  defmit  les  fone- 
tioQS  cylindriques. 

M.  Neumann  deduit  de  ces  developpements  une  autre  forme  pour 
i„{x).  H  observe  que  Ton  pent  6crire. 

C0s(xc0S6)  =  Jo(a?)  4-  2i*J,(j?)  C0S2e  -h2i^J^{x)  cos4e  -+-. .  . 
lsin(j7C0Se)=  2«Ji(;r)C0Se      -h2l'J,(d?)cOs3e-h.  .  .; 

de  Ik  il  deduit,  par  addition, 

n=. » 

e'*'»»'=  Jo(J?)  4-2%  e'»J«(a:)cos/ie, 

et,  par  suite, 
d'oii 

(8)  J^(a:)  =  i-^p-  /     e"«»**cos/ieefe, 

formule  valable  pour  tout  parametre  entier,  pair  ou  impair. 
M.  Schlomilch  a  public  dans  son  Journal  (*)  un  Memoire  sur  la 

(«)  Zcitschriftfur  MathemtUik  undPhfsik,  etc. 
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transcendante  de  Bessel.  II  prend  pour  point  de  depart  la  relation 
suivante  : 

En  changeant  ici  w  en  —  -  et  reciproquement,  il  conclut  d*abord 
qu'on  a 

en  prenant  d*un  cdte  la  derivee  par  rapport  a  u,  qui  est  pour  le  pre- 
mier niembre  — f  I  -f-  ^)^*      "  ;  dePautre,  en  multipliant  la  relation 

preeedenle  par  — f  I  + -^)>  et  egalant  enlre  eux  les  coefficients  des 
memes  puissances  de  Uy  il  obtient  la  relation 

(it)  —Jn—Jn~l  -HJ/i-fi. 


JTM  X 


Si  Ton  muUiplie  enlre  eux  les  developpenients  e*  et  e  •",  on  ob- 
tient, pour  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  u. 


^  I.I  I. a. I .2       1 .2.3. 1.3.3 

1    L  '-2  1.2.3.3  1.2.3.3.3.4  J 

J,(-r)--7;^Li rr -^  7X34  ~  1. 2. 3. 3. 4.5  "*"••  J' 

et  generalemeot 

^^^'''•^^^""i,2,3,../iL        i(/i4-i)"^i.a(/i-+-i)(/H-3)       i.3.3i/i-f-i)l/i-ha)(/i-h3)  "''•J' 


Digitized  by 


Google 


i;TDDE   DES    FONCTIONS    DE   FOURIER.  S.  49 

De  cette  serie,  en  differentiant  le  terme 


/^y+tp 


0 


I  .  2  .  3 . . . /> .  1  .  2  . . .  n  ( /I  -M  )  ( /IH-  2 )  .  . ,  ( /I -f- /> ) ' 

on  deduit 
i.2.3.../>.i.2.../i(n4-i)(/i-h2)...(n-i-/>)  ■""  2  i.2.3.../>,i.2.../i(/i4-i)...(n-H/>  —  i) 

^ li , 

"^2    I.2.,.(/>— l)l. 2... Al(/l-M).. .(/!-+-/>)' 

et  de  la  on  conclut  sans  peine  la  relation 

ce  qui  montre  que  la  fonction  J^  est  une  fonction  de  Fourier. 

26.  Dans  son  Memoire  sur  les  fonctions  de  Fourier  et  Bessel  (*), 
M.  Heine  fait  remarquer  que  les  fonctions  qu'il  appelle  cylindriques 
peuvent  etre  consid^r^es  comme  limites  des  fonctions  spheriques  de 
premiere  et  deuxifeme  espfece;  mais,  sans  passer  par  ces  considerations, 
qui  n^cessitent  une  longue  etude,  cet  auleur  demoutre  que  les  fonc- 
tions cylindriques  sont  representees  par  les  forniules  (7)  et  (8). 

II  pose 

(i4)     c*«>»'=/o(a:)4-  2/, (a?)  cos e  4- 2/, ( J?)  COS 2 e -4-.  . . -h  2/, (or)  COS n e -+- . .  .; 

muttipliant  par  cosne  dt  et  integrant  entre  z^ro  et  n,  il  deduit  de  la 

/„{x)  =  ^  I    ^«»»*cos/iee/e 

_  ^^  I"  a?'  a:*  1 

"~  2.4.6.  ..2/1  L        2(2/n-2)       a.4(a/i-H  2)(2/i -+-4)       ••"J* 


(»)  Joumai  de  Crelle,  I.  69. 

jinn,  de  VEc,  Normale,  a*  Serie.  Tome  XI.  S.  7 
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Celte  fonction  ne  se  confond  pas  exactement  avec  i„{x),  inais  il  est  fa- 
cile (le  voir  qu'on  a 

etque,  prise  sous  la  forme  j=:  /    e-^^^^cosntdtf  elle  represente  une 

Jo 

integrate  par(iculiere  de  Tequation  dilferenlielle  (i  bis)^  §  I,  savoir  : 

Si  Ton  substitue  en  effel  a  y  dans  cette  dernifere  equation  Tinlegrale 
definie  /    e^'^^'^^'coswe  rfe,  on  obtient 

Ja 

a)    x^  ^^  -^  X  -r-  —  (J7*+  '**)j''~—  [e -*«»*•  (vC  sins  COS  «E  4- /I  sin /<£)]*, 
cix^  ax  /^  u  /J  a 

et  les  limites  pour  lesquelles  s'annule  cette  dernifere  expression  sont 
6  =  0, 6  =  X,  et  la  valeur  infinie  pour  laquelle  e^«o»«  s'evanouit.  C'esl 
ainsi  qu'on  arrive  pour  Tequation  differentielle  (i5)  aux  deux  inle- 
grales 

(16)  /«(^)~-/     e-^~»'cos/iec/£, 

(17)  Yn{x)^f  e-*"«"cos/ii6c/s, 


ou 


^•+-« 


(16  bis)  /„(x)z=:—  f       c-*"»-^"»'e/e, 

(17  bis)  ¥n{^)  —  -      I        e-'^-'-^'f/e, 

A  la  relation  (16)  on  peut,  comme  Tobserve  M.  Heine,  appliquer  la 
formule  de  transformation  de  Jacobi,  et  Ton  a 

•'      '     '  IT    I.3.0...(2/«— l)J 
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Or,  en  substituant  dans  Tequatioo  differentielle  (i5)  Tintegrale 
y=af  f  e^^^^'^^sin^^erfe,  on  oblient 

Les  limites  qui  annulent  le  second  membre  sonl  e  =  o,  £  =  ?:,  et  la 
valeur  infinie  de  £  qui  annule  e~^co«8  q^  an-ive  ainsi  aux  deux  nou- 
velles  formes 

(i8)  /„(j:)=:A^»  f  e-*«»»'sin««e£/e, 

t/O 

(19)  Fn(x)r=Bx'»  f   e-^^o'^'sin^^ieflfe, 

et,  dans  les  deux  cas,  M.  Heine  represente  la  fonction  de  deuxifeme  espfece 
sous  la  meine  forme  que  celle  de  premiere  espece. 

Remarque.  —  Ces  derniferes  formes  sont  applicables  quelle  que  soil 
la  valeur  du  parametre  n,  qu'elle  soit  entiere  ou  fractionnaire;  c'est  ce 
qui  r^sulte  de  la  condition  [b).  Au  contraire,  la  relation  (a)  montre 
que  la  formule  (16)  ne  peut  etre  employee  que  si  n  est  un  nombre  en- 
tier.  Toutefois,  lorsque  n  est  un  nombre  rationnel  et  fractionnaire, 
ayant  pour  denominateur  $,  la  m^me  integrate  satisfait  a  la  condi- 
tion (a),  si  elle  est  prise  entre  z6ro  et  $77. 

27.  M.  Hermann  Hankel  a  publie,  dans  les  Mathematische  AnfiaUn  ( * ), 
un  Memoire  sur  les  fonctions  cylindriques  de  premiere  et  de  deuxiemo 
espfece.  En  partant  de  Tequation  diff^rentielle  (i),  §  I,  il  arrive  a  Tinle- 
grale  (6),  mise  sous  la  forme 

et,  pour  determiner  les  limites  (a)  et  (6),  il  observe  que,  pour  satisfair  e 
(1)  Clbbsch  et  Neumann,  1. 1,  p.  467. 
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h  Tequation  difTereDlielle,  on  doit  avoir 

Si  Ton  a  v-4-5>o,  ou  v>  — ^,  cette  expression  s'annule  pour 
M  =  4-  I ,  a  =  —  I  et  u  =  00 1;  de  la  resultent  les  Irois  integrates  sui- 
vanles 

(a)  x^  I       c^«(M«— I)     ««/«, 

(b)  X'  j       e<^-(a«— I)'   *du, 

(c)  X' j      e'-^«(a«— I)     *du, 

entre  lesquelles  on  doit  avoir  la, relation  lineaire 

•^—1  *^+l  •^•ei 


—  1 


Dans  ces  inlegrales  on  va  d'une  linoite  k  Tautre  par  une  ligne  simple 
qui  ne  contourne  ancun  des  points  de  ramification.  On  obiient  une 
autre  classe  d'integrales  si,aa  cootraire,  la  courbe  d*inlegratioD  revienl 
a  son  point  de  depart  en  contouraant  un  oo  deux  de  ces  points.  De 
cette  faQoa  on  a  cinq  iategrales  Bouvelles 

(d)  x^  I      e^^''{u^--i)     ^du. 


"  1       e''"(w*— i)     *du, 


(e)  x^ 

J  mi 

dans  la  premiere  la  courbe  d'int^gration  enveloppe  le  point  I^  =  —  i ; 
dans  la  seconde  elle  contourne  le  point  I^  =  +  l;  enfin  la  derniere 
peut  etre  prise  sur  trois  contours  distincts,  enlourant  Pun  le  point 
a  =  4-  It  Tautre  le  point  a  =  —  i ,  et  le  troisifeme  ces  deux  points  a 
la  fois.  On  a  ainsi  huit  formes  d'integrales.  II  est  evident  que  chacune 
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de  ces  integrates  doit  etre  une  fonction  lin^aire  de  deux  autres,  et  c*est 
ce  que  Tauteur  met  en  evidence  dans  la  suite  de  son  Memoire. 

Ce  n'est  pas  tout,  comme  Tequalion  differentielie  (i),  §  I,  ne  change 
pas  quand  on  remplace  ■+■  v  par  —  v,  on  pent  aussi  prendre  pour  in- 
tegrate I'expression 

( 9. 1 )  y  —  x-"  j     e'*»(  a'  —  I )       *  duy 

et  determiner  Ics  limiles  par  la  condition 

Si  Ton  a  —  v  -h  .j  >  o,  ou  v  <  ^,  c'est-k-dire  si  v  decroit  depuis  -4-^ 
jusqu*a  —  00  »  cette  derniere  expression  s'annule  aussi  pour  w=  h-  i, 
w  =  —  1  et  1/  =  30 1;  et  Ton  deduit  de  (21)  huit  nouvelles  formes  d'inle- 
grales,  analogues  aux  precedentes.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  huit 
integrales  ne  peuvent  etre  prises  en  mSme  temps  que  les  huit  prece- 
dentes (ce  qui  porte  alors  le  nombre  k  seize),  que  dans  le  cas  oil  le  pa- 
ram^tre  v  satisfait  a  la  double  condition  v-H5>o  ou  v>--^,  et 
—  V  -h  ^  >  o,  e'est-a-dire  v  <  j,  ou,  en  d*autres  termes,  lorsque  v  est 
compris  entre  —  j  et  -f-j.  Lorsque  cela  n'a  pas  lieu,  c'est-a-dire 
lorsqu'on  a  v>^  ouv<  — ^,  'la  dernifere  expression  ou  la  premiere 
ne  s'annulent  que, pour  u  =  coi,  et  Ton  n'a  alors  que  trois  nouvelles 
integrales  analogues  k  (/),  {g),  (A),  ce  qui  reduit  le  nombre  total  a  onze. 


V. 

fiTUDE  DE  NOUVELI^S  INTfeGRALES. 


28.  Dans  le  cours  de  mes  recherches  j*ai  ete  conduit  a  la  forme 
nouvelle 

(I)  \,(z)=z —  /      e(^-^*)«"*cos[v£-h(5  — i)sine]^/£, 
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qui  represente  la  fonction  Yv  avec  la  variable  z,  et  se  rapproche  do 
eelle  donn^e  parBessel. 

II  est  facile  de  demoDtrer  que  cette  fonction,  quand  le  parametre 
est  entier,  jouit  des  proprieles  qui  caracterisent  les  fonctions  cylin- 
driques.  On  a,  en  effet, 


dV^z)  1      -•* 


dz  2TzJ^  ^      .    J 

I    r^ 

ce  qui  revient  a 

(.)  §  =  v.... 

Si  Ton  combine  par  addition  et  soustraclion  les  valours  de  Vv^,  et 
Vv^ , ,  on  a 

Vv_,-hVv^,  =: —   /       e^*-^*><^*'C0^[ve-+.(5  — i)sine]coset/e, 
2^.  Jo 

Vv-,  — Vv+i  =  —  /      et*-^*J«^»'sin[ve-h(5  — i)sine]sinee/c; 
d'ailleurs,  on  voit  facilement  que 

/^(*-4-i)co»ccQs|^ve  4-  (s  —  i)  sine]  cose^/s 

[       e<*-^'^«>»*COS[ve  -4-  (5  —  l)  sine]  [v  -H  (5  —  l)  COSe  ~  v]  — — 
0  ^~' 


— I —  j  et2-^»)«»»«sinrve4- (-5  —  1)  sine]  j*' 

-I I      6f*-*"')~»*sin[ve-4- (5— i)sine]rf6 

— -  I      e<*+*)«>««cos[ve4-(^  — i)sine]</5, 
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ce  qui  donne 

ou 

-.  \r      \T  e«^-*  sin  2  VIC 

5  Vv+i  -4-  V  V,  —  V^_i  ==: , 

et,  en  changeant  v  en  v  +  i ,  on  a 

/ov  \T  f         ^\T  XT       e^-^'sinavTc 

(3)  5V,^,-f-(l-hv)Vv+,  — Vv=: y 

21C 

puis,  remplacant  Vy^.,  et  Vv+2  P^^  -^  et  -^j  on  arrive  a  Tequation 
difierentielle 

(4)  ^-^^(.  +  v)^-V.=       ^^       , 

qui,  pour  un  paramelre  entier  n,  revient  ^ 

Pour  developper  en  serie  la  fonction  Yy,  on  peut,  en  partant  de  la 
formule  de  Maclaurin,  poser 

Vv  =  Ao+ Ai  -  4- A, hA, 


I  1.2  1.2.3 

les  coefficients  A^i  A,,  As,  ...  designant  les  valeurs  de  Yy,  ^% 
-W^>  ...  pour  2  =  o.  Or,  on  deduit  de  Tequation  (4)»  par  des  difie- 
rentialions  successives  et  en  posant  N  =  filHl^, 


En  faisant  z  =  o  et  admettant  que,  pour  cette  valeur,  les  derivees 
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-j^y  ~wzr '  •  •  •  ne  devieDDent  pas  infinies,  on  deduit  des  relations  pre* 

cedeDtes 

(i-i-v)A,-Ao---^N, 

(3-r-v)A3-A,^N, 


et  de  la  il  vient 

An  \ 


A,: 


■  V  I  -h  V 


Ao  N  N 

A*i^ 1 -\ » 

(I-|-v)(2-+-v)  (i-+-v)(2 -hv)  a-hv 

.  Ao  N  N 


(l-hv)(2 -hvj(3-hv)  (I -Hv)(2-hvj(3-hv)  (2-+-v)(3-hv)  3-,-v 

Od  obtient  ainsi 

.— A»^I-+-  ^^,_^^j-t-  ,^2(,^^)(2-hv)"^  i.2.3(l-hv)(2-hv)(3-hv)"^*"J 


I(l-hv)|_  2(2 


(5)  {  *(i-+-^)L        2(2-i-v)       2.3(a  ^-v)(3 -hv) 


1.2(2  -hv) 


['-3-(3T^-^-] 


qoand  le  parametre  est  on  nombre  entier  n,  on  a  N  =  o,  et  Ton  retombe 
sur  la  serie  connue. 

29.  Pour  trouver  directeraent  ane  forme  d*integrale  applicable  a  la 
premiere  equation  (36ii),  §1,  noos  posons 

(6)  \\  —  j    e  -D^ii 


(U  fonction  a  deteminer),  ce  qoi  doone 


b     t 
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Si  nous  observons  d'autre  part  qu'on  a 

/'^(.-„).„=G-..):=/:*i.-o„„-.f'V.;u!ii;^„„, 

nous  pouvons  ecriie 

et  nous  voyons  par  la  qu'on  satisfait  a  Tequation  (3),  §  I,  en  posant 

\t'    "UA,~o     et     — \' hi  =  o; 

da  a 

de  celte  derniere  on  deduit  par  I'inlegration,  et  en  supposant  la  con- 
stanle  nuUe, 

et  on  delermine  les  limiles  (a)  et  [h)  en  posant 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  u  qui  annulent  I'expres- 
sion  e  "g~"a~^*-^''^  =  -^ ,  sont  zero  et  oo  .  Pour  m  —  oo  ,  la  chose 

est  evidente.  Pour  w=io,  on  a  e"—  i,  et  il  suffit  de  ehercher  la  limile 
de/-; \     .  Si  Ton  suppose  v  comprisentrezero  et  i,  casauquel  on 

pent  toujours  ramener  ceux  oil  v  est  >  i,  on  remarquera  que  la  valeur 
dee"i/''*^'' est  comprise  entre  e"  w^  etc" a;  et  siTon  developpe  e",  il  vient 


1  1.2  1.2.0^^  1.2.0.4'^* 


-3 


e"  U   =:  M  H h 


I  I  .111  1.2.3^^ 

Ann.  de  VPlc,  Normate.  2®  Seric.  Tome  XI.  S.*' 
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expressions  qui  devicnnent  infinies  pour  i^  =  o;  par  suite,  on  a 

L'inlegrale  cherehee  est  done 

(7)  W-i  f   c'"e-'*u'('-^^)dii     (•); 

remarquons  en  passant  que,  dans  ce  cas,  Texpression  qui  se  trouve  sous 
le  signe  d'integration  se  confond  avee  celle  qu'il  faut  annuler  aux 
limites  pour  satisfaire  a  Inequation  ditTerenlielle. 

En  supposant  la  variable  imaginaire,  on  peutintegrer  le  longd'une 
courbe  contournant  le  point  zero  et  allant  de  00  a  x  ;  on  a  ainsi 


(8)  .  V;-  r"t'    "e-»ii 


On  obtient,  comme  nous  Tavons  vu»  une  seconde  forme  d'integrale 
en  posant  Y^^z-'^U^f  la  fonction  U^  salisfaisant  a  la  seconde  equation 
(3  bis),  §  I.  Cela  donne  les  deux  autres  integrales 

r*  -- 

(9)  V;  -  -  M      es  "e-"  11*  -» iiu, 

(10)  \":^^:^  'f    t""e-««*  ^fi(f. 

De  ces  quatre  formes,  deux  seulement  sont  distmctes,  et  nous  allons 
considerer  en  pariiculier  les  expressions  (8)  et  (10). 


(1)  Dans  un  M^moire  public  dans  les  Annates  de  Milan,  M.  SchMi  pose 

et  arrive  a  Tinl^grale 

*  Jo 

qui  ne  difT^re  de  ( 7 )  que  parce  que  u  y  est  rcmplac^  par  -  • 
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30.  Si  dans  Vv  nous  developpons  e   ",  nous  avons 


;»  =  « 


p  =  0 


En  designant  par  A(v-h/j)  cette  derniere  integrale,  et  appliquant  la 
methode  d*integralion  par  partie,  nous  avons 

dela  on  deduit  successivement 


A(.-^.n^-Al:i>, 


et,  par  suite, 

.     (v  4-1.)  (v-h  2)... (v -+-/>)  r^v-h/V-l-l) 

Pour  A(v)  on  a 
ou 

A(v)  =:  {e  *•''-    I)  /    e-'W/-''^'^6/Mr-  — 2«sinv7re-^''r(—  0; 
mais,  d'apres  une  forinule  connue,  on  salt  que 

r(-v)r(i4-v)= A_; 

il  vient  done 

\  (  V  )  =  — 
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et,  par  suite, 


On  a  ainsi 

1  "li  f"      —Z. 


( r  I )       V  r-  '.57:  £>---=' V — -, /     e  "  e-«  M-e-^-*) 

Zjl(/>-+-i)r(v    ,-/;-Hi)        J, 

En  traitant  de  la  meme  nnaniere  Tintegralo  (10),  nous  oblenons 

r  -  *  3 

(12)  V:  =  2Tif>^"::;-*V — -^^^ T—-"'/      c'~"e~»M-<*-'5flf«: 

^     ^  Z^  r(/^-f-i)iH--v^/>^i)  J, 

de  Ik  nous  deduisons 

» =  « 

(1 3)  > = .  /      e   "e-^u-^^-^'^du, 

Zj   l^ty^-^  Oin^'-^-/>-^0  27r£j, 

/'  =  * 

(lA)  \    = ;   /      e    "e-"u-^^-'^du. 


/>=0 


Dans  le  cas  oil  le  paramelre  est  un  nombre  entier  n,  tous  les  lermes, 
a  partir  de  celui  qui  conlienl  2",  deviennent  infinis  dans  (12)  ou.(i4).  II 
faut  alors  separer  rinlegrale  (lo)  en  deux,  et  poser,  en  la  designant 
par  V,„ 


p  =  n  —  i 


y„  —  z-"     >     -!^ V /      e-"u-^'^P-"^da 

Zj    i.2.3.../>X 

_^^-«     \     J /      e"ti-^^^f'-''^dii. 

La  premiere  partie  est  nulle,  car  les  integrales  /    e^va^"^^  du^  prises 
le  long  d'un  contour  ferme  dans  lequel  la  function  e-^^u!*"'^^  est  finie, 

( * )  Cette  formule,  qui  revient  a  — -.   /     ^r-^a'^i^  *■»-/''  du  =  •-- ,  s*accordo  avoc 

^  '  ^  JtTtiJ  r(v  -h/j  -+- 1) 

celle  qui  a  6I&  donn6e  par  Weierstrass  quand  v  est  entier. 
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continue  el  monodrome,  sont  toutes  nulles  lant  que/)  est  ^n  -  i,  et 
Ton  a,  en  lemplaQant  p  par  n  ^-p. 


du. 


Si  I'on  pose  comme  precedeminent 

il  vient 

Pour  evaluer  A(o),  remarquons  qu'on  a 

la  seconde  integrale  /   etant  prise  le  long  d'une  courbe  qui  contourne 
le  point  zero;  et  comme  la  fonction  c^ur^  est  finie,  continue  el  mono- 

drdme  de  i  a  oo  ,  les  inlegralesy  elj    sont  egales  etde  signesju)n- 
traires;  de  sorte  qu'on  a 

/     e-"n''  ^du=:  I    e-''u-^du. 

L'integrale  /    peut  etre  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  i,  et  ayant 
pour  centre  I'origine.  Posons  w  =  e^',  nous  aurons 

du  tn  id^ ,  e?*', 

et  pour  //—I, 

^  —  o    et    o  --  air. 
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de  cette  faQon,  puisque 

e-'*—i 1 

I        1 .9. 

1 

I             I  .r! 

il  vient 


I     r   "it-^fiif  —  i    I       ff'^i  I  — 1 . . .  j  =  'JiTr/; 


par  suite  on  a 

(l5)  A(o)=:Q7:«, 

et 

p  =  ae 

(i6)  V„  =  ^7:/(-f)«^  - 


(p  -hi)  Vip  -h  n-h  I) 

/i  =  0 

valeur  ideDtique  kcelle  qu'on  d^duit  de(ii)  en  rempla^ant  v  par  n;  ce 
qui  montre  que, dans  le  cas  oil  le  parametre  est  entier,  les  deux  inle- 
grales(ii)  et  (12)  se  coiifondent,  et  nous  n*avons  ainsi  qu'uneseule  in- 
tegrate particuliere. 

31.  Pour  trouver  dans  ce  cas  la  seconde  integrate,  nous  partons  de 
la  deuxifeme  equation  (3  bis),  §  I,  dont  les  integrales 


soDt  egales  a  celles  de  la  premiere  {Zbis)  multipliees  par  z^.  Si  Ton 
suppose  V  =  n  +  c,  n  nombre  entier  et  e  quantite  tres  petite,  Texpres- 
sion 


'dli 


est  encore  une  integrate  de  Tequation  citee,  quelque  petite  que  soit 
la  quantite  g;  sa  limite  pour  £  =  o^est  done  la  seconde  integrale 
cherchee. 
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DesigQons  par  U„  cetle  limite,  qui  est  la  derivee  (77;)      »  nous 


aurons 


f  ~^'*  /      ^   "e  'Ui-(^-^"^ log udu—    I      e   "e  "//-('""Mogac 


ou,  en  representant  par  I|,  U,  I3  les  trois  integrates  definies  qui  y 
entrent, 

ly  bis)  U;,=::I,;;Mogv-I,5«-l3. 

La  valeur  de  la  premiere  est  donnee  par  la  formule  (11),  et  nous 
avons 


Ii  =  27c/e-«'=*  \  - 


(p-^i)r(n-hphi) 


pz=0 

Pour  la  seconde,  nous  avons,  en  developpant  e~" , 

I,~   >  ^ J. /      e  'Ui-^^-^''^/*^\oeudu; 

^  1.2.3.  ../>X 

p  =  0 

et,  si  nous  posons 

nous  voyons  qu'on  a 

B{n^p)=. ^^; 

or,  la  valeur  precedenle  de  A(v  -^p)  donne 
et,  par  suite, 

u/  \_       9.Tz^{—i)Pe-"'''        2it/(  — l)/'e~"''»^•^/^-^-/?-f-l) 
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nous  avons  done 


Si  dans  la  troisienic  integrale  on  developpe  egalemenl  e"",  on  a 

SI  Ton  pose 

et  qu'on  inlegre  par  partie,  il  vient 

B(n— />)=i( ^! )   H /      N'"P\osu.e-''cia 

Tant  qu*on  a  ^^/i  —  i,  la  derniere  integrale,  comme.nous  I'avons 
deja  observe,  est  nulle,  et  dans  ce  cas  Ton  a 

}\{n—/n  —  — '- ; 

'  ft  —  /J 

c'esl  ce  qui  conduit  a  separer  la  valeur  de  I,  en  deux  parties,  que  nous 
designons  par  I,  ct  T,,  et  nous  posons 

La  premiere  partie  T,  est  facile  a  ealculer.  De  la  valeur  precedente 

de  B(/i  — /?)  on  deduit 

B(/t  ~/j -h  i)  1=  (/I  — y:?)  B(/i  — /?), 
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puis,  en  cbangeant/?  en /?  -h  i,  />  4-  2,  . .., 

B{n—p)         ^(n—p  —  i)B{n—p  —  i), 
B(n~p  —  i)^{n—p-2)B{n—p  —  2), 


S.65 


B(2)  -^iB(i), 

B{n~p)  ^i.2.3...(/i    -/>  -i)B(i); 


d'oil 
d*ailleurs  on  a 


par  suite 
et 


B{n—p)    —  2  TT  £  r  (  /i      -p), 


(^i)/^^/>r(/i-^y9) 


Quant  a  l,,  remarquons  que,  si  Ton  remplace/>  par/?-i-/i,  il  vient 

/>  =  0 

et  que  cette  valeur  est  analogue  a  celle  de  I^;  de  la  on  conclut 

P  =  «D  P  =  » 

•  •       ^         ^  Zj    l(/>-^i)l(/i-i-/?-hl)  Zj1( 


p  =  0 


p  =  0 


'(/>  -t-I)l  (/i  -hp  -i-I) 


On  a  done  finalement,  puisque  e^"'^'=  [  —  i)", 


u„^27ii(-ir  U"iog5^ 


-/^ 


r(^  -t- 1)  r(/*-t- />:-!) 


#•  ~  ~ 
(18)  /  — -^^y^; ^ [^{n  \-p  \-i)-\~^'{p-k-\)] 

p=0 


27:i 


p  =  0 


p  =  0 


^/i//.  de  I'Jtc,  Norm,  2*  Seric.  Tome  XI. 
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Ed  supprimant  le  dernier  lerme  qui  est  la  premiere  integrale  particu- 
Here,  et  divisaDt  par  z"^  on  a  la  seconde  integrate  de  la  premiere  equa- 
tion difTerentielle    'ibis\  §  I,  que  nous  designons  par  Y^,,  savoir 


-P) 

»  f.  =  0 


I  -,  \^     i  —  I   f  zf*  \(  ft 


resultats  qui  s*actordent  avec  ceux  que  nous  avons  obtenus  au  §  II 
el  avec  ceux  qui  sonl  donnes  par  M.  H.  Hankel  [ ' ;. 

32.  Du  CHS  oil  le  parametre  est  un  nombre  entier  /i,  on  peut  de- 
duire  aisement  celui  oh  n  =  o.  Mais  il  est  aussi  facile  d*etablir  directe- 
ment  les  developpements  qui  conviennent  a  ce  cas.  D*apres  ce  qui 
precede,  la  fonction 

/      <r"e    '/r    ^f/a    -  z*  I      e    "e    "  fi     '*'  du 
L\3r ill 

est  une  integrale  de  la  deuxieme  equation  (3  bis)^  §  I,  quelque  petite 
que  soit  la  valour  de  v.  Pour  v  =  o,  cette  expression  se  reduit  a  -; 
et,  pour  avoir  la  valeur  vers  laquelle  elle  tend  a  cette  limite,  nous  pre- 
nons,  comrae  precedemmeut,  la  derivee  des  deux  termes  par  rapport 
a  V,  el  nous  faisons  ensuite  v  =  o,  ce  qui  donne 

(20j  \q=z2  I     e   "e  "w*  logtt^a  —  logj  /     e   "e'^u-^du, 

OU 

.   #  X-    r  -I  .1  "*^'' 

('lobis)  i«=^   /      ^      e-"log • 

Remarque.  —  On  peut  demontrer  a  posieriori  que  cette  expression 
est  une  integrale  de  Tequation  (6),  §  I;  car,  si  Ton  y  remplace  Y^  par  la 

{•)  Closch  el  NErjiA.x:f,  Mathemaiische  Jnnalea,  1. 1,  p.  471. 
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valeur 

'*     '  •  dii 


on  trouve 


\o=:   /     e    "e-'»log—  — 

Cette  demiere  expression,  qui  revient  a     ^^^^~,^^^>  est  nuUe  pour 

o  et  00  ;  c'est  ce  qui  a  ete  demontre  precedemment  pour  — ^—z  et  par 

loe^ 
suite  pour  — ^^  • 

u  e"  e  " 

D'ailleurs,  comme  pour  m  =  o  et  r/  =  oo  ,  on  a  — ^  =  o,  il  suffit  dc 
considerer  ce  que  devient  -— ^^.  Soit  u  —  e^,  on  aura 

SSlOg//  Tf  20 


i-f-  -  -h  -^ i-..  . 

I  I  .2 


or,  pour  1/  =  o,  9  —  —  00  ,  et  pour  u  =  co  ,  ©  =:  x  ;  dans  ces  deux 
cas  Texpression  ^  est  nulle.  On  pcul  done  prendre  pour  seconde  inte- 
grale  de  I'equalion  limite 

Yo=:  /      log— r    "e-" 

Jo  ^  '^ 

Pour  developper  en  serie,  considerons  la  deuxieme  integrale  qui 
enlre  dans  (20),  savoir 

et  qui,  si  Ton  developpe  e  ",  revient  a 


'du. 
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Comme,  d'apres  ce  qui  precede,  on  a 

J.  I.2.3.../i 

il  vient 


La  premiere  inlegrale 


zP 


ou,  d'aprfes  ce  qu'on  a  vu,  a 


Od  a  done 


/»  =  •  /»  =  • 

Yo  =  — 4-'  y  rr— ^ n  -^^-' V  ,„    ^^ — p,  [^.T(/>-^n -log-;]. 


p  _  0  /»  ^::^4 


Si  I'on  supprime  le  premier  terme,  qui  est  a  lui  seul  une  inlegrale  par- 
ticuliere,  el  qu'on  change  les  signes.  il  vient 


formule  qu*on  deduit  immediatement  de  (19)  en  faisant  /i  =  o. 
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VI. 

CAS  OU  LE  PARAMfeTRE  v  EST  DE  LA  FORME  v  =  /i  -h  '  • 

2 


33.  M.  Lommel  a  examine  en  particulierlecasouv  =  n  -h  -yn  etant 
un  nombre  entier  ( ' ),  Dans  ce  cas,  on  a 

I  H-  2V  r— 2/2 -h  2,       I—   2VZZI  —  2/?, 

el  les  equations  differenlielles  qui  peuventremplacer  Tequalion  (i  bis, 
§  1)  sonl  les  suivantes  : 

II  resulte  de  ce  qui  a  ete  demontre  que,  si  Ton  a  une  integrate  de  Te^ 
qualion(i),en  la  multipliant  para?*"^*,  on  aura  une inl^grale  de  {\bis)\ 
il  suftit  done  d'integrer  I'une  des  deux  equations  precedentes. 

Ce  sont  les  equations  (i)  et  (i  bis)  que  considere  M.  Serret  dans  un 
Menioire  insere  au  Journal  de  Liou{^ille  (^)  et  qu'il  integre  k  I'aide  de 
la  methode  des  difTerentielles  a  indices  quelconques.  Pour  etablir  les 
formules  auxquelles  arrive  cet  auteur,  nous  suivons  une  marche  loule 
differentet  et  qui  parait  assez  simple.  Prenons  les  equations  (i)  et 
(i  bis)  sous  la  forme 

,    .  d^y        2 (/J  -\-  v)  dy  , 

(2)  T^  -+-  -^ -: m\y  =0, 

^  d.r*  2  diP 

i'ibis)  -tHt 7-^  —  '''   r.mo. 

^  fl.r^  r     (i.r 


(')  Stitdirn  iiher  die  Bcsselschen  Functhnen,  p.  5i. 
(*)  Journal  de  Lioitville,  t.  9,  p.  193. 
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Si,  dans  la  premi^ret  nous  posons,  comme  M.  Serret, 

et  en  nieme  temps  |x*  —  m^  =  o,  en  prenant  d'abord  jx  =  -h  m,  il  vient 

(3)  :r  ^-j  -\-  [2mx  +  2(n4-i)]  -7 h2m(/i-f-i)R=:o. 

Cetle  equation  est  de  la  meme  forme  que  la  suivante  : 

(4)  ^  ^— I  H-  ( ^  '^'•2?  —  A  )  -^ 2  mA//  r=  O, 

qui  admet  comme  integrale  particuliere 


//  =:  .r*-^*  //', 


Si  dans  (4)  on  fait 
il  vient 

et  si  Ton  differentie  h  fois  cette  derniere,  on  obtient 

equation  qu*on  rend  identique  a  (3)  en  prenant 

ce  qui  donne 

(7)  "^^TTP"^^  ^.r^* ^     (K  const.), 

et  Ton  a  ainsi  pour  premiere  integrale  de  (a) 

(8)  r'  =  Ae'"-^      ^       ,    ' ^     (A  const.). 
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Si  Toa  fait  en  second  lieu  jui  =  —  m,  il  vient 
rintegrale  generate  est  done 

(9)  y^ke'n^  ^, 4- Be— -^^ 

De  la,  en  s'appuyant  sur  la  formule  connue 
on  deduit 

e-'^-^u^iu  +  2m)"du  ~f-  Be'"*^  /     e-''^ u'' {u -- 2r?i)''du 

34.  On  pent,  d'ailleurs,  appliquer  a  Tequation  (3)  la  melhude  que 
nous  avons  deja  employee  precedemment.  En  posant 


r^  e-''^lJ  du 


) 


naus  avons 


t/*R      ..  ,  vT  dR  ,     .     \  n 

X~  -f-[2/WX-h2(Al-hl)]  ^-f-  2m(Al-hl)R 

\  u  M  —  2/n/ 

Comme,  d'un  autre  cote,  on  a  identiquement 

il  vient 

X  -j-j  +[(2ma?-+-2(/i-+-i)]  ^  -+-2m(/i  +  i)R 
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et,  pour  saiisfaire  a  Tequation  (3),  on  voit  qu'il  sufBt  dc  poser 

du  u  u  —  im         *     ^  '^         ' 

de  la  on  deduit 

et  les  limiles  qui  annulent  Texprcssion  e'^u!^'^\u  —  a/n)"""'  sont  o, 
2/n  et  00  .  On  a  done  les  trois  inlegrales  particulieres 


Rj  -    I      e-"'''u''{u  —  'Am)"du, 


(.0.) 


Si  Ton  change  m  en  —  /w,  on  Irouve  de  meme 

I   R'l  =   /     c "^'  u"  ( M  -f-  2 m  /*  duy 
i  Jo 

R;~  j      e  "-^u'^iu  -^.~2mydu, 

J  -  l/H 

R3  —    /      c  "^ a''  ( //  4-  2  m )"  du, 

J-ltn 

resultats  qui  s' accordant  avec  ceux  qu'a  oblenus  M.  Serret. 

Remarque.  —  11  est  bon  d'observer  que  les  formes  d'integrales  prece- 
denles  peuvent  se  deduire  aisement  de  la  melhode  suivie  par  Euler, 
Jacobi,  Kummer,  etc.  On  sait  que  Tequation  differentielle 

(i3)  ^(i-^)S^-[t-(«  +  P-+-0^]^-«?Y-:.o 

admetcomme  integrate  particuliere  la  serie  a  quatre  elements 

^   ^    *  1.7  i.2.Y(Y-t-i) 
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et  que  cette  serie  peut  eire  representee  par  Tinlegrale  definie 


/ii^-i  ( I  —  M  )T-P-»  ( I  —  jTM )—  da 


(i4)         {  /     «?-»(! -w)Tr-?-»e/// 

I  Jo 

\  ■        '  (p) '  ( ;  —  1^)  c'o 

Si  I'oa  observe,  comme  le  fait  Hansen  (^),  que  la  fonction  de  Fourier 
est  la  linoile  de  F  (a,  ^,  7,  —  -r-ujy  lorsque  les  deux  parametres  a  el  /3 

deviennent  infinis,  il  suffit  de  chercher  ce  que  devient,  dans  cette  In  po- 
these,  la  Hmile  de  I'integrale  precedente.  Or  on  trouve  aisement  les 
linoites  de  Tequation  differenlielle  et  de  la  serie ;  mais,  pour  arriver  a  la 
limile  de  Tintegrale  definie,  il  faut  d'abord  passer  par  le  cas  oil  un  seul 
des  elements  a  devient  infini.Dans  cecas,  I'equation  diflerentielle  (i3) 
etrinlegrale  (j4)  deviennent 

(,5)  ,g,.<1— )g-PV^„. 

Or  si,  dans  Tequaiion  (3),  on  change  a?  en  —  a:,  et  si  Ton  fail  2m  =  i , 
elle  devient 

(3  6«)  j^__-|-[2(;e -Hi)-J-]^  —  (/J  4-i)R  — o, 

equation  de  meme  forme  que  (i5);  par  consequent,  pour  avoir  une 
integrale  de  (3),  il  suftira  de  changer  x  en  -.r  dans  (16),  el  de  faire 
y  =  2{n  -f- 1),  |3  =  n  -h  I ;  ce  qui  donne 

(,7)  ^^-^r'iVo'y/'^^^^''"  //)v— ./.,, 

et  c*est  le  resultat  qu'on  oblient  en  faisant  2m  =  i  dans  R3  (i  i). 


(*)  Journal  de  Crelle,  t.  15.'—-  Kummer,  Snr  la  serie  hypergeometrique, 
(')  Abhandlung der  SHchsischen  Gesellschafty  etc.,  t.  U,  p.  255i;  i855. 

Ann,  de  VF.c.  Norm,  a«  Serie.  Tome  XI.  S.  lO 
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De  la  on  deduit 

/ox  D   i     r[?.(/i -4-01  r^  „/        v«  i'<-*")  , 

(i8)  yz=zKe^^  yy^^^^.^Y  f     ''"(i-'0"«'  da 

pour  une  des  integrates  parliculieres  de  I'^quation  (2)  oil  Ton  suppose 
m=^,  et  qui,  par  consequent,  ne  contient  qu'un  parametre. 
En  posant  i  —  aw  =  v,  on  arrive  a 

(.8  bis)  Re5=.  v^.  Jl^l;\'^!^l^.  £\i-v^)''erdn 

on  deduit  de  la  une  formule  qui  se  trouve  demontree  d'une  noani^re 
bien  differente  dans  le  Memoire  de  Kummer  :  en  egalant  en  effet  les 
deux  valeurs  de  R,  deduitcs  de  (17)  el  (18  bis),  et  changeant  a-  en  —  ^ 
et  w  en  w  —  f ,  on  obtient 

et,  si  Ton  developpe  ces  deux  integrales  en  serie,  il  vient 

fi  n{n-h  i)  , 


I . ?. /?  I  .o..'i.nio.n  -\-  i) 


—  e*  I   I  H : 1 : ^ — h  .  .  .   I  , 

ce  qui  n'est  autre  que  la  formule  (8),  §  26  dn  Memoire  cite. 

•35.  Pour  avoir  la  seconde  forme  d'inlegrale  donnee  par  M.  Serret, 
nous  partons  de  I'equation  (2  i/>).  En  faisanty,  =  R,e^,  |jl*— /7i'  =  o, 
et  prenant  d'abord  [L  =  m,  nous  avons,  pour  determiner  R,, 

(19)  .r-— -h(2/nj-— 2/?) -^  —  :im/iR|=ro, 

equation  qui,  par  (n-h  i)  differentiations,  donne 

D'autre  part,  si  dans  I'equation  (5)  on  fait  ^  =  —  w  —  i  et  w'=  m'^,  il 
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vient 

1       d^ii\       ,  ,  (lit\ 

(20)  I        ^J7*        ^  ^  dx  *         * 


^      ^ ,/,./!  y."  />-  *'"J^  • 


u,  =1  ux"^=z  X"  e~ 


de  la  comparaison  des  equatioas  (19  bU)  et  (20)  Ton  conclut 

^^5'="'.     (Cconst.) 
et,  par  suite, 

(31)  ^         ^^^       '^x^e-^'n.. 

de  Ik  on  deduit,  en  employant  la  nolatiou  de  M.  Liouville, 


En  changeant  /n  en  —  /n,  on  a  la  seconde  iiitegrale  parliculiere,  et 
par  consequent  Tintegrale  generale  de  (a  bis)  est 


,/i+i 


Remarque.  —  Comme,  entre  deux  integrales  particulicrescorrespon- 
dantes  des  equations  (2)  et  (2  bis)^  on  a 


jj  =  j^'«+h, 


la  relation  (21)  donne 


el  si  Ton  remplace  ici  je""'^  par  sa  valeur  deduite  de  (8),  on  obtient 
ce  qui  revient  a 

dx" 

autre  formule  indiquee  par  M.  Serret,  et  oil  il  est  facile  de  verifier  que 
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pour  la  constante  on  a 

Pour  passer  des  integrales  multiples  (22)  a  des  integrates  s'nnples,  il 
suffit  d'appliquer  la  fornoule  de  M.  Liouville,  et  celle  qu*en  a  deduite 
M.  Serret.  Mais  Ton  peut  aussi  deduire  immediatement  ces  nouvelles 
integrales  des  preeedentes  (10)  en  faisant  ux  =  2mu'\  on  obtient  ainsi 

y  ---  A6f-  '""^  ( "^^-  )  /      e-«"««'  u'^'^x-^  a')«  du' 

4-  B  ( -  I )«  e'«'  (—-)         I     e-^'«-'  w'«  (X'-u')^  du'-, 

si  Ton  observe  que/,  =  x^'^-^-^y,  y,  eiy  elarit  deux  integrales  corres- 
pondantes,  on  a,  en  designant  par  A  et  B  deux  nouvelles  constantes,  et 
suppriinant  Taccent  de  u\ 

(a3)     jj-  Ae-'^''    I      e^^"*''u''(x  -h  a)''  du-hBe'**'  j      e-»'««a''(x  —  tt)«flfi/, 

formule  idenlique  a  celle  qui.  est  donnee  par  M.  Serret. 

II  est  bon  de  remarquer,  en  passant,  que  la  premiere  forme  d'inte- 
grale  (10),  si  Ton  y  fait  /n  =  i ,  revient  a 


OU 


(a4)   /::z.Ae-*   f    e-'*''u''(i-^"Ydu-\-Be'  f    e-«-^M«  (i  —  "  j  cfa 

(A  et  B  nouvelles  const.), 

et  que  les  deux  formes  d'integrales  particulieres  qui  entrent  dans  cette 
expression  sont  analogues  k  celles  qui  sont  donnees  par  M.  Hermann 
Hankel  dans  son  Memoire  sur  les  fonctions  cylindriques  {Mathematische 
Annalen^  vol.  I,  p.  490- 

La  seconde  forme  (qS)  revient  k  celle  qui  est  donnee  par  M.  Lommel 
dans  ses  Eludes  sur  les  fonctions  de  Bessel  (p.  63);  car,  si  Ton  fait 
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#71=  ly  et  qu'on  remplace  2u  par  u^  il  vient 


S.77 


(^5)    7=.-^,^/     .-,,«(^,4--j  rf/.4--^;^jf     e-'^un^i^-j   da. 

36.  Si  Ton  developpe  R,  en  serie,  on  tpouve,  en  supposant  2m  =  i, 
les  trois  expressions  suivantes  : 

RjzziAiJ:^*"-*-*      I u'-\ a-  — .  .  .     , 

D         A    r  '*  n(n  —  \) 

Rjzz:  A,      I r  H t ^. 

L  1.2/1  1.2.2/1(2/*  —  I  ) 


n{  n  —  1 1  ( //  —  2  ) 


(a6)     / 


•J' 


I  .  2  .  3  .  2  /*  (  2  /<  -^  J  )  (  2  /*  —  2  ) 

L  I  ./  1.2  U-* 

(  //  —  2  )  (  /*  —  I  )  //  (  /<  -h  I  M  /'  -f-  •>.  H  /*  4-  •>  >     I 


1 


-r  (  —  I  )'' 


I  .2  ..> 
1 . 2 . 3 ...//( /I    f  I )  ( //  4-  o . . .  2  // 


1 . 2 .  .'5 . . .  /i 


^M- 


Ce  qui  est  remarquable,  c*est  que,  lorsque  n  est  un  nombre  entier, 
comme  nous  le  supposons  ici,  les  valeurs  de  R^  et  R3  sont  limit^es  et 
ne  difTereur  que  par  un  facteur  constant.  Gar  si  Ton  ordonne  Rg  sui- 
vant  les  puissances  croissantes  de  x,  on  peut  ecrire 

^  1 .2.3. . .n 

[n                  n{n  —  i)         ,              ,       ,^^           i.2.3.../i  1 

I x-i ^ — r  j;*  — ...-h(— I)'* ij ; ; JC'ly 

d*ou  Ton  voit  qu'on  aura  Ra  =  R3,  si  les  conslantes  Aj  et  A3  satisfont 
a  la  relation 

A,=z  A,(—  i)" (/i  -+- 1) {n  -h  2). .  .2/1, 

remarque  que  je  crois  nouvelle.  Dans  ce  cas,  les  deux  solutions  parlicu- 
lieres  de  Tequation  (19)  sont  representees.  Tune  par  la  serie  infinie  R, 
developpee  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  et  Tautre 
par  Rj,  polynome  limite  et  du  degre  n. 
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Si  n  n*est  pas  entier,  la  fonction  R2  est,  comme  Ro  une  serie  conver- 
gente  developpee  suivant  les  puissances  croissantes  de  Xy  tandis  que 
R,,  qui  est  developpee  suivant  les  puissances  decroissantes  de  cette  va- 
riable, est  une  serie  du  genre  de  celles  qu'on  nomme  semi-conver- 
gentes. 


VII. 

QUELQUES  CONSEQUENCES  RELATIVES  A  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE. 


37.  En  etudiant  les  formules  oil  entre  la  fonction  exponentiellec"'*, 
on  arrive  a  quelques  consequences  qui  meritent  d'etre  signalees.  G'est 
une  indication  que  je  dois  a  la  bienveillance  de  M.  Hermite,  qui  m'a 
conduit  aux  resultats  exposes  dans  ce'  paragraphe  et  qui  s'accordent 
avec  ceux  que  ce  savant  a  demontres  dans  un  Memoire  publie  dans  les 
Comptes  rendus  des  seances  de  I' Academic  des  Sciences  (annee  iS^S), 

(Qtmx  \ 
pj:pi  j,  qui  entre  dans  la  forinule  {^bis), 

§  VI,  et  faisons  2m  =  i,  nous  aurons 

(X  JC^  x^  \ 

'   ':...' '-^    h 

en  separant  le  second  rhembre  en  deux  parties,  nous  obtenons 

(  "^  ^'  i.2.3.../i(/i-hi)  L'  '^  '^^^  "^  (/i4-2)(//H-3)  "^* •  'J* 

ce  qui  revient  k 

(.bis)  D;(^.)=.Py  +  S(.), 
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V{x)  d^signant  un  polyi)6me  du  degre  n  et  S{x)  une  serie  infinie  de 
la  forme  a  H-  a'x  4-  a" a?*  -h  — 

D'un  autre  cote,  si  Ton  considere  —;^^  comme  le  produit  de  deux  fac- 
leurs  e'  et  as^'"*",  on  a 


(3)^ 


ou 


=  e'[a-^(-n_2(„+,)-r   (-«.+  'i(iilllllii±lH^i±^.r-(-.)_...], 


Q(a?)  designant  encore  un  polyndme  du  degre  n. 
Des  relations  (2 6w)  et  (3tw)  on  deduit 


Q(^)_P(x) 

et  de  la  il  vient 

(4) 

"^-QC^)  '          Q(.r)' 

expression  renoarquable  de  la  fonction  exponentielle. 

II  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  precede  les  valeurs  de  P(a?),  Q(x) 
etS(a?).  On  a  d'abord 

=     ^^^^^     {n  -hi)  (/J  -hoO--^'"  -+■  — ^^ r 


in  —  i)n(n  -h  i).,  ,(o.n  —  o.) 

: J"* - 


.9. 


.  ..H-.2«l 


et,  par  suite, 

i.2n  i,2.2n{2n  —  I)  i.2.3.    .2/1       J 


/  P(.r)  — (— i)'«(/i  4- i)(/i -h '?). .  .2/1 

(5)  1  r  .   '^     .     ''(/i-o 
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puis  tes  relations  (3)  et  (3  bis)  doDnent   • 

Q/          V                         -                 ^,                            V           -        «                 '*^'*    0/                              N,                                V           «        •                               /                      X«       1.2.3. ..2/1 
(jr)=:^« (,l_|_,)j7«-l^ ^ £  (,1  4_  ,)(„_|_  2)x«-»— ...(—  I)» 5 , 
^      ^                         I                                                  1.2                                                                                                   1. 2.0. ../I 

ou 

IQ(x)  ~  (— i)«(/i  4-l)(/l  -+-2)..  .2/1 
r       /I  /i(/i  — i)       ,        .     .^1.2. 3.. ./I    1 

L        1. 2 /I  \,i,9.n{;An  —  i)  1.2. 3. ..2/1       J 

d*ou  ceUe  consequence  remarquable  queQ(x)  se  deduit  de  P(^)  par 
le  changement  de  ^  en  —  ^;  enfin  pour  S(a;)  on  a 

s(^)=-.D2 — _! r,_^^:_4- — il — _-v...-h -^ 

^     ^  *  1. 2. J. ../*(/<  4-1  )L  /i-l-2  (/i-h2;(/<-|-cl)  (^/i  -H  2;^/i  -i-3).  .  .(2/i  -h  I) 

^«-»-l  2»ll-»-l  "I 

_| 1 j . -J- ^,    ,  I 

(/i-h5i)(/2 -1-3  )...(-?/*  -I-':*)         (//-f-'-«j(/i-|-3)...(2/<-h3)  J 

ou 

f    .      0/     \              1.2.3. ../I        r           (/e-+-i)          ,         (/I -4-0  (/I -+-2)  1 

(7)      S(.r)  =: ;; iH .1-  H 77-  j*'-t-...  I, 

^'  I  .2.3.  .  .(2/«  -+- Ij  L  I  (2/1 -H  2)  1.2(2/1  -t- 2)  (2 /i  -1-3)  J 

serie  qui  se  confond  avec  R,  (26),  g  VI,  au  facteur  x^"-^^  pred,  si  on  y 
change  a;  en  —  x. 

38.  Au  lieu  de  partir  de  la  differentielle  D^  (  ^^^^  u  on  peul  arriver 

aux  niemes  resultats  en  partant  de  Tintegrale  definie  R,  (11),  §  VI,  ou 
de  lasuivanle,  queje  designe  par  I, 


^Im 


0 

et  qui  dcvient,  quand  on  fail  2/w=  r, 

(8)  ^  —  f  ^'"""ff^i^  —  f'y^ff' 

On  pent  appliquer  a  cette  integrate,  comme  Ta  fait  M.  Loinmel  dans 
ses  Etudes  sur  les  fonctions  de  Bessel  (p.  5i),  la  forinule  elementaire 
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Dans  le  cas  actuel  on  a 

et  Ton  voit  qu'aux  limites  o  et  i,  on  a 

F(«)  =  o,     F'(u)=o,     r{u)-=o,     ...,     F^-^/O^o; 

d'autre  part,  les  derivees  d'ordre  superieur  a  2/1  sont  identiquement 
nulles;  il  vient  done 

Gomnie  pour  w  =  o,  on  a  e~"^  =  i ,  et  pour  a  =  i ,  er^''  =  e"^,  on  pent 
ecrire 

(9)  J    e--F{u)du='^'-^^,„J    ^ , 

Q'(a?)  et  P'(^)  designant  comme  precedemment  des  polynomes  du 
degr6  n. 

On  a  d'ailleurs,  en  developpant  e"^', 


J/»*                                                     ^^    ( i)PxP       /** 
e-"^u"(i  —  u)''du'=  \  -^ 5 /     u^'-^Pii—  uY^dii 


et  de  (9)  et  (10)  on  deduit 

Q^(.r)-P-(x)e-^_ 
—liT^x -  ^  \^h 

d'oii 

formule  analogue  a  (4). 

Cette  seconde  methode  permet  de  calculer  aussi  assez  facilement  les 
fonclions  V\x)  et  Q^[x).  Si  Ton  pose  i  —u  —  u\  on  a 

^  F(ii)  =  tt'»(i  — </)"—«'•«/"', 

Ann.  de  Vic,  Normale,  2*  S6rle.  Tome  XI.  *  S .  1 1 
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et  le  developpement  du  binome  donne 

F  ( //  -I-  // )  —  ( 1/  4-  A ) "  ( I  —  w  —  // ) "  -  ( f  /  -  f-  /* ) "  ( '/ '  —  /'  V' 

["  f    »   I       '*  ( "  —  ')##»• 
I  !.'>. 

I  .^  I 


X 


^/  " liu'"-^  H ^ h'U  "~^— li^u"*"*  H   .  .  . 

i.'>  1  J 

deli  il  vient,  si  Ton  met  en  evidence  les  ternnes  qui  contiennent  A", 

#«r   /«       ^  '^        fn   I       n{u—\)n{n  —  \)     ,    ,„    . 
L  11  I  .  •<  1  .  '< 

-h  (—  I)"     »  -   ^    ,/'^-l„'^_  (_  xY  nil 

II  J 

-\-  h" "-' /^  "  ^  4 u  n  "    *  — . . . 

I         1  1  I  .'>. 

I  I  .  '>.  I 


«_....H(-0«^il^^— i^,/''  ^ 


//-"(--I)" 


II  est  bon  de  remarquer  que  les  premiers  termes  des  polyndmes  qui 
multiplient  A",  h"^\  ...  sont  ceux  du  developpement  du  bindme 
(a  — i)";  les  derniers  se  confondent  avec  ceux  de  (—  i)"  (11 -hi)",  et 
ce  sont  ces  termes  qu*il  suftit  de  connaitre  dans  la  question  actuelle. 

D'autre  part,  d'apres  le  theoreme  de  Taylor,  on  a 

F(//-+-/l):=::F(//)-+--F(ll)4-   -^-  F'^C  m)  -^  .  .  . -+-  ^^ F'»(  II)  -|- .  .  . , 
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et  des  deux  developpemenls  de  ¥{u  4-  h)  on  deduit 

h^"{ii)  nn     ,  n(n  —  i)n(n~i)  , 

ry =  u"^ //'*-'  //  H ii'^^W 

I  .'2,6, .  .n  r   I  I  .i  I . •« 

,  n  n     , 


p/i-M  ( ft , 


_iS,'«    ^^i'^H^l^Zll.^n    .,,^....^(„,).^,,.     ., 


1 . 2 . . .  /^  ( /i  -h  I )  I  I 

I  .  2  .  .  .  (  «  H-  I  )  (  /^  -f-  Vi  )  1.2  *  '  '         ^  1.2 


*■'"'""  :(-.)». 


I  .  2  .  .  .  2  /* 


Pour  u  =  Of  on  a  i^'=:  i ;  et  lolis  les  termes  qui  dans  ces  derivees 
contiennent  u  en  facteur  s'annulent,  ce  qui  donne 


L1.2.3.../1 1„=„ 

Li.2.3...«(/i4-i)J,i=o"~       I  ' 
Li.2...(/i-hi)(/i4-2)J„  =  o~"       1.2 


de  la  on  conclut 

ou,  en  ordonnant  en  sens  inverse  et  niultipliaDt  par  a?^"^*, 

Q'(x)  =  i.2.3...2/e(--i)'*    1 j:"-1 ^^ .t;2  — ... 

^  L  '-^'^  I.2.2/i(2/« — l) 


^  1 . 2 . 3 . . .  2  /i 


Pour  tt  =  I  on  a  m'=  o,  el  tons  les  termes  qui  contiennent  u!  en  facteur 
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disparaissent»  de  sorte  qu'il  vient 

f ^'-'^^^^ 1       =(-,)«  iS 

et  par  suite 

^^t  =  '•^•^•••'K-0"[^;rn  +  -77^^  +  ■ rx:^7r^^ ^"T 

ou 

ri//     s  *o  /  x..r  '*  '^C'*  —  0  9  I.2...n        „1 

P'(a7)=:i.2.3...2/i(— l)'*     IH X-{ ^^ -J7*H-...H ^^     . 

L  1.2/1  I.2.2/i(2/i—  I)  I.2...2/i         J 

On  relpouve  ainsi,  a  un  facteur  pr^s,  les  valeurs  (5)  et  (6).  D'allleurs 
S'(a?)  est  donnee  par  la  formule(io),  et  elle  ne  diflere  de  S(a;)  que 
par  un  facteur  constant  et  parce  que  x  y  est  remplace  par  —x. 

39.  Proposons-nous  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  le  rap- 
p/^\  ,  .  .         , 

port  rrrA  et  les  reduites  successives  de  la  fraction  continue  qui  repre- 

sente  e^.  Dans  son  Memoiresur  la  serie  hypergeometrique, Gauss  donne 
la  formule 


I 


(.9) 


avec  les  valeurs  suivantes 


a.c 


bx 


dx 


a 


b^\i\-A^ 


(a  +  i)-r  2(y  +  i— g) 

(7-t-i)(Y  +  2)'  (-f  +  2)(Y  +  3)' 

(«4-3)(y  +  i)  -  _      3(y  +  2  — a) 

(7  +  3)(Y  +  4)'  •^""(T  +  4)(Y  +  5)' 
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Comme  la  fonction  e^  est  la  limite  de  la  serie 


S.85 


'(* i) 


kx       k{k-i-i)x^       k(k-i-i)ik-h2)  x^ 


I  k 


1.2         A« 


I  .2.3 


k^ 


pour  ^  =  CO ,  on  peul  lui  appliquer  la  formule  (12),  en  rempla(;ant 

a  par^,  y  par  1  et  x  par  j-  Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  les  parties 

integranles  de  la  fraction  continue,  en  faisant  tendre  k  vers  00  ,  on 
obtient 


X 

—  > 
I 

(/:-+-  i). I  x 

ex  =:  5 -7    == 

2.3         k 

X 
2.3 

(k-\-  2). 2  X 

ex  =1  7— r -.  = 

4.5        k 

2X 

(X:  4-3). So: 

ffX  —    ' ^ :    — 

3x 

6.7        k       6.7 


bx  ■=^ 
dx  -:=. 
/r  = 
hx  = 


1(1  —k)x 


1.2        A^  ~ 

1 .2 

2(2  —  k)  X 
3.4       k~ 

2.r 

3.4 

3(3-A-)^ 
5.6       A^  ~ 

3x 
5.9 

4(4 -A)  ^__ 

4.r 

7.8       A-  "   .  7.8' 


et  de  Ikon  conclut 


(i3) 


X 
2 


6 


J" 
6 


X 

10 


10 


I  — 


I  h 


X 


I  — . 


En  designant  par  ^y  W^  W'  W'  '"  '^^  reduites  consecutives,  nous 
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avons 

Ao       I      A, 
Bo'i'     B,  - 

I 

A,              '>^ 

1  —  JC 

2 

A3               '^3 

A, 

G 

1  -I 1 

2         it^ 

B3  ~           2  r 

'        3    ~^ 

I 1 

•>.            J  3 

A. 

B, - 

•2  a-        .r^ 

1  4-  __  _l 

Afi 

1-1 i \ 

f.         10         1 30 

3x        3.r^        .r* 
5           1 0         Go 

1 i 

i         10        1  uo 

d'un   autre  cote,  en  desigoant    par   P„(a7)  el  Q„(^)  les  polynomes 
P(a7)  et  Q('r)  dii  degre  n,  on  a 

/f  /2(/i  — 0  .  n(n  —  i)  (n  —  2)  ,  i.2.../i 

Prt  ( a;)  _  1 . 2  /<  I  »  4 .  >,  /^  ( '2  //  —  I  )  i  .'>..  3  .;>,/*(•;►  //  —  !)(>.//  —  O  *        i .  u . . .  3  /i  ^ 

^    '  I .r  H .r*  — .  .  .  4-  (  —  I  )'* vt'* 

I .  >.  /A  I .  M  .•>./*(  '2  /I  —  J )  1 . 2 ...  2  /i 

el,  si  Ton  fait  successivemenl  n  =  o,  n  =  i,  n  =  2,  . . . ,  il  vient 

Po(.r)  _    1^  P.(./)   _    '"^2  P,(^-)    _    '"^2    "^7^ 

Qui/')"  i'    Q.(^^)      ^_f'     Q,(^)      ,_f_^f!'    '"' 

■2  21a 

d'oii  Ton  voit  qu'on  a 


(i4) 


A,  _  Pp(.r)       Aj        P,(-r)       A»  _  P,(.r) 
B;~Q„(.r)'     B,       Q,(.r)'     B»-Q,(x)' 


et,  en  general,  q^  =  ^- 

40.  En  supposant  n  suffisainment  grand,  et  efTectuant  le  quotient 
'',    ,y  on  pent  obtenir  la  fonction 


I  1.2         1.2.3 

avec  un  aussi  grand  nombre  de  lermes  qu'on  voudra. 


Digitized  by 


Google 


ETUDE  DES  FONCTIONS  DE  FOURIER.  S.  87 

Pour  qu*en  effectuant  cette  division  on  trouve  le  developpement 
de  e*,  il  faut  que  les  premiers  termes  des  restes  successifs  soient  -> 

— y  ~^'  0-7^ —  On  est  ainsi  conduit  aux  relations  suivantes 

1 .  51    1 . 2 .  J    1 ,2.6.] 

qui,  si  je  ne  me  trompe,  n'ont  pas  ete  signalees  jusqu'a  present  : 


n 


I 


n{n  —  \) 


1.2/1  1.2 

9.n(/i  —  i)  (n  —  2)  

1 .2. 3.2/1  {2  n  —  \)  (in  —  2)        I  .2.2/1(2  n  —  1 )        }  .2//   i  .•>.        1  .  t  .  '^ 

/i( /I  —  i)  ( /I  —  2)  /I (/I  —  I )  I  /I  I  I 


.2.3.2/1(2  /C —  l)  (2/1  —  2  )  I  .2.2/1(2/1  —  I  )     1.2  I  .2/1    1.2.3  1  .2.3.\ 

2 n( n  —  i)  ( /I  —  2)  ( /I  —  3)  ( /I  —  \)  /i{/i  —  i){/i  —  2){/i~3) 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 2  /I  ( 2  /^  —  i)  (2/1  —  2)  (2/1  —  3)  (2/1  —  4  )  1 . 2 . 3 . 4 . 2  /i  ( 2  /J  -- 1 )  ( 2  /A  —  2)  (2/1  —  3) 

(»•'>)(  /t( /I  —  i)  (n  —  2 )  I  /li  /I  —  I )  I  /I  I         I 

1 .2.3. 2 /*  (2 /<  —  i)  (2/1  —  2)   1.2        1,2,2/1(2/1  —  I )  1.2.3        1,2/1  1.2.3.4        1.2.3.4.5 

/I (/I  —  1)  ( n  —  2)  (/I  —  3 )  ( //  —  4 )  '^ ( «  —  J )  ( //  —  2 )  ( //  —  3  )  r 


.2.3.  V->«  '*•  't  (^  /i  —  0  (^  /<  —  '^)  (?•  fi  —  '^)  (^'  /*  -  'i )        I  .^'.3.  \.  2  /I  (2  /I  —  I )  (2  /t  —  2 )  (2  /I  —  3)  1 .2 
/I {/I  —  I )  ( /?  —  2 )                 r  /i{/i  —  I )  r 

1 .2.3.2/1(2/1  —  I )  ( 2 /I  —  2 )  1.2.3  1 . 2 . 2 // (  2 /*  —  I )  1 . 2 . 3 .  ^j 
/^               r                            I 


1.2/1  1.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6 


Ces  formules,  dans  les  seconds  membres  desquellesenlrerexpression 
^ )  semblent  etre  de  deux  sortes,  les  unes  applicables  au  cas  oil 

I.2.3.../>  ■^* 

p  est  pair,  et  les  autres,  au  cas  oil/?  est  impair.  Nous  verrons  dans  la 
suite  commeni  elles  se  deduisent  d'une  seule  serie  de  relations  oii  en- 
trent  deux  parametres 


41.  Eiles  subsistent,  quelle  que  soit  la  valeur  de  n,  pourvu  que  ce 
parametre  soit  suffisamment  grand.  Elles  sont  encore  vraieslorsqu*on 
remplace  n  par  —  n,  et  Ton  a 


2  /i  ( /^  -h  I )  ( /^  -h  2  ) 
1.2.3  2/1(2/1  -\-  I)  (2/1  -h  2) 

(16)     {  n(/i-^-\)(/i-h2) 


/I (/I  -hi) 


I 


I  .2.2/1(2/1  -h  I  )  1.2/?    I  . 

/i  (  //  -h  I  )  I  /I 


.2.3' 


.  2.3.2/i(2/J  -h  r)  (2/1  -f-  2)  I  .2.2/1(2/1  -h  \)    1.2  1.2/1    1.2.3  1.2.3.4 
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T-       ..t-l.t' 


-'Ji 


TM**.! 


>  •     -5-!'i        .       ^dWJ,'^ 


:      1    .      -IK" 
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OU 


a:PT(n-\-p) 


n(n-i-i) 


'(/>-+-i)r(2/H-/))        H ^H ^-- ^ r:r*4-... 

,        ^       ^         »  =  o  1.2/1  I.2.2/l(2/i-i-l) 

(20)    e*=  ^ =  7—^^ r 


1.2/1         1.2.2/1(2/14-1) 


42.  Dans  les  formulcs  precedentes,  il  n*y  a  qu'un  seul  parametre  ar- 
bitraire  n.  Mais  si,  au  lieu  de  Tidentite  (19),  on  part  de  la  suivante 

et  si  Ton  observe  qu*on  a 

''  =  •  ^1 

=:  y ^ /     aP-i(i-M)«^P->e/i/ 

Zj  1.2.3... /?J^ 


l>  =  0 

/>  =  • 


3.../?  r(a-+-p+/?) 

a(a4-i)(a-H2)...(a4-/>  — i) 


^r(.«)r(p)  Y 

r(«-Hp)  Zd  i.2.3.../?(a4-p)(a4- P  4- !)...(«  4- P -+-/?  — I) 


p  =  0 

p-m 


r(«)r(p)y  (_,)i.p(p4.,)...(p4.p_,) 

!>  =  ♦ 


r(a)r(p) Y 


.a.3.../>(a-4-p)(a  +  p-Hi)...(a+p+/>  — I) 
i>  =  t 

on  en  conclut 


XP, 


a  a(g-Hl) . 

i(a4-p)      "^  ,.a(a+p)(en-p-+-i) 
^n/i.  </«  r^c.  NormaU.  i*  Mrie.  Tome  XI.  S.  I  a 
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formule  qui  n'est  autre  que  la  relation  (4),  §  26,  du  Memoire  de 
Kuinmer  (*). 

Le  quotient  des  deux  series  infinies  ( 22)  devaol  elre 


3—1—  •  •  •  « 

si  Ton  eflFeclue  la  division,  on  voit  qu'on  doit  avoir  les  relations 

r.2(a4-p)(a-hp-Hl)         i  .2(at  +  p)  (at -f- ^ -f-i)  "^  i  (« -h  p)         1.2' 

a(a-l-i)(a-l-2) P(P-i-i)0-h2) 

i.2.3(a-hP)(3t-f-p4-i)(a-+-?-h2)  "^  ,.a.3(a-h^)(a-hp-+-i)(a-+-p-j-2) 


i.2(a-4-{J)(a-}-fH-i)  I         !(«-+-?)  I. a        1.2.3 

a(a-f-i)(a-i-2)(aH-3) P  (  P  4- 1)  (  P -h  2)  Q  4- 3)  _ 

i.2.34(a-h?)(«-hp-hi)(a-h?-H2)(a4-?-h3)        i,2.34(«-h  ?)(a-hpH-i)((x-HP-h2)(a4->-h3) 


i.2.3(a-f-p)(a-h?-hi)(a-4-p-+-2)    i          i .  2(1 -h  p)(a  H- ? -+i  i)    i  .2  ^  a -+- p  I  .2.  3        1.2.3.4 
* : V  •  •  • ' 

qui  donnent  les  formules  (i6)  lorsqu*on  y  fait  a  =  p  =  /i. 

(»)  Journal  de  Crelle,  r.  i."). 
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